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SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

Œuvres  complètes  de  Christiaan  Huygens,  publiées  par  la  Société  hol- 
landaise des  Sciences;  t.  I,  1888  :  Correspondance  (i638-i656);  t.  II, 
1889  :  Correspondance  (1657-16.59);  t.  lïl;  1890  :  Correspondance  (1660- 
166 1).  La  Haye,  Martinus  Nyhoff  (*)• 

Dans  la  séance  du  28  octobre  1882  de  la  section  des  Sciences 
de  l'Académie  royale  d'Amsterdam,  à  l'occasion  d'une  proposition 
tendant  à  rendre  à  la  mémoire  de  Hujgens  un  hommage  public, 
en  lui  érigeant  une  statue,  M.  van  de  Sande  Bakhuyzen  fit  remar- 
quer qu'on  pourrait  atteindre  le  but  proposé,  fonder  un  monu- 
ment en  l'honneur  de  Huygens,  et  en  même  temps  rendre  à  la 
Science  un  service  signalé,  soit  en  faisant  paraître  une  nouvelle 
édition  de  ses  Œuvres,  soit  en  publiant  ses  écrits  restés  inédits, 
ainsi  que  sa  Correspondance.  A  ce  projet,  l'Académie  donna  una- 
nimement son  adhésion. 

Nous  empruntons  ce  renseignement,  qui  fait  connaître  l'origine 
de  la  publication  entreprise  par  la  Société  hollandaise  des  Sciences 
de  Harlem,  à  la  préface  signée  par  les  Directeurs  de  cette  Société. 

La  commission  à  laquelle  l'Académie  des  Sciences  avait  confié 
le  soin  d'étudier  le  projet  de  la  publication  a  continué  et  consi- 

(*)  Voir  Bulletin,  XII,,  p.  181- 192. 


•    •    • 

• 


6         .../'•  PREMIÈRE  PARTIE. 

d^rapWjêmenl  élargi  sa  lâche  en  se  chargeant  de  la  rédaction.  Dans 

l*'giç^"face  des  Directeurs,  que  M.  J.  Bertrand  a  fait  déjà  connaître 

ffax  lecteurs  de  ce  Bulletin,  se  trouve  retracée  l'histoire  des  édi- 

;  -jUons  antérieures  des  travaux  de  Huvgens,  ainsi  que  celle  de  la 

•/••..publication  d'une  partie  de  sa  Correspondance  tirée  des  docu- 

'inents  que  Hujgens  avait  légués  à  la  Bibliothèque  de  Lejde. 

Un  avertissement  de  la  Commission  (*)  donne  le  plan  général 
de  l'Ouvrage  et  les  renseignements  nécessaires  pour  guider  le 
lecteur. 

1.  Une  des  propriétés  les  plus  caractéristiques  de  l'édition  de 
la  Correspondance,  c'est  la  règle  adoplée  par  la  Rédaction  «  de  ne 
lailTcf  perdre  aucun  détail,  de  faire  publier  tout  ce  qui  pouvait  être 
mis  dans  un  ordre  et  fous  une  forme  intelligibles  ».  Les  considéra- 
tions qui  recommandent  celte  résolution  sont  analogues  à  celles 
qui  obligent  à  donner,  dans  le  cas  d'observations  de  haute  préci- 
sion, tous  les  détails  possibles,  sans  partage  et  sans  réserve.  Ce 
n'est  que  de  cette  manière  que  Ton  obtient  un  travail  durable, 
dont  on  peut  connaître  la  valeur  scientifique  et  capable  d'être 
complété  et  amendé  par  des  recherches  postérieures.  11  est  évi- 
dent qu'on  n'eût  pu  suivre  cette  règle,  si  Ton  avait  eu  à  tenir 
compte  avec  des  fonds  restreints.  Heureusement  MM.  les  Direc- 
teurs de  la  Société  hollandaise  ont  été  d'avis  que  la  grande  utilité 
d'une  publication  absolument  complète  ne  permettait  pas  la 
moindre  restriction.  Sans  cette  généreuse  libéralité,  M.  A. -M. 
Clerkc  (^)  n'eût  pu  dire  que,  même  dans  ce  siècle  avec  son  abon- 
dance d'éditions  complètes,  il  n'a  jamais  été  érigé  à  la  mémoire 
d'un  grand  homme  un  monument  littéraire  aussi  gigantesque  que 
celui  de  l'édition  nouvelle  des  Œuvres  de  Hujgens. 

Le  principe  que  nous  venons  d'indiquer  a  obligé  la  Commission 
de  rédaction  à  comprendre  dans  la  Correspondance,  non  seule- 
ment les  lettres  écrites  par  Hujgens  ou  adressées  à  lui,  mais  aussi 


(*)  Le  référât  du  Jahrbuch  liber  die  Fortschritte  der  Mathemalik  (t.  XX, 
p.  lo)  parle  d'une  seconde  préface  de  M.  Bierens  de  Haan,  ce  qui  est  moins  exact. 
L'avertissement  a  été  signé  par  M.  Bierens  de  Ilaan  en  sa  qualité  de  Président  dr 
la  Commission. 

(«)  Nature,  t.  XXXVIII,  p.  iqS;  i888. 
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celles  qui  Iraitent  de  lui  ou  qui  peuvent  contribuer  à  le  faire 
connaître  dans  le  cadre  de  son  temps.  Des  10 12  documents  pu- 
bliés dans  les  trois  Volumes  parus  jusqu'à  présent,  174  n'appar- 
tiennent pas  à  la  Correspondance  proprement  dilede  Hujgens(*). 
De  ces  1^4  pièces,  -2  font  parties  de  la  Correspondance  de  Con- 
stantyn  Hujgens  père,  56  s'occupent  des  questions  brûlantes  de 
l'horloge  à  pendule  ou  du  système  de  Saturne,  34  ont  trait  à  des 
questions  mathématiques  ou  mécaniques,  5  se  rapportent  à  la 
personne  de  Huygens  ou  à  ses  Œuvres,  4  font  mention  de  quelques 
autres  problèmes  d'Astronomie,  2  appartiennent  à  la  Correspon- 
dance mutuelle  des  frères  Constantin  et  Louis,  i  enfin  est  un 
écrit  de  Kircher  trouvé  dans  la  collection  et  traitant  d'observa- 
tions botaniques. 

Les  72  Lettres  faisant  partie  de  la  Correspondance  de  Con- 
stantyn  père  nous  donnent  de  précieux  renseignements  sur  Ten- 
fance  des  fils.  Les  comptes  rendus  du  précepteur  Henri  Bruno, 
au  sujet  de  l'étude  de  ses  élèves  (i^3*^)  et  la  «  Norma  ftudiorum  ei 
vitae  reliquae  praefcripta  Conftantino  et  Chnftiano  Hugeniis,  Aca- 
demiam  Leidenfem  adituris  »  du  père  (4),  montrent  que  dans  ce 
temps-là  notre  question  de  surmenage  dans  l'enseignement 
n'existait  pas  encore  ou  au  moins  ne  préoccupait  pas  les  précep- 
teurs. Cependant  les  projets  de  Bruno  n'obtinrent  pas  toujours 
l'approbation  du  père,  qui  sentait  sa  supériorité  (2).  C'est  sur- 
tout la  correspondance  avec  les  professeurs  de  «  l'eschole  illuftre 
d'Orange  »,  qu'on  venait  de  fonder  à  Breda,  avec  van  Renesse  (i5, 
28),  Brosterhuysen  (16),  Dauber  (19,  29,  34,  36,  47>  58)  et  avec 
le  Curateur  Rivet  (2^*,  32,  33,  60,  63),  qui  nous  montre  les 
soins  consciencieux  et  touchants  avec  lesquels  Constantyn  Huygens 
père  s'acquittait  de  ses  devoirs  envers  ses  enfants;  de  plus,  elle 
procure  un  Tableau  de  la  vie  à  Breda.  Comme  détails  nous  cite- 
rons les  cimices  au  collège  de  Breda  (i5),  le  désir  des  professeurs 
de  dîner  à  la  table  du  régent  (26),  le  scandale  que  causa  Bros- 
terhuysen en  vivant  avec  sa  servante  (4^),  etc. 

On  s'imagine  sans  peine  la  joie  qu'a  dû  causer,  aux  professeurs 


(•)  Plusieurs  de  ces  17^»  Lettres  ont  été  incluses  dans  des  Lettres  adressées  à 
Huygens. 
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de  Breda,  l'arrivée  des  deux  fils  très  doués  du  Curateur  Huygeiis 
de  r Université,  déjà  renommée,  de  Leyde,  à  leur  nouvelle  école. 
Par  rapport  à  Chrisliaan  surtout.  Dauber  est  plein  d'éloges.  Il 
l'appelle  «  un  nouvel  Orient,  qui  ne  tardera  pas  à  envoyer  les  lu- 
mières par  tout  »  (36),  et  plus  tard  «  aetale  juvenis  fed  virtule 
fenex  »  (47)- 

Parmi  les  autres  Lettres  de  la  Correspondance  de  Constantyn 
Huygens  père,  nous  signalons  celles  du  P.  Mersenne,  aux- 
quelles nous  revenons  tout  à  l'heure,  celle  à  la  princesse  palatine 
Elisabeth,  disciple  de  Descartes  (210)  et  celles  à  Béatrice  de 
Cusance,  duchesse  de  Lorraine  (744?  81 4).  La  description  que 
Constantyn,  dans  le  style  expansif  qui  lui  est  propre,  donne  des 
fêtes  en  Thonneur  du  mariage  de  sa  fille  Suzanna  (744)  est  une 
contribution  intéressante  à  l'histoire  des  mœurs  hollandaises  du 
dix-septitme  siècle. 

2.  Ce  qui  prête  en  second  lieu  à  l'édition  en  question  une 
valeur  de  haute  importance,  ce  sont  les  nombreuses  Notices  bio- 
graphiques et  bibliographiques  insérées  au  pied  des  pages  et  les 
cinq  Tables  des  matières  placées  à  la  fin  de  chaque  Volume. 

Par  les  Notices  biographiques  et  bibliographiques,  pour  les- 
quelles le  Président  de  la  Commission,  M.  Bierens  de  Haan,  s'est 
donné  beaucoup  de  peine,  on  s'est  proposé  d'orienter  les  lecteurs 
à  l'égard  des  personnes  mentionnées  et  à  donner  «  un  aperçu  des 
reiTources  littéraires  que  les  favants  du  dix  feptième  siècle  avaient  à 
leur  difpofition  ».  Probablement  dans  la  rédaction  des  œuvres  pro- 
prement dites  qui  paraîtront  après  la  publication  des  huit  Volumes 
de  Correspondance,  la  Commission  elle-même  sera  la  première  à 
cueillir  tous  les  fruits  de  ce  travail  immense.  En  effet,  il  permettra 
de  se  rendre  facilement  compte  de  l'état  d'avancement  de  la 
Science  au  commencement  de  la  carrière  scientifique  de  Huygens, 
dans  chacune  des  branches  dont  celui-ci  s'est  occupé,  et  de  suivre 
ce  qui  pendant  sa  vie  a  été  contribué  concurremment  avec  lui  par 
d'autres  auteurs. 

Quiconque  veut  étudier  la  nouvelle  édition  de  Huygens  éprou- 
vera bientôt  l'utilité  des  cinq  Tables  des  matières,  indispensables 
pour  un  travail  d'une  étendue  aussi  importante.  La  première  et  la 
deuxième  donnent  les  lettres  en  ordre  chronologique  et  en  ordre 
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alphabétique,  diaprés  les  noms  de  l'auteur  et  de  Tadressé.  La 
troisième  et  la  quatrième  font  connaître,  par  ordre  alphabétique, 
les  personnes  et  les  Ouvrages  mentionnés  dans  les  lettres;  elles 
renvoient  à  tous  les  lieux  où  figurent  ces  personnes  et  ces  Ou- 
vrages; les  passages  les  plus  importants  sont  indiqués  en  chiffres 
gras  au  lieu  principal.  Enfin,  la  cinquième  Table  indique  les  ma- 
tières traitées  dans  les  lettres.  C'est  plus  particulièrement  celte 
dernière  Table  méthodique  qui  peut  être  de  grand  service.  C'est 
un  guide  sûr  qui  fait  retrouver  facilement  tout  ce  qui,  dans  la 
volumineuse  Correspondance,  se  rapporte  à  quelque  sujet  parti- 
culier. A  cet  effet,  les  matières  scientifiques  y  ont  été  groupées 
sous  divers  articles  généraux  (*).  Ainsi,  pour  connaître  tous  les 
endroits  où  quelque  sujet  est  traité,  on  n'a  qu'à  chercher  dans  la 
Table  l'article  général  auquel  ce  sujet  appartient;  là  on  trouvera 
soit  le  sujet  même  avec  les  passages  qui  s'y  rapportent,  soit  un 
sous-article  qui  y  conduit.  11  va  sans  dire  que  la  construction  de 
cette  dernière  Table,  travail  long  et  fasridieux  d'ailleurs,  ne  saurait 
être  confiée  qu'à  une  personne  initiée  à  tous  ces  sujets.  Il  n'est  que 
juste  de  remercier  le  membre  de  la  Commission,  M.  Korleweg, 
•qui  s'en  est  chargé. 

3.  Il  est  impossible  de  définir  exactement  l'odeur  d'une  rose; 
on  ne  peut  que  la  sentir.  De  même,  il  est  impossible  d'anaivser  le 
charme  particulier  que  présente  la  Correspondance  de  Huygens. 
Cependant,  soit  qu'on  parcoure  en  feuilletant  les  trois  gros  Vo- 
lumes, soit  qu'on  étudie  quelque  sujet  particulier,  on  reçoit  deux 


(')  Les  trois  Volumes  contiennent  17,  21,  26  de  ces  articles  généraux,  tandis 
que  Ton  en  trouve  29  dans  les  trois  Volumes  ensemble.  Ces  29  articles  sont  : 

Algèbre.  Géodésie.  Optique. 

Anatomie.  Géographie.  IMiiloiogie. 

Arithmétique.  (iéométrie.  Philoaophie. 

Astrologie.         ^  Hydrostatique.  Physiologie. 

Astronomie.  Logique.  Physique. 

Reaux-arts.  Mécanique.  Poids  et  mesures. 

Botanique.  Météorologie.  Probabilités. 

Chimie.  Musique.  Trigonométrie. 

Chronométrie.  Navigation.  Zoologie. 

Cours  des  études  des  frères  Huygens.  Œuvres. 

L'article  Œuvres  se  rapporte  aux  écrits  de  Huygens. 
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impressions  bien  distinctes.  La  première  a  été  exprimée  par 
Ujlenbroek  en  ces  mots  :  «  Je  crois  à  peine  poffible  que  quel- 
qu'un parcoure  ces  écrits  fans  une  grande  jouiffance  de  refprit  et 
fans  en  même  temps  en  éprouver  Tutilité.  En  effet,  ils  font  d'un  tel 
caractère  et  d'une  telle  ampleur,  que  les  plus  illulires  philofophesde 
cette  ère  glorieufe  apparailfent  devant  nos  yeux  comme  des  afteurs 
en  fcène,  racontant  et  dépei«;nant  ce  que  chacun  d'eux,  pour  le  bien 
et  l'avancement  de  la  Science,  a  penfé,  écrit  et  accompli,  non  pas  une 
fois,  mais  de  jour  en  jour  ».  La  seconde  se  rapporte  à  l'acteur  prin- 
cipal, à  Huygens  même.  C'est  le  portrait  vivant  de  sa  personne, 
de  son  caractère  modeste  et  franc,  de  sa  supériorité  incontestable 
à  la  plupart  de  ses  correspondants.  La  Commission,  qui  dans  son 
travail  l'a  éprouvé  elle-même,  l'exprime  en  ces  termes  :  «  la  joie 
de  voir  fe  dégager  de  ces  documents,  trop  longtemps  reftés  inconnus, 
l'image  d'un  enfant,  merveilleusement  doué,  élevé  avec  les  plus 
tendres  foins  par  un  père  d'élite,  s'exerçant  dès  son  adolescence  aux 
travaux  de  Tefprit  comme  à  un  jeu,  et  bientôt,  avide  de  connaître, 
gagné  par  la  palTion  de  la  vérité,  s'élançant  duns  les  plus  hautes  ré- 
gions de  la  Science,  où  il  règne  comme  un  jeune  héros,  aimé  et  ad- 
miré de  fes  plus  illuftres  contemporains.  » 

4.  A  ces  remarques  générales,  relatives  à  l'édition  nouvelle, 
nous  voudrions,  avant  de  passer  en  revue  les  principaux  sujets 
traités,  ajouter  une  observation  qui  nous  parait  de  même  se  dé- 
gager des  documents  publiés  jusqu'ici.  Elle  se  rapporte  à  la  po- 
sition dans  laquelle  Huygens  lui-même  s'est  placé  à  l'égard  des 
Sciences  mathématiques. 

Dans  ses  premiers  Mémoires  (95,  note  i  et  191,  note  i),  Huygens 
s'occupe  de  deux  problèmes  de  Mathématiques  pures,  la  quadra- 
ture de  rhypcrbole  et  du  cercle.  Ensuite  il  se  détourne  des  Ma- 
thématiques pour  se  vouer  de  plus  en  plus  à  la  Mécanique,  la 
Dioptrique,  la  Physique  et  l'Astronomie,  en  s'efforçant  toutefois 
d'asseoir  ces  Sciences  sur  la  base  solide  des  Mathématiques.  Ces 
considérations  conduisent  à  admettre  que  la  force  principale  du 
génie  de  Huygens  ne  se  révèle  pas  dans  les  Mathématiques  pures. 
A  l'appui  de  cette  thèse  nous  présentons  les  remarques  suivantes. 

Voyons  d'abord  comment  Huygens  prend  position  par  rapport 
à  la  Théorie  des  nombres  en  «  statu  nascendi  »,  c'est-à-dire  par 
rapport  aux   problèmes  de  Fermât  (3^2  et  65 1).  Dans   la  Cor- 
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respondance  il  déclare  à  mainte  reprise  que  ces  problèmes  ne  le 
tentent  pas.  On  Ht  ;  (296)  «  moy  qui  ne  me  fuis  gueres exercé  dans 
les  queftions  des  nombres,  parce  que  j'ay  îoufjours  pris  plus  de 
plaifir  à  celles  de  Goemetrie  »,  (297)  «  si  j'ellois  plus  versé  que  je  ne 
fuis  dans  des  femblables  queftions  des  nombres  »,  (469)  «  je  fuis 
marry  de  n'avoir  pas  fceu,  auparavant  que  de  veoir  la  solution  de  ces 
problèmes,  que  Monfieur  de  Fermât  la  jugeoit  de  telle  importance  ». 
El  ce  qui  est  plus  fort  encore,  on  trouvera  dans  le  Volume  IV,  qui 
paraîtra  bientôt,  par  rapport  à  quelques  problèmes  de  la  théorie 
des  nombres  le  jugement  suivant  :  «  Les  queftions  que  vous  m'avez 
envolées  ne  méritent  pas  qu'on  s'y  amuse  n'eftant  aucunement  belles 
ny  utiles  à  rien  :  cela  vient  de  quelque  arithméticien  et  non  pas  d'un 
Géomètre  »  (io54). 

Ce  qui  précède  peut  faire  naître  l'opinion  que  la  Géométrie 
pure  a  été  l'élude  favorite  de  Huygens.  On  ne  peut  cependant  la 
soutenir  après  la  lecture  des  lignes  suivantes  :  «  Etfemper  quidem 
illa  maxime  contemplatione  digna  exiftimavi  in  quibus  non  nuda  ac 
fimplex  figurarum  Geometricarum  confideratio  locum  haberet,  fed 
harum  vis  atque  efficacia  ad  veritates  quafJam  in  re  Phyfica  aliave 
eruendas  traduceretur.  Quanquam  et  ipsa  mera  Geometria  non 
exiguam  volupiatem  cultoribus  fuis  ad  fera  t  »  (397). 

Ces  quelques  lignes  que  nous  venons  de  citer  font  connaître, 
à  notre  avis  d'une  manière  très  précise,  les  sentiments  de  Huygens 
à  l'égard  des  Mathéniati(|ues.  11  préfère  la  Géométrie  à  la  Théorie 
des  nombres  et  la  Géométrie  appliquée  à  la  Géométrie  pure.  En 
elfet/la  découverte  de  la  développée  de  la  cycloïde,  peut-être  la 
plus  belle  trouvaille  de  Huygens  en  Mathématiques  pures,  se  pré- 
sente à  lui  dans  la  recherche  de  la  solution  exacte  d'un  problème 
de  Mathématiques  appliquées,  celle  du  lautochronisme  des  oscil- 
lations du  pendule. 

A.U  courant  de  la  plume  nous  indiquons  ce  qui  nous  a  inté- 
ressé le  plus  dans  l'étude  des  trois  in-quarto.  D'après  les  sujets 
nous  rangeons  nos  annotations  en  trois  groupes;  les  chiffres  se 
rapportent  toujours  aux  numéros  des  Lettres  et  non  pas  aux  pages. 
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I.  —  Sciencei  mathématiqaei. 

a.  A  Tâge  de  17  ans  Hujgens  retrouva  un  des  plus  beaux  ré- 
sultats d'Archimède,  celui  du  rapport  des  aires  du  paraboloïde 
de  révolution  et  du  cône  inscrit;  il  y  joignit,  à  Taide  d'une  inté- 
gration déguisée,  un  autre  non  moins  remarquable.  On  trouve  le 
fac-similé  de  la  Lettre  (11)  qui  en  contient  la  Communication  à 
son  frère  aîné,  à  la  fin  du  second  Volume.  Nous  verrons  que  cette 
Lettre  n'est  pas  moins  importante  par  d'autres  résultats  qu'elle 
contient. 

b.  Quatre  années  plus  tard  Hujgens  découvrit  une  grosse 
inadvertance  dans  un  raisonnement  de  Cavalleri,  l'introducteur 
des  a  indivisibles  »  dans  l'Analyse  (86,87).  Ce  paralogisme  se  re- 
trouve d'une  manière  plus  évidente  dans  la  démonstration  connue 
du  paradoxe  de  l'égalité  de  la  circonférence  d'un  cercle  à  son 
diamètre. 

c.  Huygens  s'est  occupé  de  plusieurs  problèmes  classiques. 
Nous  en  citons  les  principaux. 

a.  Le  problème  d'Archimède  :  «  Datam  fphxram  piano  in  data  ra- 
tione  (ecare  »  (i  18,  1 19).  —  La  solution  de  ce  problème  à  l'aide 
d'une  parabole  et  d'une  circonférence  est  très  élégante.  Eln  re- 
présentant par  /',  5,  X  les  distances  de  M  à  A,  E  et  au  plan 
cherché  KL,  l'équation  de  condition  est 

C'est  ce  qu'on  trouve,  en  effet,  par  l'élimination  de  y  entre  les 
équations 

(2)         a:»-4-  (/  —  î^)'=  d''— 7)'»         (j'-h5)»-h7»=  4r»-+-  5« 

de  la  parabole  et  du  cercle  auxiliaires. 

p.  L4  TRISECTION  DE  l'angle.  —  De  cc  problème  G.-A.  Kinncr 
à  Lowenthurn  donne  trois  constructions  approximatives  (*)(i6o, 

(*)  Ici  approxiniatU^cs  A  une  signifiratioii  oxlraonlinairc. 
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'M  i).  Hiivgens  l'emploie  à  donner  une  seconde  solution  du  pro- 
blème d'Archimède(i6i).  En  effet,  en  posanlMN  =  x  et  AR==  2.ç, 
Téquation  .sin3©  =  3siny  —  4sin3(p,  où  (f  représenle  -Jarc  AR, 
fait  retrouver  l'équation  (i).  Une  modification  de  cette  nouvelle 
construction  a  paru  dans  Tédilion  de  1724  (Opéra  varia,  p.  388). 

y.  Le  PROBLEME  DES  DEUX  MOYENNES  PROPORTIONNELLES  Ct  LE 
PROBLÎÙME  DÉLIAQUE  OU  LA  DUPLICATION    DU    CUBE.   —  On  Sait  qUC  Ic 

second  problème  forme  un  cas  particulier  du  premier,  celui  où  le 
rapport  des  deux  lignes  données  est  égal  à  deux. 

De  la  part  d'un  de  ses  amis  le  P.  Mersenne  soumet  au  juge- 
ment de  Huy;;ens,  âgé  de  19  ans,  une  prétendue  solution  du  cas 
particulier  (5<)).  Des  deux  côtés  celte  solution  est  reconnue  fausse 
(5i,  5»),  5'  n'étant  pas  égal  à  2^. 

Du  cas  général  la  Correspondance  contient  six  solutions.  Hujgens 
en  donna  deux,  R.  V.  de  Sluse  trois  et  Th.  Hobbes  une.  De  ces 
solutions  seulement  la  seconde  de  Huygens  (4ï4)  ^^  I21  première 
de  de  Sluse  (489)  sont  rigoureuses;  elles  s'obtiennent  à  l'aide 
d'une  ellipse  et  d'une  circonférence.  Les  autres  solutions  de 
Huygens  et  de  Sluse  (itii,  4^6)  ne  sont  ((u'approximatives  et 
celle  de  Hobbes  (891)  est  fausse;  elle  a  été  réfutée  par  Lord 
Brouncker  (89G).  Enfin  Huygens  fait  allusion  à  la  solution  primi- 
tive de  Diodes  à  Taide  de  la  cissoïde  (5 12).  Ajoutons  que  la  dis- 
pute entre  L.  Dulaurens  et  de  Roberval  est  mentionnée  par 
<^l.  Mylon  ct  J.  Boulliau  (599,  645,  648,  654). 

5.  Les  PROBLÈMES  d'Apollonius.  —  Quelques  Lettres  (98,  94, 
164,  166,  16*8)  contiennent  ce  qu'on  retrouve  dans  l'édition  de 
i'-24  (Opéra  varia,  p.  ig-j-ioS)  et  dans  les  Exrrrilationes  Ma- 
thematicœ  de  van  Schooten  (p.  269). 

£.  Normales  a  une  parabole.  —  Les  pieds  des  normales, 
abaissées  d'un  point  (<7,  b)  sur  la  parabole  j^^=  2/;jr,  se  détermi- 
nent à  l'aide  de  Tbyperbole  d'Apollonius  xy-\-{p  —  rt)j^ 4-6  =  0. 
Donc  l'élimination  de  x  fait  trouver  y^  —  2/?(rt  — p)y  —  2  bp^=z  o. 
De  plus  le  cercle  j:--l-  r'-=:  i{\x  -f-  \i.y)  rencontre  la  parabole  au 
sommet  et  aux  trois  points  déterminés  par 
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Donc  ces  poiols  sont  les  pieds  des  Irois  normales  sous  les  condi- 
tions aX  =  a4-/5,  4^^f>-  En  effet,  Hujgens  se  sert  du  cercle, 
dont  l'équation  est  a;'+_)'*^{a4-/>}x+  ^by;  ici  (i 63)  il  pré- 
pare le  chemin  à  Joachimstlial  (  '  ). 

Ç.  PoiHTS  d'ibflf.xion  HE  L*  cONcnoïne.  —  En  posant  GA  = /• 
et  AQ  :=  s  (yî^-  a  de  i6i)  la  conchoïde  peut  être  représenl>ïe  par 
les  deux  équations  x^s  cosîp,  y^r  lang<^  +  s  siny. 

Donc  on  trouve 

rff  _       r  -h  t  cos'  f 

de  manière  que -j^  disparaît  sous  la  conditioQ:c'+3rx' — 2rs'=o. 
En  posant  x  -¥■  r  ^  H.  et =  S,  on  trouve 


(^)■-'(?)-^ 


ce  résultat  rappelle  l'équation  (i)  du  problème  k.  A  la  vérité  la 
solution  générale  (_fig-  i  de  i6'4  et  i65)  se  base  sur  la  recherche 
des  points  communs  aux  courbes 

qu'on  obtient  en  substituant  x^:X.,s  =  S  dans  les  équations  (a) 
de  a.  De  plus,  on  satisfait  à  l'équation  du  problème  en  posant 


En  effet,  dans  la  construction  donnée  par  Hujgens  pour  le  cas 
s  ^  /■,  on  a 


EA  =  - 


GE  = 


De  même,  on  vérilic  aisément  la  modification  de  la  construction 
dans  le  cas  r^s^ry'a  (Jîff-  3  de  164)- 

Commcnt  Huygens  a-t-il  pu  déterminer  les  points  d'inflexion 
(le  la  conchoïde?  On  sait  qu'ordinairement  il  déterminait  la  tan- 
gente à  une  courbe  en  un  point  donné  à  l'aide  de  la  sous-langenle 


(■)  D'après  la  Lettre  73ij,  Huygcns  < 
pour  l'ellipse  et  l'Iiyperbulc. 
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[Begtila  ad inveniendas  tangentes  linearum  curvarum  (Opéra 
varia,  p.  499,  où  z  représente  la  sous-tangente)].  Probablement  il 
a  déterminé  le  maximum  ou  le  minimum  de  cette  sous-tangente 
[Demonstratio  regulœ   de  maximis  et  minimis  (Opéra  varia, 

p.  490)]- 

A  notre  avis,  la  solution  du  problème  en  question  est  un  chef- 
d'œuvre  d'invention,  de  précision  et  d'élégance. 

74.  Le  pauBLÈMR  DE  Pappus  ou  ad  3  et  4  LiNEAs.  —  Lc  licu  du 
point  P,  dont  les  distances  a,  6,  c,  d  aux  côtés  d'un  quadrilatère 
donné  vérifient  la  relation  ac  =  bd^  se  compose  de  deux  co- 
niques, si  l'on  ne  fixe  pas  d'avance  les  signes  des  distances.  A 
cette  duplicité  du  lieu,  Descartes  n'a  pas  fait  attention.  C'est  ce 
qui  forme  le  sujet  principal  de  quelques  Lettres  de  la  Correspon- 
dance. 

L'inadvertance  de  Descaries  a  été  remarquée  pour  la  première 
fois  par  Biaise  Pascal.  Merscnne  écrit  à  Constantin  père  :  «  Si 
voftre  Archimede  vient  auec  vous,  nous  luy  ferons  veoir  l'un  des 
plus  beaux  traitez  de  Géométrie  qu'il  ayt  jamais  vu,  qui  vient  d'eftre 
achevé  par  le  jeune  Pafchal.  C/cst  la  lolution  du  lieu  de  Pappus  ad  3 
et  4  lineas  qu'on  prétend  icy  n'auoir  pas  elle  relolu  par  Mr.  des 
Carres  en  toute  fon  eftendue.  Il  a  fallu  des  lignes  rouges,  vertes  et 
noires,  etc.  pour  diflinguer  la  grande  multitude  de  confideraiions  » 
(46).  Mais  c'était  l'étude  d'un  Livre  de  P.  de  Fermât,  qui  induisit 
Huygens  d'écrire  à  Fr.  van  Schooten,  qui  avait  publié  une  édition 
latine  de  la  <  Géométrie  »  de  Descartes  :  «  In  prima  tamen  Pappi 
propofitione  univerfali,  quae  legitur  in  fine  pagina?  162,  aliquid  am- 
plius  habet  nifi  fallor  quam  à  te  infpeclum  sit  »  (221).  Par  rapport 
à  ce  nisi  fallor,  G. -P.  de  Robcrval  rassure  Hujgens.  Il  écrit  : 
a  La  faute  du  bon-homme  (Descaries)  vient,  à  mon  auiz  de  ce  qu'il 
n'a  pas  connu  qu'vn  tel  lieu,  pour  eftre  parf:iit,  demande  deux 
leclions  à  la  fois,  et  chacune  toute  entière  »  (3ii).  Robcrval  al- 
taque  van  Schooten  :  «  Je  fcay  que  Monfieur  Schoten  tache  d'ex- 
cufer  la  faute  de  fon  auteur.  Mais  je  voudrois  pour  l'honneur  de 
ce  fcauant  homme,  qu'il  euft  eu  moins  de  complaifance  pour  Def- 
cartes  »  (3i  i).  Ensuite  Huygens  lâche  de  convaincre  van  Schooten 
de  la  vérité  (3 17)  et  en  fait  part  à  Robcrval  (3 19).  Ces  efforts  ne 
réussissent  pas  de  suite  (32o),  ce  qu'il  communique  aussi  à  Ro- 
bcrval (329).  Enfin,  dans  une  seconde  tentative,  où  entre  un  cas 
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particulier  intéressant  (356),  il  a  plus  de  succès  (358).  Ce  cas 
particulier  (356,  399,  4<^>0  prouve  en  même  temps  qu'il  est  pos- 
sible que  le  lieu  se  compose  de  deux  hyperboles,  comme  le  pré- 
tend de  Roberval. 

8.  MwiMA  ET  MiMiM\.  —  D'abord  il  s'agit  du  problème  proposé 
par  de  Fermât  à  Torricelli  et  par  ïorricelH  à  Viviani,  un  problème 
d'après  Viviani,  f/nod,  ut  i^era  fateor,  nonnisi  iteratis  oppug- 
nationibus  tune  nobis  sincère  datum  fuit.  Huygcns  en  fait 
connaître  la  solution  (139):  plus  loin,  il  est  question  d'une  ex- 
tension (739).  De  plus,  la  Correspondance  de  Huygens  et  de 
Sluse  nous  donne  trois  autres  problèmes  et  leurs  solutions  (394, 
397,  398). 

i.  Le  PROBLk\iE  d'Alhazen.  —  Huygens  communique  à  de  Sluse 
le  problème  du  point  de  réflexion  d'un  miroir  sphérique,  dont  il 
s'est  occupé  à  mainte  reprise  (399).  Ce  problème  reparaîtra  dans 
les  Volumes  suivants. 

d.  Le  Livre  du  père  Gregorius  a  Sancto  Vincentio  sur  la  qua- 
drature du  cercle  forme  le  sujet  de  plusieurs  Lettres  du  premier 
Volume.  Mersenne  le  mentionne  le  premier  (aS);  il  le  trouve 
«  extrêmement  long  &  ennuyeux  »  et  dit  que  de  Beaune  «  y  a  trouué 
des  paralogifmes  (*)  »  (49)-  Après  la  leclure  du  Livre,  Huygens 
s'adresse  immédiatement  à  Tauteur  même.  Il  lui  indique  des  fautes 
et  le  prie  de  révoquer  les  Tlièses,  afin  qu'il  ne  soit  contraint  de 
les  réfuter  (96).  Cette  Lettre  montre  à  merveille  l'urbanité  et  la 
douceur  du  caractère  de  Huygens.  Car  il  ajoute  :  «  Id  autem 
maxime  defidero,  ut  priufquam  fententijs diflideamus, mutuaînter  nos 
amicitia  contrahatur  1».  La  réponse  de  Gregorius  (99)  est  très 
satisfaisante  :  «  Author  tibi  fum,  vt  quae  commentatus  es,  et  mihi 
et  totj  orbj  communices;  hoc  et  laudi,  nominis  tuj  adfcribam,  nec 
mihi  paruo  honorj  ».  Huygens  en  est  content  et  dit  qu'il  publiera 
sa  réfutation  (100).  De  suite,  il  en  envoie  un  exemplaire  à  son  ad- 


(*)  Dcscat-les  en  dit  :  «  fclt  ce  qu'il  escrit  de  Proportionalitatibus  ne  me  semble 
d'aucun  usage,  pource  que  frustra  Ht  per  plura  quod  potest  tieri  per  pauciora  • 
(170,  338  et  Opéra  varia,  p.  3]H). 


COMPTES  KENDUS  ET  ANALYSES.  17 

versaire(io6),  qui  lui  en  accuse  bientôt  réception  (i  1 1).  Et  quoique 
Huygens  remarque  que  Gregorius  ne  répond  à  ses  arguments  que 
par  des  politesses  (ii5),  la  correspondance  prend  une  tournure 
de  plus  en  plus  amicale  et  aboutit  à  une  visite  (128). 

La  brochure  en  question  parut  sous  le  titre  'EÇétadiç  (*),  à  la 
fin  du  Mémoire  Theoremata  de  quadratura  hyperboles,  ellipsis 
et  circuli  (Opéra  varia,  p.  3i5).  On  y  trouve  la  première  quadra- 
ture de  l'hyperbole.  Par  rapport  à  ce  Livre,  Kinner  à  Lôwenthurn 
déclare  :  «  De  his  fi  quaeris  quid  fentiam;  fatebor  ingénue;  dixi 
ilîco  :  fi  in  uiridi  ligne  (*)  haec  taciunt,  in  aride  quid  fiet?  Vide- 
bantur  enim  mihi  eiufmodi  Theoremata  Geometricam  etiam  cani- 
tiem  non  dedecere,  quae  Tu  in  uiridi  etiamnum  aetate  féliciter  inue- 
ntsti  »  (i36).  Néanmoins  il  prend,  dans  la  même  Lettre,  le  parti 
de  Gregorius. 

e.  La  lecture  de  ce  qui  se  rapporte  à  la  courbe 

de  de  Sluse  est  particulièrement  intéressante.  De  cette  courbe  de 
Sluse  propose  à  Huygens  la  quadrature,  la  construction  de  la  tan- 
gente en  un  point  donné  et  la  détermination  du  centre  de  gravité 
(4oi).  En  quelques  jours  Huygens  donne  les  résultats  cherchés 
dans  la  forme  la  plus  élégante  (4o3).  De  plus,  il  propose  les 
questions  à  van  Schooten  (4o8),  qui  lui  envoie  les  calculs  et 
quelques  particularités  se  rapportant  à  Fordonnée  maxima,  au 
point  d'inflexion  et  à  la  tangente  par  l'origine  qui  touche  la  courbe 
ailleurs  (4*9)«  Dans  cette  même  Lettre,  van  Schooten  propose  les 
mêmes  questions  par  rapport  à  trois  autres  courbes  que  lui  a  en- 
voyées son  ami  J.»Hudde  (434)-  Ce  Hudde,  dont  nous  tenons  le 
théorème  connu  des  racines  égales  d'une  équation  algébrique,  se 
montre  ici  en  vrai  farceur.  Car  il  mène  par  le  bout  du  nez  Huy- 
gens, de  Sluse  et  van  Schooten.  Des  trois  courbes  proposées,  la 
première  est  représentée  par  a^x  =y{y  -\-  ay,  résultat  des  sub- 
stitutions j:=^'4-«,  y  =  —  x'  dans  l'équation  de  la  courbe  de 
de  Sluse.  Ainsi,  la  première  courbe  de  Hudde  ne  diflere  de  la 
courbe  de  de  Sluse  que  par  la  position  par  rapport  aux  axes  de 


ss 


(*)  Comparez  la  lettre  228  de  J.  Wallis  avec  le  résultat 

(*)  A  Tépoque  de  la  conception  de  ce  travail  Huygens  avait  Tàgc  de  2'^  ans. 

Buii.  des  Sciences  maihém.,  3'  série,  t.  \VI.  (Janvier  t8()2.)  }. 
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coordonnées  (');  et  la  seconde  courbe  du  sixième  ordre  s'obtient 
par  la  soustraction  des  ordonnées  correspondantes  des  courbes 
paraboliques  j^'-r=  ax  et  y-^  =  a-x,  Ku  eflet,  la  rationalisation  de 


Téquation^'  =  \  ax  —  \:ax^  donne 

ce  qui  est  précisément  Téquation  de  la  seconde  courbe  de  Hudde. 
(^ette  dédiiclion  j;éométri(|ue  de  la  courbe  de  deux  courbes  para- 
boliques lui  permet  de  résoudre  sans  peine  les  trois  questions 
posées,  tandis  que  les  résultats  restent  cacbés  à  ceux  qui  {^ignorent. 
I^a  Lettre  qui  révèle  le  secret  (436)  est  une  des  plus  curieuses. 
Ajoutons  que  cependant  elle  manque  de  délicatesse  et  qu^'l  ne 
sied  nullement,  même  si  Iludde  eiH  été  bourgmestre  d'Amsterdam, 
cliarge  qu^i]  occu|>a  jusqu'à  dix-neuf  fois  plus  tard,  de  conseiller 
lluvgens  «  à  proposer  et  à  résoudre  dorénavant  au  lieu  de  questions 
aussi  inutiles  que  celle  de  la  courbe  de  de  Sluse.  qui  ne  valent  pas 
même  un  gâteau  à  Thuile,  des  questions  d'intérêt  public  »  (*). 

La  courbe  n^y=x'^{a  —  x)  rentre  dans  la  catégorie  générale 
des  courbes  aP^*f^''y^=  xP(a  —  x^j  qu'on  appelle  les  perles  de 
de  Sluse.  Elle  est  une  cubique  à  centre  (au  point  d'inQexion 
x  =  la,y=o). 

Plus  loin  (461),  il  est  question  d'un  rapport  remarquable  entre 
les  deux  perles  a^y^=  x^{a  —  x)  et  j'^  =  x^{a  —  x). 

Par  rapport  à  la  courbe  de  de  Sluse,  on  trouve  un  théorème 
intéressant  donné  par  van  Heuraet  (435).  Ce  théorème  s'ap- 
plique à  toutes  les  courbes  y  =  n  -\-  hx  H-  cx^-h  dx^. 

f.  Nous  avons  remarqué  que  lluvgens  débula  par  un  problème 
de  Tcspace,  l'évaluation  de  Taire  du  paraboloïde  de  révolulioD. 
Dix  années  plus  tard,  il  revint  à  cette  surface  pour  en  donner  la 
complanation  (439).  Celle  découverte,  qu'il  communiqua  à  de 
Sluse  (43()),  à  van  Scboolen  (444)  ^^  î»  Gregorius  (678),  ne  larda 
pas  à  exciter  Tadmiralion  de  ses  contemporains.  Dans  des  termes 


(*)  La  représmlation  graphique  de  ces  deux  courbes  laisse  beaucoup  à  désirer. 
(•)  Traduction  du  texte  hollandais. 

Dès  le  milieu  du  second  Volume  la  Commission  a  ajouté  la  traduction  française 
des  Lettres  hollandaises  de  quelque  importance. 
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très  bien  choisis,  de  Sliise  lui  apporte  des  félicitations  (44 1  et 
Opéra  varia,  p.  102).  Plus  tard,  van  lleuraet  (457)  (*)  et  Pascal 
(585)  obtinrent  le  même  résultat.  Ensuite,  Huygens  donna  aussi  la 
quadrature  de  la  surface  des  ellipsoïdes  de  révolution  allongée 
et  aplatie  (4^6,  678);  de  ces  deux  résultats,  le  second,  qui  n'est 
qu'une  transformation,  s'obtient  sans  intégration. 

g.  Nous  avons  à  parler  encore  de  la  rectificalion  et  de  la  qua- 
drature de  quelques  courbes  planes. 

a.  Cercle.  —  On  trouve  deux  constructions  approximatives 
pour  la  rectification  de  la  circonférence.  La  première  (182,  i83) 
est  de  Huvgens,  la  seconde  (827)  de  l'ambassadeur  P.  de  Chanut. 
Ces  deux  constructions  reposent  sur  les  équations  approximatives 


séc  —  -f-  'X  tanff  ~  =  -  et 

1-2  12  '2  2 


-    -H  1/    I-t-  Sin*  -   =   -  TT. 

2       V  82 


|3.  CissoïnE.  —  (jéométriquement  Hujgens  a  démontré  que 
Taire  plane  comprise  entre  la  cissoïde  et  son  asymptote  est  égale 
à  trois  fois  l'aire  du  cercle  générateur  ABC  (483);  il  y  parvint 
d'une  manière  très  élégante  à  l'aide  de  la  relation  générale 

Aire  cissoïdalc  APEFBA  =  Secteur  KBM  -4-  Corne  KUM  (»). 

Au  même  problème,  J.  Wallis  applique  son  Arithmétique  des 
'n finis  (56o). 


/ 


V.  Cycloïde.  —  On  sait  que  la  Lettre  circulaire  adressée  par 
Pascal,  sous  le  pseudonyme  de  Dettonvillius,  à  tous  les  géomètres, 
les  invitant  à  résoudre  ses  problèmes  sur  la  cycloïde  (49^?  5oo), 
a  contribué  beaucoup  à  l'étude  de  cette  courbe.  La  Corres- 
pondance qui  nous  occupe  peut  en  fournir  l'épreuve.  On  y  trouve 
des  contributions  importantes  à  l'étude  de  la  cycloïde  dues  à 
Huygens,  Wren,  Pascal  même,  de  Sluse  et  de  Fermât.  Ici  nous 
ne  saurions  qu'eflleurer  le  riche  matériel  compris  dans  la  Corres- 
pondance. 


(')  Comparez,  par  rapport  à  van  lleuracl,  les  Lettres  .^64,  4^^- 
(')  XiÀv  fig.  I  de  la  Lettre  ^83. 
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Huygens  évalue  l^aire  du  segmcnl  CYZ  dans  un  cas  parliculier 
(5o3);  il  se  trompe  dans  la  détermination  de  la  distance  FK  du 

^  CL 

centre  de  gravité  (5i6)  et  donne  les  vraies  distances  ^  (58o)  et 
(  I  4-  ?  —  r — - — \a  (621).  La  première  rectification  de  la  courbe 

\  4         37C-+-12/      \        /  r 

par  Wren  nous  est  communiquée  par  Mylon  (577).  A  l'aide  de 
considérations  très  subtiles,  Pascal  rectifie  les  cjcloïdes  allongée 
et  raccourcie  en  réduisant  la  longueur  moyenne  du  rayon  vecteur 
d'un  cercle  à  la  moyenne  des  génératrices  d'un  cône  et  ensuite  à 
la  surface  courbe  d'un  cylindre  incliné  divisée  par  une  droite  (6i4)* 
Avec  beaucoup  de  sagacité  de  Sluse  détermine  une  courbe  parabo- 
lique ^*=  ^aa:',  qui  montre  un  rapport  très  remarquable  avec 
la  cycloïde  ordinaire  (638).  De  Fermât  prétend  «  que  toutes  les 
rouUettes  (*)  allongées  font  efgalles  à  la  fomme  d'une  ligne  droiéle  et 
d'une  circulaire,  et  que  toutes  les  rouUettes  acourcies  font  efgalles  à 
des  courbes  paraboliques  »  (727).  Dans  notre  langage,  il  dit  que 

la  longueur  5  =  Sa  /  y/// "-' 4-  ( i  —  n^)  z^  dz  de  la  cycloïde 

X  =  a(i  —  cosçp), 
y  =  neï(cp  -+-  sinçp) 

s'évalue  par  les  expressions 

4  rt  H ■  arc  sec  n    ou     4  <^  H — ;= —  'og ; 

y/n»  —  I  \J\  —  n>  ^ 

selon  qu'on  a  /i  >  1  ou  n  <I  v  Pour  n  =  y/iï,  la  première  expres- 
sion donne 

4a  -h  artir, 

résultat  mentionné  par  de  Fermai. 

Enfin,  Huygens   nous  fait  connaître  la  développée  de  la  cy- 
cloïde (817)  (2). 


(*)  Roulette  et  trochoïde  sont  des  noms  vieillis  de  la  cycloïde. 

(')  Que  Huygens  lui-même  se  réjouit  de  cette  découverte,  et  qu'il  estimait 
van  Heuraet,  qui  donna  la  rectification  ingénieuse  de  la  courbe  parabolique 
j^'=  ax^  prouve  la  citation  :  a  SubtilifTimo  Heuratio  non  difplicebit  opinor  hœc 
inventio;  nam  mihi  quidem  omnium  felicifTima  videtur  in  quas  unquam 
inciderim  >  (691). 
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5.  Hyperbole  et  parabole.  —  Huygens  exprime  l'aire  d'un 
segment  hyperbolique  à  l'aide  d'une  parabole  dépendante  (637). 
Si  l'on  représente  ces  deux  courbes  par  les  équations 

y  =  —  v/ar* —  a*        et        y^  =  2/?t, 

la  réduction  est  représentée  par  l'équation 


dans  laquelle  les  parties  logarithmiques  du  premier  membre  se 

détruisent.  De  plus,  il  chercha  le  centre  de  gravité  du  segment 

AB        X 
hyperbolique  (joS).  Si  l'on  pose  -^.  z=  -  z=  n^  on  trouve 

QO  .  DB  _  /i(/i-f-2) 
OA-  BA  "■  a(/i-f-i)«* 

Pour  71  =  2  et  /i  =  3,  ce  rapport  anharmonique  est  égal  à  |  et  ~, 
comme  Huygens  prétend.  Ensuite,  de  Fermât  exprime  la  surface 
engendrée  par  la  rotation  de  la  parabole  ^^=  ipx  autour  d'une 
de  ces  ordonnées  j^o  à  l'aide  d'un  rectangle  et  des  deux  hyperboles 

^  =  —  \]x^  —  x\  el  y  :=\/x^ — -^^p^  (755).  Enfin,  il  remarque 

y^  = j-  )  y 

depuis  l'origine  (jusqu'au  point  j^o  =  |<^)>  est  égale  à  celle  de  la 

spirale  r  =  afi ^J  comprise  entre  les  points  (p  =  oetcp  =  27r 

(756). 

h.  En  signalant  la  position  de  Huygens  à  l'égard  des  Mathéma- 
tiques pures,  nous  avons  remarqué  qu'il  ne  s'est  pas  distingué  par 
la  solution  des  problèmes  de  Fermât,  qui  se  rapportent  à  la  théorie 
des  nombres.  Il  est  juste  que  nous  y  ajoutions  à  présent  que  par 
l'intermédiaire  de  P.  de  Carcavy,  il  s'est  développé  un  commerce 
très  vif,  relatif  à  des  problèmes  de  chance  entre  de  Fermât  et 
Huygens. 

D'abord  on  trouve  en  version  hollandaise  (a84)  et  latine  (289) 
une  partie  de  la  contribution  De  ratiociniis  in  litdo  aleœ  de 
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Huygcns  aux  Exercilationes  Mathcmaiicœ  de  van  Schoolen.  En- 
suite (3oi)  de  Fermât  eoinmunique  les  résultats  de  quelques  pro- 
blèmes de  Iluygens,  et  Iluvgens  en  fait  connaître  les  solutions 
(3o8,  3o()).  Enfin,  il  est  question  de  queUjues  autres  problèmes 
résolus  par  de  Fermât  (33()),  etc. 

II.   -  Sciences  physiques. 

A  Tàge  de  17  ans  Hu\gcns  écrit  à  son  frère  aîné  :  «  AB  eft  une 
hauteur  de  laquelle  on  laille  tomber  un  poids  C,  je  demonftre  qu'au 
premierlemps  de  fa  cheute  il  palTe  un  efpace  comme  icy  CD,  au  fé- 
cond temps  efgal  au  premier,  3.  de  tels  efpaces,  et  vient  jufques  en  E, 
au  troisième  5.  espaces,  au  quatriefme  7,  et  qu'ainfy  continuera  à 
faire  chafque  fois  encor  de  plus  grands  progrez,  adjoulUnt  au  dernier 
toufjours  deux  fois  le  premier  efpace;  mais  il  ne  faut  pas  confiderer 
la  resistence  de  Tair,  qui  cause  à  la  fin  (fi  le  poids  tombe  d'une  fort 
grande  hauteur,  quelque  pefant  qu'il  foit)  qu'il  parvient  à  un  point, 
d'où  il  commence  en  temps  efgaux  de  faire  des  progrez  efgaulx.  Outre 
cecy  j'ay  demonftre  que  s'il  eft  jette  de  quelque  cofté,  qu'il  defcrit  une 
parabole;  de  tout  cecij  et  encor  d'une  infinité  de  chofes  qui  en  dé- 
pendent, je  n'ay  jamais  fçeu  la  demonftration  avant  que  de  l'inventer 
moy  mefme  »  (i  1). 

L'auteur  de  ces  lignes  était  évidemment  un  examinateur  indé- 
pendant, de  qui  Ton  pouvait  prédire  qu'il  n'accepterait  rien,  dont 
il  ne  se  fût  convaincu  [)ar  des  recherches  personnelles.  Et  tout 
ce  que  les  trois  Volumes  de  la  nouvelle  édition  des  CEuvres  com- 
plètes nous  communiquent  par  rapport  aux  travaux  physiques  de 
Hujgens  confirme  ce  jugement.  Tout  de  suite  Ilujgens  se  dé- 
barrassa de  quelques  opinions  erronées  émises  par  Galilei,  Des- 
cartes et  leurs  adhérents.  Nous  faisons  allusion  à  trois  sujets  im- 
portants, la  forme  de  la  chaînette,  la  loi  de  la  percussion  des 
corps  solides  et  la  propriété  principale  des  lentilles  sphériques. 

tf  La  demonftration  de  ce  qu'une  corde  ou  chaîne  pendue  ne  faiél 
point  une  parabole,  et  quelle  doit  eftre  la  prefTion  fur  une  corde  ma- 
tematique  ou  sans  gravité  pour  en  faire  une  »  (i4)  est  un  des  pre- 
miers coups  d'aile  du  génie  du  jeune  Huygens  (20,  21,  22);  elle 
est  simple  et  concluante.  A  la  vérité  Mersenne  en  déclare  que 
lluygens  «  s'est  furpalfe  Ibymefme  »  (24J. 

On  sait  que  la  Soriétc*  li()\ah*  de  Londres  proj)osa  en   166S  In 
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question  du  choc  des  corps  solides  et  que  Ihngens,  Wallis  el  Wren 
l'ont  résolue  peu  après.  Cependant  la  Correspondance  montre 
que  lluygens  disposait  déjà  en  i652  de  toute  la  théorie  de  la  per- 
cussion centrale  des  houles  parfaitement  élastiques.  Il  écrit  à  van 
Schooten  :  «  Corpus  A  fertur  verfusB,  fimulque  B  verfus  A.  Estque 
B  duplo  majus  quam  A,  fed  A  duplo  celerius  moveturquam  B.  Quid 
fiet  poftoccurfum  mutuum  inC?  Egodico  utrumqueeâdemqua  venit 
celeritate  rétro  aiîi^um  iri.  Vult  enim  Cartellus  corpus  A  nullo  paclo 
movere  polîe  B  majus  exiftens,  li  hocquiefcat.  Quomodo  igitur  ipfum 
repellet  libi  occurrens?  nam  hoc  quidem  multo  videtur  difficilius  » 
(i3o).  Maïs  van  Schooten  reste  fidèle  à  Descaries,  car  il  répond  : 
Dico  corpus  B  ipfi  A  occurrens  in  C  debere  pergere  verfus  iinistram, 
ita  quidem  ut  nuilam  fui  motus  partem  amittat,  nec  novum  motum 
recipiat;  fed  A  relîliens,  fervatà  celeritate  fuà,  rétro  aiSlum  iri  » 
(.3,)('). 

On  rencontre  l'autre  question,  celle  des  lentilles  sphériques 
dans  les  mêmes  Lettres.  Huygens  écrit  à  van  Schooten  :  «  Nunc  au- 
lem  in  dioptricis  totus  fum,  et  nuperrime  elegans  inventum  obtigit, 
cujus  ope  telefcopium  multo  quam  cetera  perfed^ius  me  conllru6lu- 
rum  arbitrer,  (i  modo  artificem  reperire  queam  experientem.  Illud 
autem  inventum  eft,  quod  radios  ad  punftum  unum  tendentes  ope 
fuperficiei  fphaericas  ad  aliud  pundum  propius  vel  longinquius  cogi 
pofledemonftravi,  idque  praecite.  Et  confequenter  quod  venientes  à 
pun£lo  uno,  limili  luperficie  infleclere  licet  quali  à  pundo  veniant 
propriori  vel  remotiori.  Haec  autem  Cariefius  per  fuperficies  cur- 
vas  antea  ignotas  artificiole  molitus  est,  fed  quae  nulla  ratione  expo- 
liri  portent  »  (i3o).  Ici,  au  lieu  de  contredire,  van  Schooten  ex- 
prime son  doute  :  nefcio  an  fatis  accuratè,  quae  de  Refraclionuni 
legibus  tradidit,  examinaveris  »  (i3i). 

On  pourrait  croire  que  dans  cette  dernière  question  les  points 
de  vue  de  Descartes  et  de  Huygens  sont  tout  à  fait  différents.  En 
effet,  tandis  que  Descartes  avait  donné  dans  ses  ovales  la  solution 
rigoureuse  du  problème  de  réunir  en  un  seul  point  les  rayons 
issus  d'un  autre,  solution  qui  n'admettait  pas  des  applications, 
Huygens  par  sa  solution  approximative  construisit  des  lentilles  de 
grande  utilité  pratique,  malgré  leur  aberration  sphérique.  Cepen- 
dant il  nous  semble  que,  dans  le  passage  cité,  Huygens  fait  allu- 


(')  Comparez  les  l^ellrcs  i35''  (  siipplèiiicnl  du  t.  III),  ioS  et  4^1- 
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sion  au  cas  particulier  du  cercle  comme  ovale  de  Descartes.  Si  u 
et  V  représentent  les  distances  d'un  point  aux  points  A  et  B 
d'issue  et  de  réunion  des  rayons  lumineux,  Téquation  différen- 

tielle  ;t-  =  —  n  du  problème  en    question    admet   la   solution 

u  —  nv:=c.  Nous  croyons  que  l'invention  de  Huygens  se  rapporte 
au  cas  c=o,  auquel  Descartes  n'a  pas  fait  attention.  Si  cette 
supposition  s'accorde  avec  la  vérité,  la  solution  de  Huygens  est 
mathématiquement  rigoureuse.  Cependant  elle  ne  l'a  pas  mené  à 
des  lunettes  perfectionnées. 

Nous  venons  d'indiquer  les  deux  parties  de  la  Physique  dont 
Huygens  s'est  occupé  par  préférence  :  la  Mécanique  et  l'Optique. 
Le  point  de  vue  de  Huygens  par  rapport  à  un  des  principes  les 
plus  importants  de  la  Physique  générale,  le  principe  de  la  conser- 
vation de  l'énergie,  se  déduit  facilement  des  deux  citations  sui- 
vantes :  «  Mais  toutes  nos  inventions  »,  écrit-il  à  de  Carcavy,  «  vont 
estre  peu  considérables  fi  celle  de  rAUemand  Johannes  Joachimus  Be- 
cherus  s'effedue,  ou  s'il  ne  nous  trompe  pas,  car  il  m'a  affurè,  m'ayant 
esté  veoir  icy,  qu'il  a  conftruit  un  mouuement  perpétuel  à  Mayence, 
qui  continue  d'aller  depuis  fix  mois.  Et  hier  il  m'en  envoya  les  figures 
qu'il  a  fait  graver  en  deux  grandes  planches  à  Amsterdam.  L'on  ne 
peut  pas  pourtant  comprendre  le  fecret  de  l'invention  par  ces  figures, 
devant  que  de  voir  la  defcription  qu'il  en  promet,  ayant  par  tout 
adjoustè  de  lettres  et  des  nombres.  Seulement  l'infcription  tient,  et 
l'on  le  voit  à  peu  près  que  l'une  des  machines  (car  il  a  deux  inven- 
tions diverfes)  est  purement  mechanique  et  l'autre  physico-mecha- 
nique.  Pour  celle  cy  la  chofe  ne  me  paroit  pas  tout  a  fait  impoflible. 
mais  de  l'autre  j'advoue  qu'elle  paflc  ma  croyance  »  (722).  Au  fils 
de  Simon  Stevin,  qui  lui  avait  envoyé  une  brochure  tendant  à 
démontrer  l'impossibilité  du  perpetuum  mobile,  il  écrit  :  «  Ce 
n'est  pas  une  affaire  de  peu  d'importance  que  dans  votre  Livre  vous 
avez  entrepris  de  démontrer.  Quant  à  moi,  je  crois  de  même  qu'il  est 
impoflible,  ratione  mechanica;  même  il  est  incompatible  avec  les 
principes  dont  je  me  suis  toujours  servi.  Mais  il  ne  semble  pas  poflible 
d'en  donner  une  démonstration  si  évidente  qu'on  ne  trouvera  toujours 
des  personnes  qui  aspirent  à  l'impodibilité  en  cherchant  à  tromper 
la  nature  »  (7^9)  (*). 


(  '  )  Traduction  du  texte  h(»llandais. 
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Toutes  les  recherches  0)iti({ues  de  Ilu^-gens  se  basent  sur  la  loi 
de  la  réfrac tinn  trouvée  par  Soelliiis.  Ildonnu  (i35)  une  conslruc- 
Uon  exacte  des  hytrrs  principaux  d'une  lentille  spht'rique  et  con- 
naissait donc  la  formule  -  ^ i t—-  Il  s'occupa  de  l'aber- 

X  r  r  ' 

ration  sphériquc  (r5H).  11  donna  une  déterminMlion  exacte  de 
l'indice  de  rf^fraction  de  l'eau  en  l'air  h  l'aide  de  l'angle  sous  lequel 
on  voit  le  rajon  de  l'arc-cn-ciel;  de  plus  il  résolut  le  problème 
inverse  (i33).  De  cette  découverte  il  déclare  ;  «  ego  ceriè  cum  in- 
venilTem,  non  parum  gavifus  fum  b  La  solution  du  premier  de  ces 
problèmes,  donnée  par  Huygens  en  i(>5li,  est  donc  attribuée  à 
tort  à  l'astronome  llallcy  ('), 

Au  sujet  de  In  réfruelioii  dans  une  goutte  d'eau,  on  trouve  dans 
la  Correspondance  une  petite  controverse  entre  Huygens  et 
Kinncr  à  Luwcnthurn  {i6a,  172,  176,  177)  où  la  vérité  est  du 
cûié  de  Ilujgens.  Celui-ci  aborde  de  même  le  phénomène  très 
rare  des  parhéties.  U  faut  avouer  qu'on  n'en  rencontre  pas  encore 
une  explication;  nous  apprenons  seulement  que  Iluvgens  croît 
l'avoir  trouvée  (775,  8;4).  De  toute  part,  il  cherche  à  obtenir  des 
dessins  et  des  descriptions  de  cas  intéressants;  un  de  ces  dessins, 
envoyé  par  J.  Hévélius,  a  été  reproduit  dans  le  troisième  Volume. 

Les  recherches  dans  chacune  des  deux  directions  que  nous  ve- 
□  onB  d'indiquer,  ont  mené  Hujgens  à  des  applications  impor- 
tantes, il  In  construction  des  horloges  à  pendule  et  des  lunettes. 

Les  contributions  les  plus  importantes  de  Huygens  à  la  Méca- 
nique sont  renfermées  dans  son  Livre  "  Horologium  oscillalorium  « 
qui  ne  parut  qu'en  1  (173.  Donc  plusieurs  découvertes  qui  y  furent 
publiées  sont  d'une  date  postérieure  au  ii  décembre  i6f3i,  où  se 
termine  la  Correspondance  parue  jusqu'à  présent.  Ainsi  la  Lettre  a3 
dn  8  décembre  1646,  dans  laquelle  Mersenne  propose  de  cbcrcber 
une  r^glc  pour  la  détermination  du  centre  de  percussion  d'un 
triangle,  porte  le  subscriplum  :  a  J'ay  trouuécette  règle  en  1664». 
Ce  Horologium  Oicillatoritim  (Opéra  varia,  p.  i5)  ne  doit  pas 
*tr«  confondu  avec  le  Horologium  (Opéra  varia,  p.  1),  brochure 
parue  en  i658  (5i  i).  qui  ne  contient  que  la  description  de  l'hor- 


(•)   Voir  Gii\li.y.a'f  pbyùsclia  Woilerbiich. 
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slon  au  cas  parliculior  du  vcn  ^ 
t»t  V  représentent  les   distance" 
d'issue  et  de  réunion  des  ra\i. 

lielle -F-  = — /ï    du   proLIrni'* 

Il  —  ni'  =  c.  Nous  croyons  (jin'  » 
au  cas  c  =  Oy  auquel  Descaii-. 
supposition  s'accorde  avec  ia 
mathématiquement  rigonrcusi 
des  lunettes  perfectionnées. 

Nous  venons  d'indiquer  1. 
Huygens  s'est  occupé  par  pi  * 

Le  point  de  vue  de  Huy;: 
plus  importants  de  la  Ph)>i., 
vation  de  l'énergie,  se  déil: 
vantes  :  «  Mais  toutes  nos  in  « 
estre  peu  considérables  i\  cci. 
cherus  s'elTefluc,  ou  s*il  ne  n. 
este  veoir  icy,  qu'il  a  conllr 
qui  continue  d'aller  depuis  t- 
qu'îl  a  fait  graver  en  deux   - 
peut  pas  pourtant  comprend ^ 
devant  que  de  voir  la  defci 
adjoustè  de  lettres  et  des  ii 
Ton  le  voit  à  peu  près  quc 
tions  diverfes)  est  puremt» 
nique.  Pour  celle  cy  la  cIk 
mais  de  l'autre  j'advoue  *.. 
de  Simon  Stevin,  qui  i 
démontrer  Timpossibilii 
n'est  pas  une  art'aire  de  p 
avez  entrepris  de  démon i 
impolTîble,  ratione  mec. 
principes  dont  je  me  suit 
d'en  donner  une  démon- 
des  personnes  qui  aspii 
ia  nature  »  (yU))  (<). 


(  '  )  Tradiirliiin  du  icxl( 


:!l  .1.  (llia- 
re  de  plus 

erueilleufe 

l'v  av  re- 

!c.  vn  ordre 

cns  d'vûge 

L-mble  que 

'  lurs  citées 

•  Table  mé- 
«'•«1  impos- 

•  lice  el  que 
nérales. 

•  '  lois  dans 
I    lie  sep- 

> libre  i65(). 

"liiiclîon  à 
■  Il  icrs  jours 

Ml  clocher 

iine  iDven- 
iwd  fondées 
Di-me  idée, 
lurent  pas 
'  à  de  Car- 
ie perfonne 
c  il  s*en  de- 
ii  trop  mo- 
Léopold  de 
!')n  en  rece- 
L'he  rinven- 
:;ali  al  nostro 
lOntBoulliau 
«le  suspicion 
in   »,  répond 
ac  procul  ab 
itquam  famx 
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.  Il  au^eat,  ne  cogitando  quidem,  nolil  » 
iij)i'(^ssc  de  retirer  loyalement  ce  que  sa 
•  |»ul  avoir  de  désobligeant  envers  Huy- 

•II I    cxlraits  d'une  série  de  lettres  et  do- 

1.1    nihliothèque   nationale   de    Paris   par 

(lo  la  Société  hollandaise  des  Sciences,  et 

-'ion  de  rédaction.  I^a  pièce  la  plus  impor- 

n,  (|ui  se  trouve  insérée  dans  le  supplément 

.l'ux  Mémoire  de  Viviani,  que  quelques  au- 

iiirncement  de  ce  siècle,  Venluri,  Albéri  et 

:  Il  r  prouver  que  Galilée  a  eu  l'idée  d'appliquer 

'l;<'^  et  que  son  fils  Vincentio  en  a  commencé 

iclois  pouvoir  réussir.  Nous  ne  pouvons  entrer 

:i<>ion,  qui  a  eu  un  certain  retentissement  en 

i<'  d(;s  écrits  de  MM.  Giinlheret  Gerland.  Nous 

i^iialerla  Correspondance  de  Léopold  deMédicis 

•■■  cette  question,  publiée  pour  la  première  fois  en 

OEuvres  complètes  de  Cliristiaan  Huygens^  elle 

i<*  authentique  du  Mémoire  cité  de  Viviani.  Ces 

■^<'iit  des  données  nouvelles,  dont  la  portée  se  trouve 

iictementdans  les  Notes  (|ui  accompagnent  le  texte. 

liera  les  nombreuses  altérations  et  mutilations  que  le 

i.^lnal  de  Viviani,   envoyé  par  le  prince  Léopold   à 

l'onservé  dans  la  Bibliothèque  nationale,  a  subi  de  la 

icmiers  éditeurs  italiens. 

te  exemple  du  peu  de  respect  avec  lequel  sont  traités 

'lis  des  documents   historiques  est  fourni   par  une  des 

.  (jui  se  trouvent  ajoutées  à  la  Correspondance  du  prince 

lil  avec  Boulliau.  C'est  la  lettre  par  laquelle  Galilée  ofTre, 

î  .lais  Généraux  des  Pays-Bas,  le  projet  resté  inexécuté  et,  en 

•  \r   inexécutable,    de   déterminer  les  longitudes   sur  mer  au 

\L'n  des  apparences  des  satellites  de  Jupiter.  Dans  le  texte  ori- 

iial  de  cette  lettre,  conservée  dans  les  Archives  du  royaume'  des 

i'ays-Bas,  et  reproduite  dans  le  supplément  du  tome  III  (G^S**), 

< jalllëe  reconnaît  à  deux  reprises  que  la  lunette  est  une  invention 

hollandaise.  Il  appelle  lui-même  «  Tubo  Olandico  »  l'utile  instru- 

mcnl  qu'en  Thonneur  du  philosophe  toscan  on  continue  de  nom- 
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mer  la  lunette  de  Galilée,  Les  premiers  éditeurs  italiens  ont 
simplement  supprimé  les  deux  passages.  Dans  les  Actes  de  V In- 
stitut royal  de  Venise,  M.  Favaro  n^a  pas  craint  de  signaler  cette 
mutilation  (*). 

III.  —  Sciences  astronomiqnet. 

A  Taide  de  ses  lunettes,  Huygens  découvrit,  en  mars  i655,  un 
des  satellites  de  Saturne.  Le  i3  juin  i655,  il  en  fit  mention  à 
Wallis  dans  une  anagramme  :  «  Perfpicillum  mihi  nuper  paravi 
ipfe  12  pedum  longitudine,  que  vix  aliud  prseftantius  reperiri 
exiftimo  quam,  quum  antehac  nemo  viderit,  quoi  ego  recens  obfer- 
vavi.  Scribitur  autem  tranlpofitis  literis  in  hune  modum  :  admo- 
vere,  etc.  »  (224).  Ce  n'est  qu'en  mars  i656  qu'il  publia  sa  décou- 
verte et  expliqua  son  anagramme  dans  le  petit  Mémoire  De  Sa- 
turni  luna  observatio  nova  (Opéra  varia,  p.  Sai)  (267).  En 
attendant,  Wallis  envoya  à  Huygens  une  autre  anagramme  à  un 
grand  nombre  de  caractères  (277),  qu'il  n'expliqua  qu'après  l'ap- 
parition de  l'opuscule  de  Huygens  (278).  Wallis  a  déclaré  lui- 
même  que  son  anagramme,  assez  prolixe  pour  en  tirer  tout  ce 
qu'on  voulait,  n'avait  été  proposée  par  lui  que  pour  mystifier 
Huygens  et  les  savants  anglais.  Une  annotation  de  Huygens  au 
pied  de  la  Lettre  277  de  Wallis  indique  que  celui-ci  n'a  pas  réussi 
à  faire  des  dupes  de  sa  plaisanterie,  qui  nous  parait  d'un  goût 
douteux. 

La  seconde  découverte  à  laquelle  Huygens  a  été  mené  par  le 
supériorité  de  ses  lunettes  est  celle  de  l'anneau  de  Saturne. 
Comme  le  prouve  une  seconde  anagramme  publiée  à  la  fin  de  son 
opuscule  sur  la  lune  de  Saturne,  il  l'a  faite  en  mars  i656  (premier 
dessin  de  Saturne  sous  la  Lettre  217).  Il  communiqua  cette  dé- 
couverte importante  d'abord  à  Boulliau  (443),  puis  à  Chapelain 
(477);  ensuite,  il  la  publia  en  août  i65g  dans  son  Systema  Sa- 
turnium  (Opéra  varia,  p.  527)  (648). 

Le  problème  de  la  cause  des  apparences  diflférentes  de  Saturne 
a  excité  vivement  l'intérêt  des  contemporains  de  Huygens.  Hévé- 


(*)  Il  esl  digoc  de  remurque  que  riiistoirc  des  luncllcs  de  Huygens  est  comprise 
dans  ses  Lettres. 
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lins  en  avail  donni!'  une  théorie  dans  son  o  OeSaiurni  nativa  Tacie  s 
(3ig),  11  parle  de  «  Saturnus  trilphœricus  ",  ci;  qui  fait  supposer 
à  Hiiygfins  qne  les  lunelles  J'approche  de  Hévélius  n'étaient  pas 
excellentes.  De  Roberval  cherche  à  expliquer  les  apparences  à 
l'aide  d'exhalations  de  la  planète  (334  )■  Heniarquons  que  Huygens 
commence  sa  réfutation  des  idées  de  Roberval  par  les  mots  ;  «  VoUre 
hypothefe  pour  Saturne  est  certainement  trelbien  imaginée  «  (Sag). 
Il  va  sans  dire  que  l'explication  de  Hujgens  ne  fut  pas  goAtéc 
immédiatement  de  tout  le  monde.  En  eft'et,  la  supposition  d'un 
anneau,  invisible  pendant  quelques  périodes  ei  suspendu  librement 
dans  l'espace,  n'était  pas  ordinaire.  Au  lîcu  de  s'étonner  des  doutes 
que  rencontrait  la  lltéoric  de  tluygens,  il  faut  plutôt  admirer, 
comme  le  lit  d'ailleurs  Hujgcns  lui-même,  la  sagacité  de  Chapclai 


à  lever  la  seconde  dilliculté  en  s 


ippO: 


uL  l'an 


leau  composé  d'une 


série  de  lunes  «  colle  a  colle,  pour  remplir  le  cercle  d'vn  terme  à 
l'autre  »  (723,  7^8).  La  Correspondance  contient  des  matériaux 
précieux  pur  rapport  à  l'opposition  faile  h  l'explication  de  Huy- 
gcns.  Citons  d'abord  l'histoire  amusante  du  défi  d'Ëustachius 
Divinus  (737),  l'expression  '  tua  machina  annularis  (fit  venia 
verbo)»,  dont  se  sert  Hévélius(758),les  espérieoces  des  membres 
de  l'Aeadémie  de  Florence  (77'i),  les  réflexions  de  A,  Borellî 
(796,  797)  CI  de  L.  Magalotti  (798),  et  ensuite  les  additions  k  la 
théorie  de  Frenicle  de  Bossy  (894,  90')  et  Wren  (yS^).  Par  rap- 
port à  ces  additions,  Hujgens  écrit  à  R.  Moray  :  «  J'ay  grande  con- 
fiance que  les  obi'ervalions  de  deux  années  fuîuanles  renverleroni 
toutes  ces  belles  penlees  et  jullîfieronl  mon  hypothefe  u  (9^0).  Ces 
mots  montrent  que  lluygens  cherchait  à  éviter  les  spéculations 
s'il  pouvait  disposer  d'observations.  Combien  il  di^sirail  ardùment 
de  les  faire,  prouvent  les  mots  :  •  Il  me  tarde  li  fort  de  les  appliquer 
(mes  lunettes)  derechef  â  Saturne,  que  je  donnerois  volontiers  le 
reste  de  l'eflé  pour  avoir  l'hyver  n  {3a3). 

Imuiédiatenient  après  l'invention  de  l'horloge  à  pendule,  Huy- 
gens  l<lcba  de  l'utiliser  à  la  délerminatton  des  longitudes  sur  mer. 
Le  I  2  janvier  1G57,  il  écrit  à  van  Scboolen  :  ■  Inveni  hifce  diebus 
novam  horologij  labricam,  tam  accurjte  tempora  dimetientis,  ut 
non  parva  fpes  lit  longitudines  ejus  ope  dcfinîre  polie  ulique  fi  per 
mare  vehi  patiaiur  >  (36U).  Cependant  les  difficultés  causées  par 
le  mouvement  des  navires  sont  si  t;ran<le«  que  lluygens  ne  réussit 
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pas  encore  (4^8,  823).  De^jà  en  i655,  Hiiygens  examina,  pour  les 
États  Généraux  de  la  Hollande,  une  méthode  de  J.  Placentînus  à 
déterminer  des  différences  de  longitude  à  l'aide  de  culminations 
de  la  Lune;  sa  critique  est  entièrement  correcte  (2i4)« 

Pour  la  détermination  de  la  marche  des  horloges,  on  a  besoin 
de  connaître  Féquation  du  temps.  Sur  ce  sujet,  Huygens  échange 
quelques  Lettres  avec  Boulliau,  où  il  corrige  une  théorie  émise 
par  cet  astronome  (718,  728,  724,  943).  De  plus,  il  indique  des 
inadvertances  de  Hévélius  dans  la  description  des  phases  de 
Vénus  (747)?  et  s'occupe  d'une  transition  de  Mercure  (860,  861, 
866)(<). 

Terminons  en  souhaitant,  dans  l'intérêt  de  la  Science,  que  les 
membres  de  la  Commission  auront  la  satisfaction  d'achever  l'œuvre 
grandiose  qu'ils  ont  entreprise.  P. -H.  Schoute. 

Groninguc,  août  1891. 


MOLENBROEK.  —  Theorib  der  Quaternionkn.    i  vol.   in-S*»;  vii-284  p. 

Leiden,  E.-J.  Brill;  1891. 

La  Théorie  des  Quaternions  que  publie  M.  Molenbroek  et  dont 
la  lecture  peut,  dans  une  large  mesure,  suppléer  à  la  lecture  des 
Livres  d'Hamilton  sur  la  matière,  diffère  essentiellement  des  diffé- 
rents Traités  élémentaires  publiés  sur  ce  sujet  en  ce  qu'elle  ne 
comporte  aucune  application;  c'est  la  théorie  seule  et  ses  déve- 
loppements les  plus  importants  que  M.  Molenbroek  veut  exposer. 
Au  fond,  il  convient  de  le  reconnaître,  et  malgré  la  sécheresse 
qui  en  résulte,  la  clarté  y  gagne  :  le  lecteur  qui  a  la  patience  de 
suivre  ces  développements  abstraits  sait  toujours  à  quoi  il  a 
affaire;  il  ne  risque  pas  de  perdre  le  fd  des  idées  qui  se  suivent 
et  s'enchaînent  avec  une  parfaite  rigueur;  il  est  juste  d'ajouter 


(*)  On  trouve  un  compte  rendu  presque  exclusivement  des  points  remarquables 
pour  l'astronome  dans  JS'ature  de  M.  A.-M.  Clerke  (t.  XXXVIII,  p.  193 :  t.  XL. 
p.  591;  t.  XLllIf  p.  /|33). 
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que  rexposilion  de  M.  Molenbroek  est  très  nette  et,  sans  cloute, 
les  applications  ne  présenteront  aucune  difficulté  pour  celui  qui 
aura  étudié  son  Livre.  M.  Molenbroek  promet  d'ailleurs  de  pu- 
blier bientôt  un  exposé  systématique  des  principales  applications 
des  quaternions,  et,  d'après  le  Volume  dont  nous  rendons  compte, 
on  peut  être  assuré  qu'il  mènera  ce  travail  à  bien. 

La  Théorie  des  Quaternions  comprend  sept  Chapitres. 

Après  avoir  exposé  les  définitions  et  propositions  préliminaires 
relatives  aux  vecteurs,  TAuteur  définit  géométriquement  le  qua- 
ternion  comme  le  quotient  de  deux  vecteurs,  c'est-à-dire  comme 
l'ensemble  des  opérations  (extension  et  rotation)  qui  permettent 
d'amener  un  vecteur  sur  un  autre  et  traite  ensuite  de  l'addition, 
de  la  multiplication  et  de  la  division  des  quaternions,  et  en  par- 
ticulier des  quaternions  droits,  c'est-à-dire  dont  l'angle  est  égal  à 

-•  On  est  resté  jusqu'ici  dans  le  domaine  de  la  Géométrie  et  c'est 

seulement  à  la  fin  du  second  Chapitre  qu'on  trouve  la  représenta- 
tion analytique  du  quaternion.  Dans  le  Chapitre  suivant,  M.  Mo- 
lenbroek traite  de  la  multiplication  des  vecteurs. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  principalement  aux  équations  de 
la  ligne  droite,  de  la  sphère  et  du  cercle.  On  y  remarquera  d'in- 
téressants développements  sur  le  rôle  du  symbole  y/ —  i  dans  la 
théorie,  et  sur  la  représentation  des  éléments  imaginaires,  repré- 
sentation qui  se  relie  à  des  idées  développées  par  M.  ïarry  dansle 
Congrès  de  V Association  française  pour  le  dés;eloppenient  des 
Sciences  ii^WTinè,e^  1889. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  l'Auteur  s'occupe  deladifierentiation 
des  quaternions,  de  la  formule  de  Taylor  et  de  l'intégration  des 
formules  dilTérentielles.  Enfin  les  deux  derniers  Chapitres  sont 
consacrés  à  la  théorie  des  équations  du  premier  et  du  second 
degré.  J.  T. 


3i  PREMIÈRE  PARTII^. 


MELANGES. 


LES  AUTOGRAPHES  DE  DESGARTES  A  LA  BIBLIOTHÈQUE  NATIONALE; 

Par  m.  Paul  TANNERY. 


HUITIÈME    ARTICLE. 


XIII. 

Lettre  inédite  de  Descartes  à  Mersenne  du  2  novembre  1646. 

Descartes  ne  pouvait  prétendre  sérieusement  mettre  à  exécution 
les  menaces  de  sa  Lettre  précédente,  du  12  octobre;  il  avait  pro- 
voqué Roberval,  il  lui  fallait  rester  dans  la  lice.  Dès  qu'il  eut  reçu 
de  Mersenne  la  Lettre  de  Roberval  à  Cavendish,  il  répliqua, 
comme  je  l'ai  dit,  par  la  pièce  CIcrselicr  III,  96,  qui  était  destinée 
à  être  montrée. 

Le  même  jour,  en  envoyant  cette  pièce  à  Mersenne,  il  adressait 
à  celui-ci  la  Lettre  intime  ci-après,  qui  est  inédite  : 

«  Mon  Révérend  Père, 

»  Vous  verrez  ici  ma  réponse  à  la  Lettre  de  Roberval  et  je  vous 
puis  assurer  que  je  n'y  ai  mis  aucune  chose  par  passion,  mais  que 
j'ai  tout  simplement  écrit  la  vérité  de  mes  sentimens  sans  les 
déguiser;  seulement  ai-je  été  plus  libre  de  dire  mon  opinion  de  ses 
fautes  que  je  n'ai  coutume  d^étrc,  à  cause  que,  le  voyant  obstiné  à 
médire  de  moi  sans  raison,  je  crois  qu'il  est  bon  que  le  monde 
sache  que  nous  ne  sommes  pas  amis,  et  ainsi  qu'on  ne  doit  pas 
croire  à  ses  paroles  ni  aux  miennes,  mais  seulement  peser  les 
raisons  de  part  et  d'autre.  Pour  moi,  j'en  remarque  si  peu  de  son 
côté  que  j'admire  qu'on  lui  daigne  donner  audience,  et,  quoique 
j'aie  examiné  sa  règle  prétendue  (*),  je  ny  trouve  aucune  appa- 


(•)  Pour  Irouvcr  les  centres  d'oscillation. 
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:.  Car,  oulre  (|Li"ii  piéLend  donner  règle  d'une  chose 
Irois  ne  pouvoir  êlre  déterminée  par  raison,  nmis  seule- 
r  eïpërience,  je  vois  qu'il  se  foniie  sur  ce  qu'il  pense 
-apporter  la  direclion  de  tous  les  points  du  mobile  à 
aine  perpendiculaire,  ce  qui  est  cause  qu'il  prend  les  se- 
s  les  arcs  de  cercle,  et  tout  cela  me  semlilc  enlière- 
e  raison;  aussi  se  ganie-l-il  bien  de  dire  ses  dé- 
lions prétendues,  desquelles  il  ne  inanqueroil  pas  de 
rade,  s'il  pensoit  qu'elles  fussent  \raies  et  que  je  n'en 
pre  voir  les  défauts.  C'est,  en  un  mol,  un  homme  qui  e:<L 
më  a  se  faire  valoir  parmi  ses  disciples  en  se  vantant  de 
[ont  ce  qu'il  ignore,  et  s'est  acquis  quelque  réputation 
■alyse  à  cause  qu'il  s'est  rencontré  à  Paris  en  un  temps 
My  avoit  que  lui  qui  y  sût  quelque  chose;  mais  en  cela 
fil  n'est  pus  des  plus  savaus,  comme  il  a  paru  par  les  deux 
^que  j'avois  laissés  en  mes  solutions  et  que  M.  de  Beaune 

R  démonstration  du  solide  hyperbolique  inlini  est  foM  belle 

[ard  de  Torricelli  qui  l'a   trouvée;   mais  ce    n'est  rien   au 

l  de  Roberval  pource  que  l'ordre  des  propositions  que  Tor- 

i  fui  avoit  données  ne  pouvoil  manquer  de  l'v  conduire  ('). 

El  pour  sa  rouletic  {'),  ce  n'est  qu'une  question  parliculière 

ouver  par  hasard   et  sans  grande  science;  en  toute 

î  chose,  je  ne  remarque  en  lui  aucun  esprit  et  ce  que  vous 

t  qu'il  lui  faut  deux  ou  trois  mois  à  l'aire  une  mauvaise  lettre, 

lae  contient  que  des  paroles   sans  raison,   le  confirme   assez. 


f)  Il  «'agit  des  problèmes  résolus  par  DcscsrtES  dans  U  lettre  du  i3  août  iG38 
le  :  tangente  du  fulium  parallèle  ï  l'axe  de  la  courbe;  construciion  d'un 
!re  dont  OD  donne  deux  c6tfs  adjacents,  l'angle  rompris,  la  diagonale 
ommet  de  cet  angle  et  le  rapport  des  perpendiculaire!  abaissées  de  ce 
ur  les  côté»  inconnus  (Clerselier,  III.  65). 
P(")  Dans  son  Oairage  De  spheera  et  soHdis  iplurralibas  libri  duo  (Florence, 
im)  Torricelli  avait  démontré  que,  ai  l'on  fdit  tourner  one  lijpcrbole  autour 
«  asymptote,  le  volume  Engendré  à  partir  d'une  abscisse  donnée  jusqu'ft  l'in- 
11  est  limité.  Roberval  (dans  une  lettre  adressée  i  Torricelli  le  i"  janvier  i646, 
bitbliée  en  partie  par  Carlo  Dali  duns  la  Letlera  a  Filaleli  di  Timauro  Aniiate, 
Pftorence,  i6(i})  renaii  d'énoncer  la  propriété  analogue  des  espaces  plans  comprit 
s  hyperboles  de  degré  supérieur  et  leurs  asymptotes. 
(■)  {.a  quadrature  de  la  cyclolde. 

Bull,  dtt  Seieneet  malhém.,  a'  série,  t.  XVI.  (Janvier  iKgi.)  } 
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Quoi  qu'il  en  soil,  je  vous  prie  de  ne  m'envojer  plus  rien  de  sa 
part,  ni  aussi  d'aucun  autre,  s'il  vous  plait,  car  je  fais  profession 
■de  ne  savoir  plus  ni  lire  ni  écrire. 

»  Je  suis  marri  de  rafdiction  de  M.  de  Carcavi  (*),  mais  je  ne 
suis  que  l)ien  aise  de  ne  point  recevoir  les  Lettres  qn'il  me  vou- 
?loil  envoyer;  ce  mVst  autant  de  peine  épargnée. 

»  Si  le  P.  Fabri  n'écrit  rien  contre  moi,  je  ne  me  soucie  pas 
«ussi  de  le  voir,  mais  pourcc  qu'on  vous  avoit  dit  qu'il  écrîvoil 
toute  la  philosophie  beaucoup  mieux  et  en  meilleur  ordre  que  je 
a'ai  fait,  je  pcnsois  que  les  Jésuites  eussent  dessein  de  Popposer 
à  moi,  et  en  ce  cas  je  serois  obligé  de  voir  son  Livre  afin  de  tâcher 
<le  me  défendre;  mais  rien  ne  seroit  pourtant  si  pressé  que  je  ne 
jMisse  bien  attendre  à  le  recevoir  par  mer  (*). 

¥>  Je  ne  manquerai  pas  d'adresser  votre  Lettre  à  Elzevier  et  de 
faii>e  mon  mieux  pour  procurer  qu'il  vous  envoie  ses  Livre»  (*). 
Je  vous  remercie  de  celui  qu'il  vous  plaît  que  j'aie  pour  moi,  et 
ianl  s'en  faut  que  j*en  désire  davantage  que  même,  s'il  vous  plaît 
obliger  quelque  autre  en  lui  donnant  celui  que  vous  m'offrez,  je 
inen  pourrai  fort  bien  passer,  à  cause  que  je  ne  crois  pas  qu'il  y 
ait  rien  dans  Viète  que  je  doive  apprendre  et  que  je  ne  suis  pas 
curieux  d'avoir  des  Livres  pour  orner  une  bibliothèque. 

w  II  y  a  longtemps  que  j'ai  remarqué  qtf'après  avoir  attentive- 
ment regardé  quelque  objet  fort  illuminé,  son  image  demeure 
dans  l'œil  quelque  temps,  lorsqu'il  est  fermé  ou  en  ténèbres,  et 
paroît  avoir  diverses  couleurs;  de  quoi  je  pense  avoir  mis  la  raison 
quelque  part  en  la  Dioptriqiie  ou  aux  Météores,  et  elle  n'est  autre 
sinon  que  les  extrémités  du  nerf  optique  qui  sont  au  fond  de  l'œil, 
étant  fort  agitées  par  cette  grande  lumière,  retiennent  quelque 
temps  après  leur  mouvement  et,  à  mesure  qu'il  diminue,  il  re- 
présente diverses  couleurs. 

»  Il  y  a  longtemps  que  j'ai  aussi  vu  faire  une  expérience  pareille 


{*)  Son  père  avait  fait  de  mauvaises  aiïaire,  et  il  se  trouvait  obligé  de  se  dé- 
faire de  sa  charge  de  conseiller  au  Grand  Conseil. 

(*)  Il  s*agit  des  deux  volumes  qui  furent  envoyés  à  Iloygens  et  dont  il  a  été 
fait  mention  dans  l'article  précédent. 

(>)  C'est-à-dire  des  exemplaires  de  l'édition  de  Œuvres  de  Viéle,  que  les  EUé- 
virs  avaient  probablement  promis  à  Mcrsenne  en  récompense  de  la  part  qu'il 
avait  prise  à  cette  édition. 
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à  celle  que  vous  me  mandez  d'une  poule,  car,  en  lui  faisant 
quelques  signes  du  bout  du  doigt  devant  ses  yeux,  on  arrêtoit 
tellement  son  imagination  qu'elle  demeuroit  immobile.  Et  pour  la 
formation  des  poulets  dans  Tœuf,  il  y  a  plus  de  i5  ans  que  j'ai  lu 
ce  que  Fabricius  ab  Âquapendente  en  a  écrit;  et  même  j'ai  quel- 
quefois cassé  des  œufs  pour  voir  cette  expérience.  Mais  j'ai  bien 
plus  eu  de  curiosité,  car  j'ai  fait  autrefois  tuer  une  vache  que  je 
savois  avoir  conçu  peu  de  temps  auparavant,  exprès  afin  d'en  voir 
le  fruit,  et  ayant  appris  par  après  que  les  bouchers  de  ce  pays  en 
tuent  souvent  qui  se  rencontrent  pleines,  j'ai  fait  qu'ils  m'ont 
apporté  plus  d'une  douzaine  de  ventres,  dans  lesquels  il  y  avoit 
de  petits  veaux,  les  uns  grands  comme  des  souris,  les  autres 
comme  des  rats,  et  les  autres  comme  de  petits  chiens,  où  j'ai  pu 
observer  beaucoup  plus  de  choses  qu'en  des  poulets,  à  cause  que 
les  organes  y  sont  plus  grands  et  plus  visibles. 

»  J'ai  de  l'obligation  à  Monsieur  de  Cavendissche  de  ce  qu'il 
ne  m'avoit  pas  voulu  envoyer  la  dernière  Lettre  du  Roberval; 
c'est  un  témoignage  de  sa  courtoisie  de  laquelle  je  vous  prie  de  le 
remercier  de  ma  part,  car  enfin  cette  Lettre  ne  contenant  que  des 
injures  et  des  vanteries  sans  aucun  raisonnement  qui  vaille  rien, 
ne  méritoit  pas  d'être  lue;  mais  néanmoins,  à  cause  que  Roberval 
en  faisoit  parade  en  son  Académie,  vous  m'avez  obligé  aussi  de 
me  l'envoyer  et  je  n'ai  pu  m  abstenir  d'y  répondre. 

»  Je  suis  bien  marri  de  la  mort  du  père  Nicéron  et  je  serai 

toute  ma  vie, 

»   Mon  Révérend  Père, 

»  Voire  très  humble  et  très  zélé 
serviteur, 

Drscartes.  0 
»  D'Egmond,  le  2  novembre  164G.  »♦ 


XIV. 

Derniers  incidents  de  la  polémique  de  Descartes  contre  Roberval. 

La  Lettre  Clerselier,  III,  96,  que  Descartes  envoyait  à  Mersenne 
en  même  temps  que  la  précédente,  comme  réplique  à  Rober\^l  des- 
tinée à  être  montrée,  est  d'une  violence  singulière  que  Clerselier 
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a  adoucie  quelque  peu.  Roberval  v  est  traité  de  capitan  de  co- 
médie, fait  pour  être  «  berné  et  souffleté  d^une  pantoufle  ».  Des- 
cartes y  rappelle  ses  anciens  démêlés  avec. son  adversaire  où  il  a 
eu  tout  Tavantage  et  termine  en  déclarant  qu^il  ne  daignera  doré- 
navant lire  aucune  chose  de  sa  part,  si  ce  n^est  que  quelqu^un  qui 
s'y  entende  ne  lui  assure  qu'elle  mérite  d'être  lue. 

Dans  celte  Lettre,  comme  dans  celle  du  même  jour  à  Cavendisk 
(Clerselicr,  111,  j^i),  Descaries  revient  sur  le  désaccord  entre  sa 
théorie  et  l'expérience,  en  ce  qui  concerne  le  centre  d'oscillation. 
11  entre  dans  une  discussion  subtile  pour  montrer  que  le  raison- 
nement ne  pouvait  efleclivement  tenir  compte,  dans  le  cas  général, 
de  toutes  les  conditions  du  problême.  C'est  reconnaître  qu'en 
somme  il  n'avait  résolu  ce  problême  que  dans  des  cas  particu- 
liers. Roberval,  avec  ses  distinctions  et  ses  réserves,  avouait  de 
même  implicitement  qu'il  n'avait  pas  davantage  la  solution  géné- 
rale complète;  il  ne  pouvait  prétendre  qu'avoir  touché  la  vérité 
de  plus  près  que  Descaries  pour  les  mouvements  des  figures 
planes  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  leur  plan. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  ne  répliqua  pas  de  nouveau  aux  attaques 
de  son  adversaire.  La  rédaction  de  ses  idées  lui  demandait, 
semble-t-il,  de  plus  en  plus  de  temps  et  il  sentait  son  infériorité 
comme  polémiste;  il  garda  donc  le  silence,  bien  entendu  sans 
s'avouer  vaincu.  La  correspondance  ultérieure  de  Descartes  ne 
revient  plus  que  deux  fois  sur  la  dispule  engagée;  c'est  la  pre- 
mière fois,  dans  une  Lettre  écrite  vers  le  lo  janvier  1647  (Cler- 
selier,  111,  89)  à  Mersenne,  lequel  avait  annoncé  à  son  correspon- 
dant que  la  règle  de  Roberval  lui  paraissait  toujours  d'accord  avec 
l'expérience  et  qu'il  avait  en  tous  cas  soumis  les  pièces  du  procès 
à  Florimond  de  Beauno. 

Descartes  répond  qu'il  a  ramené  la  règle  de  Roberval  à  une 
forme  plus  simple,  qui  revient  à  poser  pour  la  distance  du  sommet 
du  trianj^Ie  au  cenin*  d'oscillation  : 


-  h  -^ —  /rtanc*a-i h  tangua. 

12^  9.0  ^ 


h  étant  la  hauteur  du  triangle,  a  le  demi-angle  au  sommet. 

Il  calcule  d'après  cela  que,  pour  a  =  jj**,  œ  dépasse  32 A,  tandis 
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que,  d'après  l'expérience,  au  dire  de  Merseiine,  il  serait  seulement 
d'environ  4  A. 

Dans  une  Lettre  suivante,  écrite  vers  le  i*'  mars  1647  (Cler- 
selier,  III,  92),  il  confirme  son  calcul  qui  cependant  est  singuliè- 
rement faux,  sa  réduction  de  la  règle  de  Roberval  étant  erronée. 
Elle  eût  donné  environ  a:  =  3  A. 

L'année  suivante,  Mersenne  mourait,  et  Carcavi  s'offrait  à  Des- 
cartes pour  remplacer  le  correspondant  qu'il  perdait.  Tout  aus- 
sitôt. Descartes  en  profite  pour  provoquer  encore  une  fois  Ro- 
berval, et  le  plus  singulier,  c'est  qu'il  prend  l'occasion  d'un  défi 
indirect  que  Fermât  vient  de  lui  adresser  et  qui  concerne  l'éva- 
nouissement des  radicaux  dans  une  équation. 

Dans  une  Lettre  du  11  décembre  i()48  (Clerselier,  IIl,  83; 
adressée  à  un  intermédiaire  dont  le  nom  est  inconnu),  Descartes 
annonce  qu'il  a  trouvé,  en  moins  d'un  demi-quart  d'heure,  une 
méthode  générale  relative  à  cette  question  et  pose  à  ce  sujet  un 
problème  dont  il  réclame  surtout  la  solution  de  Roberval  (parce 
qu'il  est  titulaire  de  la  chaire  de  Kamus  et  qu'il  est  tenu  dès  lors 
de  résoudre  des  questions  de  ce  genre,  ou  d'avouer  qu'il  est  in- 
digne de  cette  chnire). 

Dans  la  Lettre  à  Carcavi  du  i  i  juin  1649  (Clerselier,  III,  ^5), 
après  avoir  re(;u  l'indication  de  la  mélhode  employée  par  Roberval 
et  qui  revient  à  celle  de  Fermât,  il  revient  sur  son  drfi  el  demande 
que  Roberval  (qui  fait  profession  de  n'être  pas  son  ami)  donne  le 
développement  complet  de  Téqualion 

yja  -T-  \/b  -j-  /c  =  \/d  -t-  /« , 

après  l'évanouissement  des  radicaux.  Il  indique  lui-même  les 
huit  premiers  termes  de  ce  développement. 

Carcavi  répondit  le  9  juillet  1649  (Clerselier,  III,  76).  Roberval 
lui  a  dit  qu'il  n'a  jamais  eu  d'autre  pensée  que  d'honorer  Des- 
cartes et  l'a  prié  de  l'écrire  formellement  à  ce  dernier.  Le  bon 
père  Mersenne,  en  écrivant  innocemment  suivant  son  génie,  a 
troublé  la  paix  qui  aurait  toujours  dû  régner  entre  les  deux  géo- 
mètres. Robcival  a  seulement  recherché  l'occasion  de  signaler  à 
Descartes  (pielques  fautes  qu'il  croxait  trouver  dans  sa  Géométrie 
v\.  que  ses  lonclions  de  professeur  l'obligeaient  de  relever  dans 
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son  enseignement.  Carcavî  indique  trois  points  sur  lesquels 
portent  les  critiques  de  son  ami.  Quant  à  la  question  posée  par 
Descartes,  Roberval  n'y  répond  pas;  il  se  contente  de  dire  que  sa 
méthode  porte  sa  démonstration  avec  soi,  et  s'applique,  quel  que 
soit  le  nombre  des  radicaux. 

La  correspondance  continua  par  une  réplique  de  Descartes 
du  17  août  1649  (C^lerselier,  III,  77)  et  une  nouvelle  lettre  de 
Carcavi  du  24  septembre  i649(Clerselier,  III,  78).  Il  semble  que 
Descartes,  lassé  d'une  discussion  qui  n'aboutissait  pas,  ne  répondit 
pas  à  cette  dernière  communication. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  discuter  les  trois  criti(|ues  de  détail 
adressées  par  Roberval  à  la  Géométrie  de  Descarles. 

La  première  concerne  im  passage  de  la  page  826  de  l'édilion  ori- 
ginale (p.  22  de  l'édilion  Hermann,  Paris,  1886).  Après  avoir 
trouvé  l'équation  du  lieu  à  quatre  droites,  en  supposant  le  point 
du  lieu  dans  un  des  angles  formés  par  deux  de  ses  droites,  Des- 
cartes ajoute  : 

((  Et  si  la  quantité  y  se  trouvoit  nulle  ou  moindre  que  rien  en 
cette  équation,  lorsqu'on  a  supposé  le  point  C  en  l'angle  DAG,  il 
faudroit  le  supposer  aussi  en  l'angle  DAE  ou  EAR  ou  RAG,  en 
changeant  les  signes  -h  et  —  selon  qu'il  seroit  requis  à  cet  effet. 
Et  si,  en  toutes  ces  quatre  positions,  la  valeur  de  y  se  trouvoit 
nulle,  la  question  seroit  impossible  au  cas  proposé.  » 

Roberval  affirmait  que  la  question  n'est  jamais  impossible. 

Il  convient  tout  d'abord  d'observer  que  la  convention  sur  le 
signe  des  coordonnées  dans  les  divers  angles  n'était  alors  nulle- 
ment établie  et  c'est  une  erreur  historique  que  d'attribuer  cette 
convention  à  l'auteur  de  la  Géométrie,  D'autre  part,  il  semble 
avoir  échappé  à  Descartes  que  le  lieu  à  quatre  droites  est,  de  fait, 
constitué  par  l'ensemble  de  deux  coniques  (non  par  une  seule),  et 
en  telle  sorte  que,  dans  chaque  angle  des  coordonnées,  il  y  ait 
toujours  des  points  du  lieu.  Roberval,  qui  avait  approfondi  la 
question,  parait  avoir  relevé  à  bon  droit  l'inadvertance  de  Descartes 
à  cet  égard. 

La  seconde  critique  louche  la  construction  donnée  pages  4o5-4o6 
(le  la  Géométrie  (éd.  Hermann,  p.  81-82)  des  racines  de  l'équation 
générale  du  sixième  degré  par  l'intersection  d'un  cercle  et  d'une 
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courbe  spéciale  du  troisième  degré.  Cette  courbe  a  deux  branches, 
Tune  au-dessous,  l'autre  au-dessus  de  Taxe  des  x.  Cette  seconde 
branche  seule  est  utilisée,  grâce  à  une  préparation  spéciale  subie 
par  Péquation,  et  il  peut  se  faire  que  cette  branche  coupe  efTective- 
ment  le  cercle  en  six  points.  Roberval  semble  avoir  cru,  diaprés 
la  forme  de  la  courbe,  que  la  rencontre  en  six  points  ne  pouvait 
avoir  lieu  qu'en  utilisant  les  deux  branches;  il  ne  s'était  pas  rendu 
compte  de  l'artifice  mis  en  usagée  par  Descartes.  Celui-ci,  pour 
établir  la  validité  de  sa  construction,  se  contenta  de  proposer  à 
Carcavi  de  faire  le  calcul  sur  un  exemple  numérique,  pour  une 
équation  aj^ant  toutes  ses  racines  réelles  et  positives.  Son  corres- 
pondant fut  incapable  de  s'en  tirer.  En  tout  cas  la  critique  portait, 
cette  fois,  complètement  à  faux. 

Le  troisième  point  porte  sur  la  règle  de  Descartes  pour  le 
nombre  des  racines  positives  et  négatives.  11  est  difficile  de  se 
rendrç  compte  de  la  nature  de  l'objection  de  Roberval.  Carcavi 
cite  comme  exemples  deux  équations  complètes  (Tune  du  troisième, 
l'autre  du  quatrième  degré)  qu'il  affirme  à  tort  ne  pas  avoir  de 
racines  imaginaires.  L'erreur  est  tellement  flagrante  qu'il  est  im- 
possible de  l'attribuer  à  Roberval;  Carcavi  ne  l'aura  pas  compris; 
il  déclare  d'ailleurs  «  avoir  assez  de  peine  à  chevir  de  lui  à  cause 
des  écoliers  qui  l'occu[)ent  ». 

L'énoncé  de  la  règle  de  Descaries  dans  sa  Géométrie  suppose 
implicitement  que  les  racines  multiples  soient  comptées  d'après 
leur  degré  de  multiplicité.  On  pouvait  juger  nécessaire  de  com- 
pléter cet  énoncé  en  faisant  explicitement  la  convention  indispen- 
sable à  cet  égard.  Mais  Roberval  admet  cctie  même  convention 
dans  son  Traité  posthume  De  recognitione  œqaaiionanXy  proba- 
blement composé  avant  la  Géométrie.  Si  donc  sa  critique  avait 
porté  sur  ce  point,  elle  n'aurait  en  lous  cas  concerné  que  la  forme. 

Quant  à  la  restriction  de  la  règle  de  Descaries  dans  le  cas  où  il 
y  a  des  racines  imaginaires,  elle  est  d'autant  moins  en  question  ici 
qu'elle  avait  déjà  fait  l'objet  d'une  correspondance  antérieure  entre 
Roberval  et  Chauveau  (Clerselier,  III,  p.  447 )  ^^  Carcavi  énonce, 
évidemment  d'après  Roberval,  le  principe  que  ces  racines  vont  par 
couples. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  paraît  bien  clair,  d'une  part,  que  Roberval 
n'attachait  pas  une  grande  importance  à  ses  crili(|iies  de  détail 
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contre  la  Géométrie,  que,  d'un  autre  côté,  il  désirait  réellement, 
en  1649,  ®^  réconcilier  avec  l'auteur.  Carcavi  fut  beaucoup  trop 
maladroit  pour  pratiquer  celte  réconciliation,  et  ses  lettres  ne 
purent  que  le  faire  mépriser  par  Descartes. 

Un  passage  de  la  correspondance  de  ce-dernier  (Clerselier,  III, 
p.  449)  semble  au  reste  indiquer  la  véritable  raison  de  ranimosité 
qu'il  déploya  contre  Roberval  :  «  On  me  fit  voir  l'an  passé  des 
écrits  qu'il  avoit  enseignés  à  ses  disciples,  qui  contenoîent  plu- 
sieurs raisonnemens  très  foibles  qu'il  débitoit  pour  des  démon- 
strations et,  à  cause  qu'il  y  concluoit  des  choses  contraires  à  ce 
que  j'avois  écrit,  il  inféroit  de  là  que  j'avois  failli  (*).  m  Des- 
cartes a  constamment  cherché,  depuis  la  publication  de  son  Dis- 
cours  de  la  méthode,  à  faire  pénétrer  ses  idées  et  ses  principes 
dans  l'enseignement;  c'est  là  le  mobile  de  toutes  ses  polémiques, 
le  secret  de  la  tactique  qu'il  déploie,  quand,  par  exemple,  il  a 
affaire  aux  Jésuites.  Tant  qu'il  espère  réussir,  il  est  gracieux, 
accommodant;  mais  en  fait,  il  pense  que  qui  n'est  pas  avec  lui  est 
contre  lui,  et  dès  qu'il  se  croit  attaqué  dans  un  enseignement,  il 
mène  les  hostilités  avec  une  vigueur  incomparable,  par  tous  les 
moyens  dont  il  dispose. 

Ainsi,  ce  que  Descartes  poursuit  en  Roberval,  ce  n'est  ni 
l'homme  ni  le  géomètre  :  c'est  le  professeur  en  vue  qui  n'a  pas 
adopté  ses  méthodes  et  qui  n'a  même  pas  craint  de  lui  tenir  tête. 
Roberval,  au  contraire,  n'avait  rien  à  gagner  à  une  polémique 
contre  un  homme  qui,  après  avoir  affirmé  sa  supériorité  comme 
mathématicien,  ne  s'occupait  en  réalité  que  de  philosophie.  On 
comprend  donc  très  bien  qu'après  l'engagement  de  i638,  il  se  soit 
simplement  tenu  sur  la  défensive.  Si  l'on  fait  abstraction  de  la 
malencontreuse  diversion  de  Carcavi,  on  peut  dire  que  cette  dé- 
fensive fut  très  honorable  pour  lui.  Descarli'S  fut  loin  d'avoir  con- 
stamment raison  au  fond,  et,  comme  forme,  il  mit  la  plupart  du 
temps  les  torts  contre  lui. 


(*)  Dans  les  écrits  de  Roberval,  publiés  par  lui  ou  après  sa  mort,  il  n'y  a  au- 
cune attaque  contre  Descarlcs;  il  semble  que  celui-ci  parle  de  leçons  rédigées 
par  des  élèves. 
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NOUVELLES  FORMULES  POUR  REPRÉSENTER  LA  FONCTION  J      ^{x) 

DE  BESSEL; 

Par  m.  W.  KAPTEYN. 

Soient 

r*    -'»^-^'\  da  ,  -, 

(I)  M«=  /     e  -iTi         (/i  =  o.i.a.3...) 

et 

,  da 


!«' 


on  aura,  en  développant  e^*'\ 


"'■=''''^(î.y^'^'^r!(«)* 


^/H-î 


Maintenant  l'intégration  par  parties  de  Fintégrale  A;,  donnant 


A/i  = Art_i, 

•2/1  —  1 


on  obtient  aisément 


"        ^        ^      I.3...(2AI  —  I)  '^        ^ 


("-0 


et 


^'•-"*  "  (2/i-+-i)(2n-+-3)  ^'" 


En  substituant  ces  valeurs,  on  a 


(a)     a„=(- 


r(  -\^  2(2/t-f-i;         2.4(2n-l-l)(2/l-+-3)  J 

Or 

J*      '  r  ar'  x^  "1 

J        |(j:)  = ; I -H ; ...  I 

f-7  n--       /  l\    L  îfc(2Al-Hl)  2.4(2n-f-l(2/l-h3)  J 


(  At  =  1 . 2 . 3 . . .  )  ; 
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par  suite 

(3)      J^_^,(^)=L_L^.j      tje         *«•—        (/i  =  i.2.3...). 


«-. 


Pour   trouver  encore  une  autre  expression   pour  J      i(^),je 

cherche  Téquation  dififérentielle  à  laquelle  Un  satisfait. 
En  difTérentiant  Téquation  (i)  par  rapport  à  x,  on  a 


dx    ~  2 


"Ziz  —  r  '*»+i> 


et,  en  intégrant  l'intégrale  Un  par  parties,  on  obtient 


De  ces  deux  relations  se  déduit  Téquation  diflTérentielle 

d^Un       2n  dun 


-h  Un  =  o. 


dx^         X     dx  " 

Cette  équation  admet  pour  intégrale  générale 

Un=  (" -7-)   (A  cosa*-!- B  sinx), 

où  Â  et  B  représentent  des  constantes  arbitraires.  Pour  le  démon- 
trer, posons  ^*==  2  2  dans  Féquation  différentielle;  il  viendra 

d^Un,     ,  ■  .du 

dz^  dz 

En  faisant  la  même  substitution  dans  Téquation  connue 

d^v 


elle  se  transforme  en 


dx^ 


-h  f  =  o, 


d^v       dv 
7.Z  -f-z  -h  -,-  -M>  =  o. 
dz^       dz 


Différentions  71  fois  de  suite  la  dernière  équation  et  comparons 
Téquation  résultante 

a;;  >  „^,  -i-(An  -+- 1)  -7---T  -4-  -r;-  =  o, 
dz^^^        ^  dz^*-*-^        dz^ 
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avec  Téquation 

d^Un      ,  .du 

alors  il  esl  évident  qu'on  aura 

M/,=  -7 — (a  cos/iTi-l- B  sini/â^) 
ou,  en  revenant  à  la  variable  Xy 

u^^z={-—\  (A  cosar-h  Bsina:). 
Pour  avoir  la  solution,  correspondante  à  la  valeur 

il  faut  délerminer  les  constantes  A  et  B  de  telle  sorte  que,  pour 
jr  ==  o  ou  5  =  o, 

Un  =  A«  =  (—  I Y  -^ -^ . 

1.3. ..('2/1  —  l) 

D'abord  on  déduit  du  développement 

•       / / /  25  (2«)'  \ 

Sin/-2>5  =/-2>5  M-  —  H-  ^— -^ ..     \, 

c|ue  ^^  sin y/25  a  une  valeur  infînie  pour  5  =  o,  il  faut  donc  que  B 

soit  zéro. 

Pour  déterminer  ensuite  A,  on  tire  du  développement 

/ —  7.Z     (izy 

cosv/2Z  =  i— •      ,   -^  —rr •••» 

df*  / —       ,       ,    2«  n  î 

cos  y 'iz  =  (—  i)« 


dz'*        ^  ^       ^   (in)l 

On  aura  donc 

.     .   'i'*  ni       /      .  2" i/ït 


{2/1)1  1.3. ..(2/1  —  1; 

ou 

A  =  2"  /tt, 
et  enfin 


I      e  ^"  -r-  =  2'»v^'ï  (  -  -T-  )    cosj:. 
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En  substituant  celte  valeur  dans  l'équation  (3),  on  obtiendra  la 
formule  simple 


(4)  J      i(x)  =  (-i)*x-l/-l.(^-j-)"cosx. 


"-« 


V^-cxVx    d  ) 


Cette  formule  sera  évidemment  identique  pour  /i  =  »,  3,  . .., 
avec  la  formule 


'-*i<')=  v/^*""^^-'^' 


(m —/>  —  !)/'->  (2/>-+-i)'w-^«-«Pl« 


que  M.  E.  Lommel  donne  dans  son  travail  Siudien  tiber  die 
Besselschen  Funciionen. 
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G.   KIKCIIHOFF.  —  VoRLKSUNGEN  ÛBKR  MVTiiKM ATisciiK  PiiYSiK.   ir""  Bantl  : 

Leipzig,  B.-G.  Teubncr,  1891;  in-8°. 

1.  ((  Il  arrive  parfois  que  la  Science  rétrograde.  On  ne  pourrait 
donner  d'exemple  plus  frappant  que  la  théorie  de  la  lumière. 
Fresnel  a  découvert  la  surface  de  l'onde  lumineuse  qui  est  du  qua- 
trième degré;  Mac  Cullagh,  Neumann,  Lamé,  ont  placé  la  vibra- 
tion parallèle  au  plan  de  polarisation;  tous  ces  géomètres  sont 
d'accord;  mais  maintenant,  pour  lous  ceux  qui  écrivent  sur  cette 
question,  ces  résultats  sont  perdus;  chacun  a  sa  théorie  à  soi  et 
ne  lit  pas  les  autres.  Pour  eux,  plus  d'onde  de  Fresnel,  plus  de 
vibration  située  dans  l'onde,  plus  de  vibration  parallèle  au  plan  de 
polarisation;  et  il  n'y  pas  deux  auteurs  qui  puissent  fournir  les 
mêmes  formules  à  l'expérience.  » 

Ces  lignes  d'E.  Mathieu  (*)  affirment  une  grande  vérité  trop 
souvent  méconnue  aujourd'hui  :  c'est  qu'en  Physique  mathéma- 
tique, comme  dans  tout  autre  ordre  de  connaissances,  le  progrès 
suppose  essentiellement  l'existence  d'une  tradition,  d'une  tradition 
suivie,  respectée,  et  contre  laquelle  les  physiciens  ne  se  révoltent 
qu'en  cas  d'absolue  nécessité. 

Vers  quel  but,  en  elTet,  tendent  les  efforts  des  physiciens?  Vers 
la  construction  d'un  système,  exclusivement  composé  de  notions 
empruntées  a  la  Géométrie  et  à  l'Analyse,  et  donnant  une  repré- 
sentation de  l'ensemble  des  phénomènes  naturels.  C'est  cette  con- 
struction que  Ton  nomme,  assez  improprement,  la  Physique 
mathématique,  et  qui  mériterait  mieux  le  nom  de  Physique 
théorique  ou  de  Physique  rationnelle. 

Toute  nouvelle  découverte  dans  le  domaine  de  l'expérience  ne 
trouve  pas  toujours  sa  représentation  dans  les  parties  déjà  con- 
struites du  système;  aussi  de  nouvelles  retouches  sont-elles  chaque 
jour  nécessaires;  tantôt,  il  faut  modifier  plus  ou  moins  profondé- 
ment une  région  plus  ou  moins  étendue  de  l'édifice,  tantôty  ajouter 
quelque  aile  nouvelle. 


(•)  E.  Mathieu,  Cours  de  Physique  mathématique.  Paris,  1873. 
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.M^is,  |ioiir  faire  4f  s  modincalions.  il  n'esl  pas  nécessaire,  en  gé- 
néral, de  jeler  à  bas  le  nioniimeni  élevé  par  nos  prédécesseurs,  de 
le  remuer  jusrju'aux  fondations  el  de  reconslrnire  sur  un  plan  tout 
nouveau. 

Sans  doule,  ces  profonds  bouleversements  s*împosenl  quelque- 
fois. Ainsi  Newton  el  les  grands  géomètres  du  xviii*  siècle  avaient 
édifié,  pour  représenter  les  pliénomènes  de  l'Optique,  un  svsléme 
d'une  belle  unité,  la  théorie  de  l'émission.  Mais  ce  svstème  était 
incapable  de  représenter  les  innombrables  pliénomènes  des  interfé- 
rences el  de  la  polarisation.  I^es  ellbrts  de  Biot  pour  loger  quand 
même,  à  force  de  complications,  les  découvertes  nouvelles  dans 
Tancien  édifice,  sont  demeurés  un  exemple  d'obslinalion  puérile. 
Une  révolution  était  devenue  nécessaire  dans  le  domaine  de  TOp- 
tique  ;  il  fallait  en  briser  Tancienne  constitution,  lui  donner  une 
constitution  nouvelle  reposant  sur  des  principes  essentiellement 
difTérenls  :  ce  fut  Tceiivre  «l'Young  el  de  Fresnel. 

Mais,  dans  le  développement  de  la  Phvsique  comme  dans  tous 
les  développements  que  nous  présenïe  la  nature,  la  révolution  est 
Texceplion,  révolution  la  règle.  Aussi  compléter  Tœuvre  de  ses 
prédécesseurs,  v  apporter  les  modifications  de  détail  qui  peuvent 
la  rendre  plus  |)arfaite,  plus  conforme  à  la  nature  qu'elle  doit  repré- 
senter, telle  doit  être  la  lâche  du  plivsicieii  qui  veut  contribuer 
pour  sa  part  au  progrès  de  la  S<*ience. 

L'accomplissement  de  celle  lâche  demande  du  travail*  et  de  la 
inodeslie  :  travail  actif,  o[)iiiiàtre,  pour  bien  comprendre  le  plan 
tracé  par  les  hommes  de  génie  qui  nous  ont  précédés,  pour  juger 
exactement  la  partie  de  ce  plan  que  nous  devons  réaliser,  pour 
apprécier  les  circonstances  où  il  est  légitime  d'apporter  à  leur  dessin 
de  légères  retouches;  mo<lcslie,  pour  subordonner  notre  œuvre  à 
la  leur,  pour  nous  faire  maçons  du  monument  qui  porte  leur  nom 
et  non  point  archilectes  d'un  monument  qui  porterait  le  notre. 

Ce  travail  opiniâtre,  celle  modestie,  se  renconirent  bien  rarement 
aujourd'hui.  Chacun  veut  innover,  avoir  5</  théorie,  construirez^/ 
physique.  Personne  ne  veut  lire,  méditer,  ap])rofondir  les  œuvres 
des  maîtres.  De  là,  la  multiplicité  et  la  coiifusiou  des  systèmes  que 
déplorait  E.  Mathieu.  Bien  déplorables,  en  eflel,  sont  celle  mul- 
tiplicité el  celle  confusion  des  théories.  Au  lieu  de  se  disposer  avec 
ordre  el  harmonie  connue,  dans  une  ville  bien  ordonnée,  s'alignent 
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les  montiinents  conslrnils,  sur  les  plans  de  quelques  arclnlecles  dfe 
*(énie,  par  une  armée  de  manœuvres  actifs  el  dociles,  les  syslèmes 
de  physique  s'enlassenl  en  désordre,  comme  un  fouillis  de  Imites 
que  chacun  hâlil  à  la  hâte  pour  s'y  abriter  sa  viedurant  sans  souci 
du  voisin,  sans  souci  de  celui  qui  viendra  plus  lard  jeter  à  bas 
cette  construction  fra^^ile  el  inachevée.  Le  voyageur,  égaré  dans 
un  semblable  dédale,  incapable  de  suivre  les  rues  qui  en  doi- 
vent relier  les  diverses  parties,  renonce  bientôt  à  |>rendre  connais- 
sance de  celle  ville.  Ainsi  la  multipli('ité  et  la  confusion  des  théories 
engendrent  bientôt  le  scepticisme  et  le  décoin*agement. 

2.  Ceux  <|ue  désespère  cet  état  chaotique  de  la  Physi(|ue  actuelle 
salueront  avec  joie  l'œuvre  dont  il  nous  est  donné  de  rendre  compte 
aujourd'hui  :  les  Levons  (r Optique  de  G.  Kirchboll',  que  le 
D'Kurt  Hensel,  pvi\uit-tloceni  à  TUniversité  de  Berlin,  vient  de 
publier  après  la  mort  de  rillustre  maître. 

Certes,  (i.  Kirchhofl' savait,  au  besoin,  créer  une  théorie  nou- 
velle; et  nul  n'oserait  regarder  comme  un  esprit  routinier  l'inven- 
teur de  Tanalyse  spectrale;  |>ourtant  nul,  plus  que  lui,  n'était 
respectueux  de  la  tradition.  Ses  œuvres  si  parfaites  de  Physique 
mathématique  sont,  pour  la  plupart,  destinées  non  pas  à  renverser 
une  théorie  ancienne,  non  |)as  à  créer  une  théorie  nouvelle,  mais 
à  compléter^  à  perfectionner,  à  élucider  les  théories  déjà  existantes. 
EnLIectrodynamique,  en  Magnétisme,  en  Elasticité,  en  Thermody- 
namique, il  n'innove  pas;  il  suit  la  trace  d'Ohm,  de  W.  Weber, 
de  Poisson,  de  (ireen,  de  Lamé,  de  Cauchy,  de  W.  Thomson,  de 
Clausius;  mais,  dans  la  voie  ouverte  par  ces  grands  génies,  quel 
actif  pionnier!  et  comme  la  roule  est  nette  el  bien  déblayée  partout 
où  il  s'est  chargé  de  la  frayer!  Pendant  une  grande  partie  de  sa 
carrière  scientifique,  il  s'est  fait  en  qiiehpie  sorte  l'élève  du  plus 
grand  inventeur  qui  soit  aujourd'hui  en  Physique,  de  l'illustre 
H.  von  rielmholtx.  Placé,  à  l'Université  de  Berlin,  aux  côtés  de  ce 
fécond  génie,  il  s'est  attaché  à  exposer,  à  perfectionner,  à  déve- 
lopper les  idées  qu'HelmhoItz,  axait  émises  sur  l'Hydrodynamique, 
sur  l'Acoustique,  sur  les  déformations  des  corps  polarisés;  et,  de 
cette  sorte  de  collaboration,  sont  sortis  de  beaux  et  importants 
Mémoires,  et  surtout  une  grande  partie  de  ces  merveilleuses  Leçons 
de  Mécanique  qui  sont  comme  l'introduction  à  l'Ouvrage  dont 
nous  rendons  compte  aujourd'hui. 
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Cel  Ouvrage,  comme  tout  ce  |qu'a  écrit  Kirchhoff,  a  ùlé  conçu 
dans  un  sentimenl  de  respect  pour  la  tradition.  Fresnel  a  fait  de 
la  théorie  de  Félasticilé,  à  peine  ébauchée  à  son  époque,  le  fon- 
dement des  théories  optiques.  Green,  Neumann,  Mac  Cullagh, 
Lamé,  ont  poursuivi  son  œuvre,  en  retouchant  et  modifiant  seule- 
ment quelques  détails.  Leurs  travaux  forment  un  ensemble  d'une 
merveilleuse  unité.  Eh  bien  !  c'est  cette  théorie  élastique  de  l'Op- 
tique, cette  théorie  traditionnelle,  que  G.  Kirchhofl*  expose  dans 
ses  LeçonSf  avec  une  ampleur,  avec  une  perfection  inconnues 
jusqu'ici. 

Le  respect  de  la  tradition  exige,  nous  l'avons  dit,  un  travail  consi- 
dérable; une  sorte  de  paresse,  le  désir  de  produire  hâtivement  et 
à  peu  de  frais,  sont  pour  beaucoup  dans  le  mépris  avec  lequel 
quelques  physiciens  actuels  traitent  l'œuvre  de  ceux  qui  les  ont 
précédés.  Que  les  Leçons  d'Optique  de  RirchhoOT  leur  servent 
d'exemple. 

Dans  un  court  appendice,  M.  le  D'  Kurt  Hensel  a  retracé  les 
vicissitudes  par  lesquelles  a  passé  la  rédaction  de  ses  Leçons  avant 
leur  publication.  Cette  histoire  est  instructive,  car  elle  nous 
apprend  par  quelle  élaboration  opiniâtre,  par  quelle  longue  série 
de  méditations  et  de  retouches,  la  pensée  de  KirchhofT  arrivait  à 
cette  précision  et  à  cette  concision  que  nous  admirons  aujour- 
d'hui. 

Les  Leçons  d^ Optique,  en  eflel,  ne  sont  pas  simplement,  comme 
la  plupart  des  ouvrages  analogues  publiés  après  la  mort  de  leur 
auteur,  une  rédaction  des  notes  prises  au  cours  par  un  ou  plusieurs 
élèves.  Une  très  grande  parïie  de  ces  Leçons  avaient  été  soigneu- 
sement rédigées  par  G.  KirchbofTlui-niêmc.  Aussi  y  retrouvons- 
nous  non  seulement  la  pensée,  mais  encore  le  style  de  l'illustre 
physicien. 

Le  reste  de  l'Ouvrage  a  été  composé  au  moyen  de  brouillons  de 
leçons  laissas  par  Kirchbofl',  et  des  notes  prises  à  ses  cours  par 
MM.  Nœther,  Weinstein,  Konig,  Nalh  et  Kurt  Hensel.  La  multi- 
plicité de  ces  documents,  la  compétence  de  ceux  qui  les  ont  four- 
nis, enfin  le  soin  avec  lequel  M.  H.  von  Helmhoitz  a  revu  la  rédac- 
tion de  rOuvrage,  nous  assurent  que  nous  avons  bien  l'expression 
exacte  des  idées  de  KirschhofT. 

3.  Ces  idées,   nous  l'avons  dit,  représentent  le  plus  magistral 
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exposé  (le  la  ihéorie  des  ondulations  qui  ait  été  donné  jusqu'ici. 
En  particulier,  la  théorie  des  phénomènes  présentés  par  les  corps 
isotropes  est  traitée  avec  une  telle  ampleur  que  Ton  ne  sait  ce  que 
l'on  doit  le  plus  admirer  ou  de  la  rigueur  logique  avec  laquelle 
les  diverses  parties  de  cette  théorie  sont  enchaînées  les  unes  aux 
autres,  ou  de  l'élégance  et  de  la  généralité  des  procédés  analy- 
tiques qui  servent  à  la  trailer.  Déjà,  en  i88^,  G.  Kirchhoflf  avait 
donné,  dans  les  Comptes  rendus  de  r Académie  de  Berlin,  un 
Mémoire  (')  qui  renfermait  tous  les  éléments  de  la  théorie  dont 
nous  lisons  aujourd'hui  le  développement.  Mais,  enlre  le  Mémoire 
Sur  la  théorie  des  rayons  lumineux  et  les  Leçons  d^ Optique, 
il  y  a  toute  la  distance  qui  sépare  une  esquisse  traitée  par  un 
maître  du  tableau  auquel  ce  maître  a  mis  la  dernière  main. 

La  première  leçon  est  consacrée  aux  hypothèses  par  lesquelles 
la  théorie  des  ondulations  parvient  à  établir  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  mouvement  lumineux. 

On  considère  un  solide  isotropelfictil^lélher,  et  les  déplacements 
transversaux  infmiments  petits  d'un  tel  solide.  Les  trois  compo- 
santes w,  i',  iv  d'un  tel  déplacement  vérifient,  en  tout  point 
(j;,y,  z)  du  milieu  et  à  tout  instant  ^,  les  trois  équations  aux  déri- 
vées partielles 


(l)                   a»  \u  —  -■-■  ,          rt«  Al»  —    --  ,          a*  A«i'  = 

àt'' 

et  aussi  l'équation 

,    ^                                            du        âv        dw 
(">                                           éi  ^ -^i  ^  àz  =  °- 

Faisons  encore,  sur  les  quantités  m,  r,  (v,  deux  hypothèses  com- 
plémentaires qui  sont  les  suivantes  : 

i"  Les  trois  quantités  w,  i^,  w  sont  trois  fonctions  périodiques 
de  /,  ayant  une  même  période  T.  Cette  période  est  extrêmement 
courte  par  rapport  à  la  durée  de  persistance  des  impressions  lu- 
mineuses sur  la  rétine.  • 


(»)  G.  KinciiiioFF,  Zur  Théorie  der  Lichtstrahlen.  Nous  avons  traduit  ce 
Mémoire  dans  les  Annales  de  l'École  Normale  supérieure  cl  nous  en  a\ons 
exposé,  dans  ce  Bulletiny  les  principales  idéos  {/Julleiin  des  Sciences  mathvnta- 
tiquesy  l.  \lî,,  p.  'y.'\  ). 
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u"   La  lon<»iieiir  d'onde  aT  est  1res  petite  par  ra|)|)orl  aux.  dis- 
tances visibles,  par  exemple  par  rapport  au  millimètre. 
Dès  lors,  si  Ton  considère  l'expression 


-il 


/4.T 

(m' -H  v^  ■+-  iv^)(flj 


où  0  est  la  densitr  de  Téther,  cette  expression  fournira,  par  ses 
propriétés  analylicpies ,  une  image  des  propriétés  phvsi(pies 
cpi'olFre  rintensiti»  d'une  lumière  monochromatique  dans  un  mi- 
lieu isotro|>e  parfaitement  transparent.  La  durée  de  vibration  T 
caractérise  la  couleur;  la  densité  p  de  IVtlier  caractérise  le  milieu; 
la  vitesse  de  propagation  a  dépend  à  la  fois  de  la  couleur  de  la 
lumière  et  de  la  nature  du  milieu. 

Des  hypothèses  que  nous  venons  d'énumérer,  la  dernière,  celle 
qui  a  trait  à  la  petitesse  de  la  longueur  d'onde  par  rapport  aux  lon- 
gueurs visibles,  est,  comme  le  montre  le  développement  de  la  théo- 
rie, le  nerf  de  toute  l'explication  des  phénomènes  de  diflTraction. 

L'élude  des  équations  aux  dérivées  partielles  (i)  et  ('2)  se  pré- 
sente naturellement  comme  le  premier  objet  aux  recherches  de 
l'opticien.  Clebsch  a  montré  que  l'on  intégrait  ces  équalions 
d'une  manière  générale  en  prenant  trois  intégrales  U,  \  ,  W  de 
l'équation 


(Ui 


et  en  posant 


â\ 

d\\ 

d\\ 

i)V 

It  —  ~  - 

■  —       .    "  ï 

V  - 

—  -  —  _ 

-  -   > 

ôz 

,iy 

(Ir 

ôz 

Oy         àx 

C'est  donc,  en  réalité,  r('*tude  de  Técpiation  aux  dérivées  par- 
tielles (3)  qui  domine  la  théorie  mathématique  de  la  lumière, 
comme  elle  domine  la  théorie  mathématique  du  son. 

Ces  préliminaires  généraux  posés,  Kirchhoflf  les  complète, 
dans  la  première  leçon,  en  inriiquant  brièvement  les  principes  re- 
latifs aux  monvements  vibratoires  plans  et  à  leur  composition. 
Puis,  passant  à  la  notion  du  point  lumineux  et  à  la  théorie  des 
ondes  sphériques  donnée  par  Euler,  il  expose  l'explication  delà 
rlassi(|ue  expérience  des  deux  miroirs. 
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4.  l^'étuJe  de  rérjiiatioii  aux  dérivées  partielles  (.i)  domine, 
nous  venons  de  le  dire,  la  théorie  mathématique  de  la  lumière. 
On  doit  à  G.  KirchholT  le  théorème  fondamental  qui  régit 
Téhide  de  cette  équation,  et  c'est  à  l'exposé  de  ce  théorème  qirest 
consacré  le  déhut  de  la  deuxième  leçon.  Insistons  quelque  peu 
sur  rimportance  de  vv.  théorème. 

(^auchv  a  montré  (pie,  si  l'on  considère  un  point  o,  d'aflixe  ^o. 
intérieur  à  une  courhe  fermée  et  une  fonction  /(z)  de  la  variable 
complexe  z  régulière  à  l'inlérieur  de  celte  courbe,  on  a 


9 


•    ^  ^ir.J  z  —  Zq 


l'intégrale  s'élendant  au  contour.  Cette  égalité,  on  le  sait,  s'ob- 
tient sans  peine  en  applitpiant  le  théorème  de  Greeii  d'une  part  à 
la  foncliony(  j  ),  et  d'autre  part  à  la  plus  simple  des  fonctions  de  z 
avant  un  pôle  au  point  o,  c'est-à-dire  à  la  fonction 


On  sait  couunrnt  cette  proposition  <Je  (^auchv  peut  être  [)rise  pour 
fondement  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe; 
comment,  en  ])articulier,  elle  démontre  que  toute  fonction  d'une 
variable  complexe  régulière  dans  une  aire  est  en  même  tenq>s  ana- 
Iv tique  dans  cette  aire. 

F^e  même  procédé  aj>pli(pié,  d'une  part,  à  une  fonction  V  harmo- 
nique à  l'intérieur  d'une  certaine  surface  S,  d'autie  part,  à  la  plus 
simple  des   fonctions   harmoniques  qji  ont  pour  [)ole  le  point  o 

intérieur  à  cette  surface,  c'est-à-dire  à   la  fonction-»  a  fourni  à 

/• 

Green  la  célèbre  identité 


It:,/     \      fhii        r  On,  / 


Cette  identité  est  fondamentale  dans  l'élude  des  foncttlons  harmo- 
niques; elle  permet  de  démontrer  que  toute  f(mction  régulière 
dans  un  espace  est  analvtique  dans  cet  es|>ace. 

La  théorie  du  son   conduit  à  considérer  les  fonctions  (pii  véri- 
fient une  équation  aux  dérivées  partielles  de  la  forme 

1^  H-  K*'^  —  o. 


La  plus  simple  dos  (onclions  qui  vcrilîc  celle  cqualion  aux  dé- 
rivées parlielios  et  <pii  ait  au  point  o  un  pôle  est  la  fonction 

cosKr 


M.  H.  von  Helmhollz,  en  appliquant  l'identité  de  Grecn  à  celte 
fonction  d\ine  pari  et,  d'autre  part,  à  une  fonction  qui,  à  l'inté- 
rieur de  la  surface  S,  contenant  le  point  o,  est  régulière  et  vérifie 
Téquation  aux  dérivées  partielles  précédente,  a  obtenu  l'idcntîlé 

^     ,  /•  /  ,     f>    cos  K  r        eus  K  /•   ()^  \    .^ 

Cette  identité,  fondamentale  dans  Télude  des  fonctions  ^,  conduit 
en  particulier  à  cette  conséquence  que  toute  fonction  'l  régulière 
dans  un  espace  est  analytique  dans  cet  espace. 

Ces  diverses  identités,  déduites  du  théorème  de  Green,  aux- 
(juelles  il  faudrait  joindre  les  identités  analogues  relatives  aux 
fonctions  harmoniques  de  deux  variables  et  aux  fonctions  ^  de 
deux  variables,  ont,  dans  l'étude  des  fonctions  auxquelles  elles  se 
rapportent,  une  importance  capitale.  G.  KirchhoflT  a  donc  fait 
faire  un  grand  pas  à  la  théorie  analytique  des  fonctions  qui  véri- 
lient  Téquation  aux  dérivées  partielles 

(3)  a2  Acs  =   — 3, 

en  établissant  Tidenlité,  analogue  aux  précédentes,  qui  se  rapporte 
à  ces  fonctions.  C'est  l'identité 


(4) 


avec 


«p(J^o,7o,5u,0  ---  ,      /  G(x,y,zJ  —  ^j  rfS, 


i  âo(.r,y^z.t)  1      dr   Oo(T,y,z.t) 

r  O/ti  ar  dru  ^t, 

M.  Maggi  a  élevé  quelques  doutes  sur  la  légitimité  du  raisonne- 
ment de  G.  KirchhofTet  a  cherché  à  éviter  les  points  litigieux  de 
sa  démonstration.   M.  Bcltrami  a  donné,  de  cette  proposition  de 
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G.  KirchliolT,  une  belle  ddinonslralion  que  nous   avons  repro- 
duîle  dans  nos  Leçons  d^ Hydrodynamique, 

L'applicalion  à  uiiesurrace  sphériquedu  lliéorème  de  G.  Kirch- 
hoff  donne  le  beau  tliéorènie  par  lequel  Poisson  est  parvenu  à 
former  l'intégrale  de  ré(|uation  (3).  Ce  théorème  de  Poisson  esl, 
comme  Ton  sait,  le  fondement  de  la  théorie  de  la  propagation  du 
son,  et  Stokes  en  a  fait  usage  pour  l'étude  de  la  diffraction.  C'est 
d'ailleurs  par  une  habile  généralisation  de  la  démonstration  du 
théorème  de  Poisson  donnée  par  Kirchhoff  dans  ses  Leçons  de 
Alécanique,  que  le  savant  physicien  est  parvenu  plus  tard  à  la 
démonstration  du  théorème  général  auquel  il  conviendrait  désor- 
mais d'attacher  son  nom. 

\,  Un  problème  analytique  est  complèlement  défini  lorsqu^on 
connaît  à  la  fois  les  équations  aux  dérivées  partielles  qui  le  ré- 
gissent et  les  conditions  aux  limites  auxquelles  il  est  soumis.  Les 
hypothèses  générales  de  la  théorie  ondulatoire  de  la  lumière  nous 
font  connaître  les  équations  aux  dérivées  partielles  qui  régissent, 
dans  un  milieu  homogène,  isotrope  et  transparent,  les  compo- 
santes du  mouvement  qui  représente  les  phénomènes  lumineux. 
Les  conditions  aux  limites  nous  seront  fournies,  dans  chaque  cas 
particulier,  par  les  hypothèses  spéciales  relatives  aux  corps  qui 
limitent  le  milieu. 

Le  théorème  de  G.  Kirchhoff  a  l'avantage,  non  seulement  de 
fournir  l'intégrale  générale  de  Téqualion  des  mouvements  lumi- 
neux, mais  encore  d'indiquer  d'une  manière  précise  de  quelle  ma^ 
nière  il  convient  de  fixer  les  conditions  aux  limites. 

Supposons  <[u'un  point  lumineux  M  se  trouve  dans  un  milieu 
isotrope  indéfini;  il  y  engendrera  un  phénomène  lumineux  et 
soit  Oo  l'une  des  fonctions  U,  V,  W  qui  servent  à  former  les  com- 
posantes du  mouvement  lumineux  au  point  o.  On  place  dans  le 
milieu  un  corps  dont  la  surface  est  S.  La  fonction  tpo  est  remplacée 
par  une  nouvelle  fonction  csj,,  et  l'on  a,  comme  G.  Kirchhoff  le 
montre  sans  peine, 

la  fonction  G(jr,  r,  5,  /)  étant  définie  par  l'égalité  (5)  où   l'on 
remplace  y  par  '^'. 
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I^'rgalité  (^5)  nous  inonlre  alors  que  le  problème  de  l'Optique 
sera  coniplcleinent  résolu  si  nous  savons  former,  en  tout  point  de 

la  surface  S,  et  pour  louto  valeur  de  t.  les  valeurs  de  o'  et  de  —-• 
Les  rrgles  qui  permettent,  dans  chaque  cas  particulier,  de  for- 
mer les  valeurs  de  ^'  et  de  -p-  à  la  surface  d'un  corps  étranger 

avaient  été  établies  par  Kirclihoffdans  son  Mémoire  de  1882,  mais 
avec  une  extrême  concision  qui  entraînait  beaucoup  d'obscurité. 
Dans  le  présent  Ouvrage,  leur  exposé,  quoique  très  concis  encore, 
est  ce|)endant  beaucoiq)  plus  clair.  Kircliholf  montre  d'abord  la 
forme  d'équations  aux  limites  (jui  convient  à  la  surface  de  sépara- 
tion de  deux  milieux  transparents.  Ces  équations  aux  limites,  qui 
suffisent  à  déterminer  les  directions  des  ravons  rélléchis  et  réfrac- 
tés,  se  simplifient  beaucoup  lorsque  le  corps  est  complètement 
noir,  cVst-à-dire  lorsqu'il  ne  fournit  ni  ondes  réfléchies  ni  ondes 
r/fractées.  Elles  deviennent  alors 

do 


?  -  <•-     7^  -  ". 


en  tout  point  de  la  surface  du  corps  noir  qui  n'est  pas  vu  du  point 
lumineux  et 

'  _  ^®'  _  ^® 

en  tout  point  du  corps  noir  qui  est  vu  du  point  lumineux.  13e  là, 
il  résulte  immédialcmenl  que,  si  l'on  plonge  im  corps  noir  dans 
un  milieu  qu'éclaire  un  point  lumineux,  on  aura,  en  tout  point  o 
de  ce  milieu 


(«) 


4^?i  =  -\T.'^o-^  I GlxyV,  z,l )^S, 


la  fonction  G  étant  définie  parTégaiité  (5)  et  l'intégrale  s'étendanl 
à  la  partie  de  la  surface  du  corps  noir  qui  est  vue  du  point  lumi- 
neux. 

o.    L'évaluation  de  cette  intégrale 


/g(.-,v..,/   ;;),/s, 


étendue  à  une  aire  îimit  e,  est  ensuite  exposée  par  G.  Kirchhoir. 
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G.  IvircliliofT  excepte  tout  d'ahon!  de  ses  recherches  deux  cas 
définis  de  la  manière  stilvanle  : 

i"  La  ligne  qui  joint  le  point  lumineux  i  au  point  o  passe  à 
une  dislance  du  bord  de  l'aire  S  de  Tordre  de  la  longueur  d'onde; 

2"  Il  existe,  sur  le  bord  de  cette  surface,  une  portion  d'étendue 
finie  le  long  de  laquelle  les  variations  de  la  somme  (/'i  + /'o) 
sont  seulement  de  Tordre  de  la  longueur  d'onde  A. 

Ces  deux  cas  exceptionnels  étant  exclus,  on  peut  distinguer  deux 
cîis  généraux  : 

r*  I^a  ligne  (0,1)  ne  rencontre  pas  la  surface  S.  On  a  alors 

/  G  I  j",  V,  5,  ^  —  —  j  *'/S  —  o. 

•ji"  La  ligne  (o,  i)  rencontre  la  surface  S.  On  a  alors 


jO^T^y,  z,i    -  ^)d<>  =  /ir^o. 


L'application  de  ces  résultais  à  Técpiation  (())  donne  de  suite  la 
réponse  à  la  question  suivante  :  Un  point  lumineux  1  et  un  écran 
parfaitement  noir  sont  placés  dans  un  même  milieu;  quel  est 
l'éclairement  au  point  o  de  ce  milieu? 

Si  la  ligne  (o,  i)  rencontre  le  corps  noir  entre  les  points  o  et  i, 
on  aura 


©0  =  0, 


et  le  point  o  sera  dans  Toliscurité. 

Si  la  ligne  (o,  1  )  ne  ren(îontre  pas  le  corps  noir  entre  les  points 
o  et  I ,  on  aura 

et  le  point  o  sera  éclairé  comme  si  le  point  lumineux  n'existait  pas. 

Ce  théorème  fondamental  est  la  loi  de  la  propagation  recliligne 
de  la  lumière  et  le  principe  de  la  théorie  des  ombres.  La  démon- 
stration qu'en  donne  KirchliolT  montre  que  sa  justesse  est  sou- 
mise à  deux  restrictions  : 

La  ligne  (o,  1)  passe  à  une  distance  du  bord  de  Técran,  grande 
par  rapport  à  la  longueur  d'onde; 

La  somme  (/'o  -i-  /'i  )  subit,  le  long  de  toute  portion  finie  du  bord 
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de  récran,  une  variation  p;rande  par  rapport  à  la  longueur  d'onde. 
Il  jr  a  donc  deux  cas,  définis  d'une  manière  précise,  et  deux  seu- 
lement, où,  dans  un  milieu  isotrope,  la  loi  de  la  propagation  recli- 
ligne  de  la  lumière  pourra  devenir  inexacte,  et  où,  par  conséquenl, 
il  pourra  y  avoir  diffraction.  Tel  est  le  magnifique  résultat  qui 
clôt  la  deuxième  leçon  du  Livre  de  G.  Kirchhoff. 

6.  Dans  la  seconde  leçon,  G.  Kirchhoff  a  posé  les  conditions 
aux  limites  qui  conviennent  à  la  réflexion,  à  la  réfraction  et  à  la 
diffraction  ;  Tétude  de  ces  diverses  parties  de  l'Optique  fait  l'objet 
des  leçons  suivantes;  la  troisième  est  consacrée  à  la  réflexion. 

En  excluant  encore  certains  cas  exceplionnels,  parfaitement 
définis,  et  qui  sont  ceux  où  se  produira  la  diflraction  par  réflexion, 
Kirchhoff  déduit  de  ses  équîvtions  toutes  les  lois  bien  connues  de 
la  marche  des  ondes  réfléchies.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  rappeler 
les  propriétés  géométriques  des  foyers,  que  l'on  trouvera  com- 
plètement démontrées  dans  le  Livre  dont  nous  rendons  compte. 
Indiquons  seulement  un  théorème  fondamental  déjà  démontré  par 
Kirchhoff  dans  son  Mémoire  de  1882t. 

Lorsque  Ton  suit  un  rajon  réfléchi,  au  moment  où  l'on  passe 
par  un  des  deux  foyers  de  ce  rayon,  on  voit  l'amplitude  devenir 

infinie  et  la  phase  varier  brusquement  de  } 

M.  Gouy  a  récemment  mis  en  évidence  ce  changement  de  phase. 
Dans  l'expérience  des  deux  miroirs  de  Fresnel,  il  remplace  un 
miroir  plan  par  un  miroir  concave,  et  il  produit  les  franges  d'in- 
terférences au  delà  du  foyer  de  ce  miroir.  La  frange  centrale  est 
alors  une  frange  noire.  Lors  de  la  dernière  exposition  de  la  Société 
de  Physi(jue,  tout  le  monde  a  pu  voir  celte  belle  expérience  du 
savant  professeur  de  Lyon.  Mais  on  a  peut-être  trop  oublié  que 
les  calculs  de  G.  Kirchhofl' avaient,  sur  ce  point,  devancé  l'expé- 
rience. 

La  quatrième  leçon  est  consacrée  à  la  réfraction.  Dans  son 
Mémoire  de  i88'>i,  G.  Kirchhofl*  s'était  contenté  d^indiqucr  que 
l'étude  de  la  réfraction  pouvaitétre  faite  comme  celle  de  la  réflexion. 
Ici,  il  développe  très  complètement  Tétude  de  la  réfraction.  Non 
seulement  il  retrouve  par  ses  fornuiles  les  lois  connues  de  l'Op- 
tique géométrique,  mais  encore  il  démontnî  les  principales  consé- 


7: 
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queiiccs  générales  de  ces  lois  el,  en  particulier,  les  propriétés  des 
lentilles  épaisses  découvertes  par  Gauss. 

7.   Nous  avons  vu  au  n**  5  que  le  théorème  général  démontré 
par  G.  Kircilhoff  pour  l'intégrale 


fG(x,y,z,t—j)dS 


était  en  défaut  dans  deux  cas  particuliers,  d'où  deux  cas  d'excep- 
tion, et  les  deux  seuls  cas  d'exception  possibles,  à  la  loi  de  la  pro- 
pagation rectilignede  la  lumière.  Le  premier  cas  d'exception  cor- 
respond aux  phénomènes  de  diffraction  que  Fresnel  a  découverts; 
le  second  aux  phénomènes  de  diffraction  que  Fraunhofer  a  observés 
le  premier.  Les  formules  de  G.  KirchholT  embrassent  à  la  fois  le 
cas  général  et  les  cas  d'exception.  Aussi  KirchhofT  en  a-t-il  déduit 
une  théorie  étendue  des  phénomènes  de  difTraclion,  la  seule  vrai- 
ment logique  qui  ait  été  donnée  jusqu'ici.  C'est  l'objet  des  cin- 
quième, sixième  et  septième  leçons. 

Après  avoir  développé,  pour  l'étude  des  phénomènes  de  diffrac- 
tion, quelques  formules  générales,  où  les  rajons  qui  donnent  lieu 
aux  phénomènes  de  difiraction  sont  supposés  subir  un  nombre 
quelconque  de  réflexions  et  de  réfractions,  Kirchhoff  aborde  l'étude 
des  phénomènes  de  diffraction  en  lumière  parallèle,  qu'il  nomme 
fort  justement  phénomènes  de  Fraunhofer.  Il  nous  est  impossible 
d'insister  ici  sur  les  divers  cas  traités;  nous  devons  nous  bornera 
les  énumérer  sèchement.  Il  examine  d'abord  le  cas  où  l'ouver- 
ture lumineuse,  unique,  est  un  reclangle  éclairé  par  un  point 
lumineux  ou  par  une  ligne  lumineuse;  puis  le  cas  où  cette  ouver- 
ture a  la  forme  d'un  cercle,  cas  auquel  se  rattache  la  théorie  de 
Firradiation;  il  démontre  enfin  que  les  phénomènes  de  diffraction 
produits  par  une  ouverture  ou  par  un  écran  de  même  forme  que 
l'ouverture  sont  liés  par  un  théorème  très  simple  dû  à  M.  Lommel. 

L'étude  du  cas  où  les  ouvertures  diffringentes  sont  en  grand 
nombre  fournit  à  Kirchhoff  une  théorie  complète  des  réseaux. 
Toutefois,  cette  théorie  est  traversée  par  une  difficulté.  Toute  la 
théorie  de  la  diffraction  suppose  les  dimensions  des  ouvertures  très 
grandes  par  rapport  à  la  longueur  d'onde.  C'est  une  condition  qui 
n'est   plus  réalisée  dans  ces  réseaux  prodigieusement  fins   que 
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constriiiseiU  aiijourdliiii  d'habiles  artistes.  Les  maxinia  de  lumière 
ont  cependant  dans  ce  cas,  Texpérienre  le  démontre,  les  positions 
prévues  par  la  théorie  ordinaire  de  la  diflVaction.  Par  une  analyse 
directe  de  ce  cas  particulier,  G.  Kirchhoflfdonne  à  cet  accord  une 
justification  théorique. 

Après  la  théorie  des  réseaux  vient  une  théorie  complète  des 
Iranges  de  Ta I bot,  terminant  Texposé  des  phénomènes  de  diffrac- 
tion de  Fraunhofer. 

L'étude  des  phénomènes  de  diffraction  de  Fresnel  est  limitée 
aux  phénomènes  produits  par  un  écran  à  bords  rectilignes  ou  par 
une  fente  à  bords  rectilignes.  Le  problème  est  ramené  par  une 
analyse  rigoureuse  à  Tétude  des  célèbres  intégrales  deF'resnel.  Au 
lieu  de  développer  les  intégrales  de  Fresnel 


,n  ^n 


Ç    ros$«^/J,  /     siiiJ«é/J, 


•    0  •   0 


en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  u,  ainsi 
que  AL  Ph.  Gilbert  nous  a  appris  à  le  Caire  pour  toute  valeur  de  f/, 
Kirchlîoff  développe  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les 
puissances  croissantes  de  u  les  deux  fonctions 


//  *    M 


Il  donne  aussi  de  reniarquables  séries  semi-com^ergentes  qui 
permettent  un  calcul  rapide  de  M(«)et  de  N(i/)  pour  les  grandes 
valeurs  positives  de  u, 

8.  Les  conditions  aux(]uelles  est  assujetti  le  mouvement  lumi- 
neux à  la  surface  qui  limite  deux  milieux  transparents  ont  été  don- 
nées dès  la  première  leçon,  du  moins  sous  leur  forme  générale,  et 
c'est  de  ces  conditions  (pront  été  déduites  les  lois  géométriques  de 
la  réllexion  et  de  la  réfraction.  Mais  les  écpiations  qui  lient  entre 
elles  Tonde  plane  incidente.  Tonde  rédéchie  et  Tonde  réfractée  ren- 
ferment certaines  constantes  qui  dépendent  de  Tangle  dincidence 
et  de  la  nature  de  la  polarisation  de  la  lumière.  Préciser  la  forme 
de  ces  constantes,  c'est  Tobjet  de  la  théorie  mécanicpie  de  la 
réllexion  et  de  la  réfraction. 

L  ne  première  idée  se  présente  :  c'est  d'admettre  la  même  forme 
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de  conditions  aux  limites  que  relie  à  laquelle  on  parvient,  dans 
la  théorie  de  rélasticilé,  lorsqu'on  traite  les  vibrations  de  deux 
milieux  voilés  l'un  à  Tautre.  G.  KîrchlioflT  poursuit  d'abord  les 
conséquences  de  celte  hypothèse  dans  un  cas  particulier  :  dans  le 
cas  où  la  vibration  incidente  est  rectiligne  et  perpendiculaire  au 
plan  d'incidence.  Les  conséquences  auxquelles  on  parvient  ne 
peuvent  s'accorder  avec  les  faits  que  si  l'on  admet  Tune  ou  l'autre 
des  deux  hvpothèses  suivantes  : 

Ou  bien  l'élasticité  de  l'éther  est  la  même  dans  tous  les  milieux, 
et  la  vibration  lumineuse  est  alors  perpendiculaire  au  plan  de 
polarisation; 

Ou  bien  la  densité  de  l'éther  est  la  même  dans  tous  les  milieux, 
et  la  vibration  lumineuse  est  alors  parallèle  au  plan  de  polari^satioii. 

Laquelle  de  ces  deux  hvpothèses  faut-il  adopter? 

Fresnel  a  adopté  la  première,  mais  son  opinion  se  heurte  à  une 
grosse  difficulté;  si  l'on  admet  cette  opinion,  il  n'est  pas  possible 
de  généraliser  la  théorie  mécanique  de  la  réflexion  et  de  la  réfrac- 
tion de  manière  à  l'étendre  aux  milieux  cristallisés.  Si  l'élasticité 
de  l'éther  doit  être  la  même  dans  tous  les  milieux  que  dans  le  vide, 
qui  est  isotrope,  elle  sera,  pour  tous  les  milieux,  la  même  dans 
toutes  les  directions.  Comme  d'ailleurs  la  densité  est  essentielle- 
ment, pouremplover  le  langage  d'IIamillon,  une  quantité  scalaire 
et  non  nne  grandeur  vectorielle,  que  le  mot  densité  suivant  une 
flirection  donnée  n'a  absolument  aucun  sens,  on  voit  que  l'opi- 
nion de  Fresnel,  si  l'on  en  poursuivait  les  conséquences,  ferait 
disparaître  de  l'Optique  la  notion  de  milieu  anisotrope. 

Aussi,  lorsque  Mac  Cullagh  et  Noumann  se  sont  préoccupés 
d'étendre  à  la  réflexion  de  la  lumière  sur  les  cristaux  la  théorie, 
donnée  par  Fresnel,  de  la  réflexion  de  la  lumière  sur  les  corps 
vitreux,  ont-ils  été  tout  naturellement  amenés  à  rejeter  la  première 
hypothèse  et  à  accepter  la  seconde.  G.  Kirchhofl'sin't  leur  exemple. 

Lors(|ue,au  lieu  d'étudier  le  cas  où  la  lumière  vibre  normalement 
au  plan  d'incidence,  on  veut  étudier  le  cas  où  elle  vibre  parallèle- 
ment au  plan  d'incidence  (et  l'étude  de  ces  deux  cas  contient  toute 
la  théorie  de  la  réflexion),  il  n'est  plus  possible  de  garder  pour  les 
conditions  aux  limites  la  forme  qui  convient,  d'après  la  théorie  de 
l'élasticité,  à  deux  milieux  collés  Tun  à  l'autre  et  soustraits  à  toute 
action  extérieure.  Ces  conditions  conduisent  à  des  conséquences 


Go  PUEMIÈIII'   PAKTIE. 

incompatibles  avec  l'expénence.  On  est  donc  conduit  à  cliercLer 
des  conditions  aux  limites  qui  soient  identiques  eux.  conditions 
déjà  données  dans  le  cas  où  la  lumière  vibre  perpendiculairement 
au  plan  dMncidence  et  qui  conduisent  à  des  résultats  compatibles 
avec  Texpérience  dau^  le  cas  où  la  lumière  vibre  parallèlement  au 
plan  d'incidence. 

Ces  conditions,  Kirchhoff  les  forme  et,  pour  les  justifier,  il 
invoque  une  considération  qui,  dans  une  leçon  ultérieure,  aura 
une  grande  importance,  la  considération  des  actions  que  la  matière 
exerce  sur  l'étlier  qui  la  pénètre. 

Les  conditions  trouvées  fournissent  les  formules  qui  régissent  la 
réfraction  et  la  réflexion  de  la  lumière.  Ces  formules  conduisent, 
dans  le  cas  où  II  y  a  réflexion  totale,  à  des  résultats  imaginaires  qui 
n'ont  plus  aucun  sens  physique.  On  sait  comment  Fresnel,  inter- 
prétant ces  résultats  imaginaires  par  une  divination  dont  la  puis- 
sance égale  l'élrangeté,  parvint  à  énoncer  une  théorie  de  la  réflexion 
totale  vérifiée  par  la  célèbre  expérience  du  parallélépipède. 

Ces  résultats  peuvent  être  rendus  saufs  des  étranges  considéra- 
tions par  lesquelles  Fresnel  lésa  obtenus.  Les  conditions  aux  limites 
adoptées  dans  la  théorie  de  la  réflexion  supposent  essentiellement 
qu'il  n'y  a  pas  de  réflexion  totale;  elles  doivent  subir  une  inodili- 
cation,  et  cette  modification,  une  fois  réalisée,  conduit  sans  peine 
à  la  théorie  de  la  réflexion  totale. 

Une  fois  établies  les  formules  générales  qui  règlent  la  réflexion 
et  la  réfraction  de  la  lumière  à  la  surface  des  substances  vitreuses, 
il  devient  facile  de  traiter  les  divers  problèmes  qui  se  rattachent  à 
la  théorie  delà  réflexion  et  de  la  réfraction  :  réflexion  et  réfraction 
.par  une  lame  à  faces  parallèles,  anneaux  colorés  de  Newton,  pro- 
priétés de  la  pile  de  glace.  Kirchhofl*  consacre  une  leçon  à  l'exa- 
men complet  de  ces  divers  problèmes. 

9.  Les  diverses  théories  développées  dans  les  leçons  que  nous 
venons  d'analyser  supposent  qu'il  n'y  a  pas  de  perte  de  force  vive 
dans  la  propagation  du  mouvement  lumineux;  que,  par  conséquent, 
les  milieux  étudiés  sont  complètement  transparents.  Elle  est  loin 
de  rendre  compte  de  tous  les  phénomènes  lumineux;  le  phéno- 
mène de  la  dispersion  dans  les  milieux  transparents,  les  phéno- 
mènes d'absorption,  la  réflexion  métallique,  échappent  aux  prises 
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de  celle  représentation  trop  simplifiée.  La  dixième  leçon  est  con- 
sacrée par  G.  Rirclihoff  à  monlrer  comment  une  représentation 
plus  complexe  peut  embrasser  tous  ces  phénomènes. 

Le  principe  de  la  modification  à  apporter  à  la  théorie  des  phé- 
nomènes lumineux  a  été  indiquée  par  Cauchv.  Il  consiste  à  com- 
pléter les  équations  aux  dérivées  partielles  du  mouvement  lumineux 
en  y  introduisant  certains  termes  qui  représentent  l'action  de  la 
matière  sur  l'élher  dont  elle  est  pénétrée.  G.  Kirchhoff  expose 
celte  modification  en  suivant  la  voie  si  simple  que  Helmhoitz  a 
indiquée  dans  son  Mémoire  célèbre  sur  la  réflexion  anormale.  G. 
KirchholT  traite  d'abord,  à  l'exemple  d'Helmholtz,  les  relations  de 
la  dispersion  anormale  avec  l'absorption  et  le  phénomène  des  cou- 
leurs superficielles;  puis,  d'une  manière  très  simple,  il  établit  les 
formules  de  la  réflexion  métallique  données  par  Cauchy. 

10.  Celle  leçon  termine  la  partie  la  plus  importante  du  livre, 
celle  qui  est  consacrée  à  l'étude  des  corps  isotropes.  Les  quatre 
dernières  leçons  sont  un  exposé  rapide  des  propriétés  optiques 
des  corps  cristallisés. 

Une  leçon  expose  les  lois  du  mouvement  lumineux  dans  les 
milieux  cristallisés;  la  théorie  de  la  double  réfraction  admise  par 
G.  KirchhoflT  est  la  belle  théorie  que  Green  a  édifiée,  que  Lamé 
a  ensuite  retrouvée. 

La  théorie  de  la  surface  d'onde,  les  constructions  des  rayons, 
des  plans  de  polarisation,  des  vibrations;  les  phénomènes  de  la 
réflexion  conique  intérieure  et  de  la  réflexion  conique  extérieure 
sont,  dans  une  seconde  leçon,  exposés  par  des  procédés  analy- 
tiques aussi  simples  que  symétriques. 

La  théorie  mécanique  de  la  réflexion  et  de  la  réCraclion  de  la 
lumière  à  la  surface  d'un  milieu  cristallisé  a  fait  l'objet  d'un  impor- 
tant Mémoire  de  G.  Kirchbofl*.  Le  sujet  traité  dans  ce  Mémoire 
est  repris,  d'une  manière  plus  méthodique,  dans  la  treizième  leçon. 
Enfin,  la  quatorzième  et  dernière  leçon  est  consacrée  à  l'étude 
des  couleurs  que  présentent  les  lames  cristallines  minces  placées 
entre  deux  niçois. 

Cette  partie  des  Leçons  de  G.  Kirchoirqui  f^st  consacrée  à  l'élude 
des  milieux  cristallisés  ne  présente  j)as  un  ensemble  aussi  imposant 
que   les   dix    leçons   consacrées  aux  mili(Mix  isotropes.   On  peut 

Bull,  de.%  Sciences  mathem.,  2'  série,  t.  XVI.  (  i'cvricr  iHf)^.)  ') 
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même  y  signaler  une  regrettable  lacune  :  la  théorie  de  la  polarisa- 
lion  rotatoire  est  passée  entièrement  sous  silence.  Néanmoins,  on 
peut  dire  que  ces  Leçons,  auxquelles  le  Maître  n'a  pu  donner  le 
dernier  poli,  constituent  le  plus  beau  commentaire  qui  ait  jamais 
été  fait  de  l'œuvre  de  Fresnel. 

Qu'il  nous  soit  permis,  en  terminant  ce  compte  rendu,  d'émettre 
un  vœu.  Les  Leçons  de  Mécanique  de  Kirchhoff  sont  parvenues, 
en  Allemagne,  à  leur  troisième  édition;  elles  sont  devenues  le 
guide  indispensable  de  quiconque  veut  étudier  la  Physique  mathé- 
matique, et  cependant  elles  n'ont  pas  encore,  en  France,  trouvé 
de  traducteur.  Souhaitons  que  les  Leçons  d^ Optique  ne  rencon- 
trent pas,  dans  noire  pays,  la  même  indifférence. 

P.     DuHFM. 


LIE  (SOPHUS).    —   VORLESUNGEN   lEBER    DlFFEWENTIALGLEïCniiNGEN    MIT    Be- 

KANNTEN  iNPixiTESiMALEN  Transformationex.  Hcarbeilcl  und  lierausgc- 
fçcbcn  von  D"^  Georg  Sc/ieffcrs.  Leipzi»,  Teiibner,  1891. 

Ce  Livre,  publié  sous  l'inspiration  de  M.  IJe,  se  distingue  de 
son  Ouvrage  Sur  ta  théorie  des  groupes  de  transformations  par 
un  caractère  tout  élémentaire.  Il  a  pour  but  l'application  des 
belles  théories  de  l'illustre  géomètre  aux  équalions  différen- 
tielles, et  présente  un  exposé  très  simple  des  notions  fondamen- 
tales de  la  théorie  des  groupes  suivi  d'une  théorie  des  équations 
différentielles.  La  notion  d'intégrale  de  ces  équations  étant  sup- 
posée connue,  il  est  à  la  portée  de  débutants  dont  les  connaissances 
mathématiques  ne  dépassent  guère  le  programme  de  nos  classes  de 
Mathématiques  spéciales.  L'étude  des  cas  d'intégrabilité  des 
équations  différentielles  ordinaires  du  premier  ordre  y  est  ratta- 
chée à  la  notion  de  transformation  infinitésimale  :  une  telle  équa- 
tion est  intégrable  par  des  quadratures,  lorsque  sa  forme  permet 
de  reconnaître  a  priori  certaine  transformation  infinitésimale 
qu'elle  admet;  tous  les  cas  d'intégrabilité  connus  sont  présentés 
de  cette  manière. 

La  lecture  de  l'Ouvrage  est  facilitée  par  les  nombreux  exemples 
qui  suivent  chaque  théorie,  par  les  démonstrations  multiples  qui 
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sonl  données  de  chaque  proposition  capitale  et  en  font  ressortir 
le  véritable  caractère. 

En  résumé,  ce  Livre  présente  un  ensemble  de  connaissances 
aujourd'hui  indispensables  pour  l'étude  des  équations  différen- 
tielles, et  initie  à  un  grand  norabi:e  de  notions  de  la  théorie  des 
groupes.  M.  Scheflers  annonce,  dans  sa  Préface,  son  intention  de 
rédiger,  dans  le  même  ordre  d'idées,  une  Introduction  à  la  Théorie 
des  groupes.  Ce  sera  un  utile  complément  du  présent  Ouvrage, 
et  le  lecteur  désireux  d'apprendre  davantage  trouvera  dans  ces 
deux  Livres  une  préparation  à  l'élude  plus  difficile  des  Transfor- 
ma tionsgruppen  . 

Première  Partie.  —  Après  avofr  préparé  le  lecteur  aux  notions 
qui  suivent  par  des  exemples  tiès  simples,  l'auteur  définit  ce  qu'il 
entend  par  groupe  à  un  paramètre  de  transformations  ponc- 
t ue lies  d'un  plan,  C^cîil  un  ensemble  de  transformations  dépen- 
dant chacune  d'une  arbitraire,  telles  que  la  suite  de  deux  quel- 
conques d'entre  elles,  effectuées  l'une  après  l'autre,  se  ramène  à 
une  seule  opération  du  même  ensemble.* 

Les  groupes  étudiés  ici  sont,  en  outre,  soumis  à  la  restriction 
d'avoir  leurs  transformations  deux  à  deux  inverses,  c'est-à-dire 
que^  si  une  transformation  appartient  au  groupe,  il  en  est  de  même 
de  la  transformation  inverse. 

Analytiquement,  un  tel  groupe  sera  donc  défini  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

pouvant  aussi  s'écrire 

et  telles  que,  si  l'on  joint  aux  équations  (i)  les  équations 

on  ait  aussi 

<3)  Xi=o{x,y,c),        J'i=^{'r,y,  c), 

où  a  est  une  constante  ne  dépendant  que  des  arbitraires  a  et  b. 
Un  tel  groupe  contient  d'abord  la  transformation  identique. 
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c'est-à-dire  que,  pour  une  certaine  valeur  «©  tlu  paramètre,  on  a, 
identiquement 

(4)  x  =  ^(x,y,  ao),        7  =  4^(:r,^',  ao). 

Déplus,  il  contient  toujours  une  transformation  inJinUésimale, 
c'est-à-dire,  transformant  un  point  {Xy  y)  en  un  point  infiniment 
voisin  (jc  -h  o j:,  y  -\-  ôy),  et  défini  par  des  équations  de  la  forme 

(5)  ùx  =  \(x,y)^t,         ^y  =  -rX^,y)^i' 

Réciproquement,  une  telle  transformation  (5)  appartient  tou- 
jours à  un  groupe  de  la  forme  étudiée,  dont  on  obtient  les  équa- 
tions finies,  en  intégrant  le  système 

(6)  y^j_^yèj_       rf,, 

avec  les  conditions  initiales 

Xi=x,        Yx  =  y, 
pour  /  =  o. 

Enfin,  remarquant  qu'une  transformation  infinitésimale  (5)  ne 
change  pas  si  on  y  multiplie  \  et  r^  par  un  même  facteur  constant  et 
cherchant  les  relations  qu'il  doit  y  avoir  entre  une  telle  transfor- 
mation et  une  transformation  finie  (i)  du  même  groupe,  on  trouve 
(\\\*un  groupe  à  un  paramètre  avec  transformations  deux  à 
deux  inverses  contient  toujours  une  transformation  infinité- 
simale et  une  seule,  et  que,  réciproquement^  une  transformation 
infinitésimale  arbitraire  engendre  toujours  un  tel  groupe  et 
un  seul. 

Signalons  la  forme 

i  ^{^uyx)  =Q{x,y). 

^^  (   \y{x,.y,)-t=\V{x,y\ 

sous  laquelle,  à  l'aide  du  système  (6),  se  présentent  les  équations 
finies  du  groupe. 

On  représente  une  transformation  infinitésimale  (5)  par  le 
symbole  \Jf 

qui  définil  Texpression  \if^t  de  l'accroissomrnt  qu'elle  donne  à 
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une  fonction  y*;  el  on  emploie  les  expressions  de  groupe  U/,  ou 
de  transformation  infinitésimale  U/. 

L'expression  finie  d'une  fonction  arbitraire  de  X\  et  j'i  est  alors 
donnée  par  le  développement  suivant  : 

/(^i,ri)=/(^.r)-^7U/(:r,7)+-^UU/^..., 

1  1  •  A 

qui  donne  en  particulier  x^  et  j-,  en  fonction  de  x^  y  et  t^  cVst- 
à-dire  les  intégrales  de  (6). 

D'autre  part,  si  Ton  substitue  aux  variables  a;,  ^  des  variables 
x' ^y  définies  en  fonction  de  celles-ci,  l'expression  de  la  transfor- 
mation infinitésimale  devient 

En  particulier,  on  peut  prendre  des  variables  canoniques,  telles 

que  l'on  ait 

Ua7'=o,       uy=i, 

ce  qui  revient  à  intégrer  le  système  (6).  Les  équations  finies  du 
groupe  prendront  alors  la  forme 

ce  qui  représente  une  translation. 

On  trouve  encore  une  application  de  la  transformation  infini- 
tésimale dans  l'étude  des  fonctions  invariantes,  des  équations 
invariantes  et  des  courbes  invariantes  du  groupe,  qui  conduit 
à  ce  théorème  remarquable  : 

Pour  qu\i ne  fonction^  une  équation  ou  une  courbe  admette 
toutes  les  transformations  finies  du  groupe,  il  faut  et  il  suffit 
qu'elle  admette  sa  transformation  infinitésimale. 

Les  fonctions  invariantes  sont  les  solutions  de  l'équation  t)/==  o  ; 
une  équation  o>(j?,  y)  =  o  est  invariante  si  l'on  a  Uw  =  o,  pour 
ci)  =  o;  enfin,  une  courbe  invariante  est  ou  bien  une  trajectoire 
du  groupe,  c'est-à-dire  le  lieu  des  positions  que  prend  un  point 
quand  on  le  soumet  à  toutes  les  transformations  du  groupe;  ou 
bien  une  courbe  dont  tous  les  points  restent  en  repos  pour  toute 
transformation  du  groupe.  Les  premières  ont  pour  équation 

y=  ronst., 
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y* étant  une  fonction  invariante;  et  les  secondes  sont  données,  s'il 
y  a  lieu,  par  les  solutions  communes  des  équatio;is 

S  =  o,         r^  =  o. 

Deuxième  Partie,  —  La  recherche  des  faisceaux  invariants 
de  courbes  d'un  groupe 

*^(^i  y)  =  consi 

conduit  à  un  théorème  analogue  à  celui  qui  vient  d'être  énoncé, 
et  se  ramène  à  la  résolution  de  l'équation 

OÙ  Û  est  une  fonction  arbitraire  de  o).  Pour  Û  =  o,  on  a  le  faisceau 
des  courbes  invariantes;  dans  le  cas  plus  général  de  faisceau  dont 
les  courbes  s'échangent  entre  elles,  l'équation  précédente  se 
ramène  à 

U  (O  =  I  . 

Si  le  faisceau  est  celui   des  courbes  intégrales  de  l'équation 
différentielle 

(i)  \dy  --\  dx  =  o, 

ou  encore  de  l'équation  équivalente 

et  qu'on  sache,  a  priori,  que  ce  faisceau  admette  la  transformation 
Uy,  on  a,  dans  le  cas  où  chaque  courbe  est  invariante  en  elle-même, 

et  cette  transformation  qu'admet  l'équation  (i)  est  dite  banale. 
Dans  le  second  cas,  on  a  les  deux  relations 

A(o  =  o,        U  ti>  =  I , 

qui  permettent  d'obtenir  par  une  quadrature  l'intégrale  w  de 

l'équation,  etqui  montrent  que  y^ ^r  est  un  multiplicateur  de 

l'équation  (i). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  (i) 
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admette  la  transformation  \]f^  est  que  l'on  ait  une  relation  de  la 
(orme 

(3)  (UA)  =  U(A/)- A(U/)^X(x,^)AA 

ou 

UX-A$        UY-At, 

X  Y 

Réciproquement,  étant  donné  un  multiplicateur  M  de  l'équa- 
tion (1),  on  aura  une  transformation  infinitésimale  de  cette  équa- 
tion, en  déterminant  \  et  r,  par  la  seule  condition 


=  M 

Xtï-Yî  ' 

ce  qui  montre  que  toute  équation  différentielle  ordinaire  du 
premier  prdre  admet  toujours  une  infinité  de  transformations 
in  fin  i  tés  i ma  le  s . 

Signalons  aussi  la  forme  immédiatement  intégrable 

dy—  F{x')da;'=o, 

que  |)rend  l'équation  quand  on  introduit  les  variables  canoniques 
du  groupe. 

Si  maintenant  on  connaît,  a  priori,  deux  transformations  U^/ 
et  Ua/ de  Téquation,  la  théorie  du  multiplicateur  montre  immé- 
diatement que 

Xr,»-Y;, 

Xr,,-Y$, 

est  une  intégrale  de  l'équation  ou  une  constante.  Ceci  se  voit 
encore,  çn  mettant,  ce  qui  est  toujours  possible,  Tune  des  trans- 
formations sous  la  forme 

lij/=<T(r,7)U,/-hp(a7,^)A/, 

et  le  critérium  (3)  montre  que  o-  est  cette  intégrale  ou  cette  con- 
stante. Dans  ce  dernier  cas,  on  dit  que  les  deux  transformations 
ne  sont  pas  essentiellement  distinctes  par  rapport  à  l'équa- 
tion (i). 

Réciproquement,  si,  partant  d'un  groupe  U/et  de  ses  équations 
finies,  on  forme  l'équation  générale  de  ses  faisceaux  invariants, 
puis  leurs  équations  dilTérentielles,  on  saura  intégrer  cette  dernière 
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par  une  quadraUire,  et  le  résultat  est  intéressant  si  le  caractère 
des  types  obtenus  se  traduit  sur  la  forme  même  de  Inéquation. 

Par  ce  procédé,  on  obtient  ainsi  tous  les  cas  d'inlégrabilité 
connus. 

(>ette  seconde  Partie  se  termine  par  de  très  intéressantes  appli- 
cations ^géométriques  qui  n'oflVent  rien  d'essentiel  pour  la  pré- 
sente théorie.  Notons  seulement  l'interprétation  *jféomélrique  qui 
donne  au  multiplicateur  l'expression  suivante 

M  _  ^'  . [_ 

M     -    —    — » 

où  0^  est  infiniment  petit,  constant  le  long  de  chaque  courbe  inté- 
grale, et  0.Ç  la  distance  au  point  x^y  de  deux  courbes  intégrales 
infiniment  voisines. 

Troisième  Partie,  —  Après  avoir,  en  suivant  la  même  marche 
que  dans  la  première  Partie,  étendu  la  notion  de  groupe  à  un 
paramètre,  et  celles  qui  s'y  rattachent,  au  cas  de  trois  variables, 
Fauteur  associe  à  la  transformation  ponctuelle 

la  transformation  à  trois  variables  suivante 

—L   _| L  y 

'  \  /      .  I  '     *iy'     ^-^     ^^y^         i         /x 

(•2)      ar,  =  9(j',j),     Ki  =  'h.r,.r),    y,^-  —  ^  — ^^ —  =X(.P,^.r). 

.    t    -+.    _L    1-' 

qui  définit  le  coefficient  angulaire  )'',  de  la  tangente  à  la  courbe 
transformée.  On  Tappelle  trans  forma  tion  ponctuelle  prolongée. 

De  même,  si  la  transformation  (i)  appartient  à  un  groupe  à  un 
paramètre,  la  transformation  (2)  appartiendra  aussi  à  un  groupe 
à  un  paramètre,  qui  sera  le  groupe  ponctuel  prolongé, 

A  la  transformation  infinitésimale  de  ce  groupe 

répond  la  transformation  i/i/inilésimale  prolongée 

'^  "     OX         '  '      rn  '  '■     *        Ov 


COMPTKS  RENDUS  ET  ANALYSES.  69 

où 


aveo  la  convention 


^  \dy       dx)      ^    dy       dx      ^  dx 


d/(x,y)  _d/  df 

; —    X      -t-  r    -r~  • 


dx  dx    '  "^   dy 

Dire  alors  que  l'équation  différenlielle 

(5)  l2(;r,7,y)  =  o 

admet  la  transformation  Uy,  c'est  dire  que  cette  équation  à  trois 
variables  (5)  admet  la  transformation  U'/.  La  condition  nécessaire 
et  sufGsante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  donc  que  Ton  ait 

U'ii  =  o 

pour  Û  =  o. 

Ce  critérium  se  ramène  évidemment  à  celui  trouvé  précé- 
demment. II  permet,  en  outre,  de  déterminer  les  équations  diflféren- 
tielles  qui  admettent  la  transformation  U/,  ce  qui  revient  à  con- 
struire les  équations  invariantes  du  groupe  Uf. 

Le  résultat   apparaît   nettement  si  Ton  emploie  les  variables 

canoniques  w  et  (;  du  groupe  U/,  qui  lui  donnent  la  forme  ^-  et  qui 
donnent  à  l'équation  différentielle  la  forme 

du 

^,  -?(«)  =  o. 

Les  équations  cherchées  ont  donc  la  forme 

du       du    . 


ôx    '    Oy^  .    . 

-f o(u)  =  o. 

ai  "^  dy^ 

Il  suffit  ainsi  de  connaître  u  et  r,  fonctions  de  x  et^',  qui  s'ob- 
tiennent, comme  on  l'a  vu  dans  la  première  Partie,  par  Vintégra- 
tien  d\ine  équation  ordinaire  du  premier  ordre  suivie  d^ une 
quadrature. 

Quatrième  Partie,  —  La  quatrième  Partie  est  consacrée  aux 
équations  linéaires  aux  dérivées  parlidles  en  général,  et  aux  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre. 
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L^aullsur  étend  d'abord  la  notion  de  groupe  au  cas  de  n  variables 
à  propos  duquel  il  use,  avec  un  peu  trop  de  réserve,  de  l'idée 
d'espace  à  n  dimensions;  puis  il  l'applique  à  l'équation 

qui  admet  la  transformation 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 
que  l'on  ait  une  identité  de  la  forme 

(3)  (UA)  =  X(ar,,  a:,,  .  ..,  a7rt)A/. 

Alors,  si  (o  est  solution  de  r équation,  Uw  est  aussi  solution. 

Considérant  ensuite  plusieurs  transformations  U|/,  Ua/,  ... 
de  l'équation  (i),  on  ne  regarde  comme  distinctes  par  rapport  à 
cette  équation  que  celles  qui  ne  sont  liées  entre  elles  par  aucune 
relation  linéaire  de  la  forme 

où  les  a  sont  des  constantes. 
En  outre,  l'identité  de  Jacobi 

((U/U/)A)-h((UyA)U/)-h((AU/)Uy)^o, 

jointe  au  critérium  (3),  montre  que,  si  l'équation  (i)admctles  deux 
transformations  U//  et  Uy/,  elle  admet  aussi  la  transformation 
{{]iy  Uy),  qui  pourra  être  distincte  ou  non  des  deux  précédentes. 
Enfin,  parmi  les  transformations  de  l'équation  (i),  li\fj 
U2/,  . . .,  U/i/,  il  pourra  y  en  avoir  p,  qui  seront  linéairement  dis- 
tinctes entre  elles  et  de  A/,  les  autres  aj^antla  forme 

où  les  u  et  les  v  sont  des  fonctions  de  x.  Le  critérium  (3)  montre 
alors  que  les  u  sont  des  solutions  de  V équation  (i)  ou  des  con- 
stantes. 

De  là  plusieurs  procédés  pour  déduire,  de  plusieurs  solutions 
et  transformations  de  l'équation  (1),  de  nouvelles  solutions  et  de 
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nouvelles  transformations.  Mais  11  peut  se  faire  que,  à  un  certain 
moment,  ces  procédés  ne  donnent  plus  rien  de  nouveau.  Comment 
alors  terminer  l'inlégralion  de  (1)?  C'est  un  problème  qui  n'est 
résolu  en  partie  que  plus  tard. 

Ces  considérationsseterminentparlaformulesuivante,  qui  donne 
UQ  multiplicateur  M  de  l'équation  (1),  quand  on  connaît  n  —  i 
transformations  de  Téquation  (1) 


Uy/  =  2^^* 


EL 

àXi 


lincalrcinenl  dislincles  enlre  elles  el  de  A./. 
On  a 


«1 

at 

•  •  • 

a» 

1 

^11 

il. 

•  •  • 

hn 

M  ~ 

•  •  • 

;/»-!, i 

;/»-i,î 

•  •  • 

$«-l,J 

Passant  ensuite  aux  équations  du  second  ordre 
qui  admettent  une  transformation 


(5) 


^1  =  ?(-2^»^)» 
7i  =  4'(^»7)» 


c'est-à-dire  dont  les  courbes  intég^rales  sont  échangées  entre  elles 
par  cette  transformation,  on  remarque  que  cela  revient  à  cfire  que 
l'équation  (4)  entre  quatre  variables  admet  la  transformation 
ponctuelle  (  5  )  deux  fois  prolongée 


(6)         \     .       dy 


dy\ 


Si  la  transformation  (5)  appartient  à  un  groupe  (7) 


il) 


-,àl 


àf 


u/=î£  +  ^^ 


dx 


W 


la  transformation  (6)  appartient  aussi  au  groupe  deux  fois  pro- 
longH  Vf 
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avec 


^       dx      -^  dx  *        dx       -^    dx 


La  détermination  des  équations  (4)*  admettant  la  transforma- 
lion  (7),  se  ramène  alors  à  la  détermination  des  équations  inva- 
riantes de  la  transformation  U''/,  ou  des  solutions  de  Téquation 

^f-^Tx-^^^-d^^^^^y^^^  dp-^- 

On  a  vu  comment  on  en  trouvait,  par  intégration  d'une  équa- 
tion ordinaire  du  premier  ordre,  une  solution  u\x^y^  fonction 
de  X  et  j^  seulement,  puis,  par  une  quadrature,  une  solution 
\'(a:,  y  y  y')  fonction  de  JC,  y,  y.  Enfin,  on  a  une  dernière  solutioo 

,         di'       dx        ày  ôy^ 

«^(^,r,r ,7 )=  âi,=  -  Ou  du  :    ' 

par  de  simples  différentiations. 
La  forme  cherchée  est  alors 


1 V 

âx        ây  " 


u  et  i>  étant  déterminés,  on  est  donc  conduit  à  une  équation  du 
premier  ordre  entre  a  et  v,  puis  à  une  équation 

/(a,  V)  —  consl., 

c'est-à-dire,  à  une  équation  du  premier  ordre  entre  x  cl  y,  dont  on 
connaît  une  transformation  Vf, 

L'intégration  de  (4)  exige  donc,  dans  ce  cas.  V intégration  de 
deux  équations  ordinaires  du  premier  ordre,  et  deux  quadra- 
tures. 

Signalons,  parmi  les  exemples,  l'intégration  de  Téquation 

qui  se  ramène  en  posant  w  =  .r  et  i>  =  —  à  Téquation  de  Riccal! 

- ,  -  -+-  i'2  -h  \ ,  r  -h  X  =  (), 
dx 

el  la  détermination  des  transformations  infinitésimales  qui  satis- 
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font  à  réquation  J^"=  o,  ce  (|ui  donne  ainsi  toutes  les  transfor- 
mations infinitésimales  projectives  du  plan. 

Enfin  notons  ce  fait  que,  contrairement  à  une  équation  du 
premierordre,  une  équation  du  second  ordre  n^  admet  pas  néces- 
sairement de  transformations  infinitésimales  y  et  l'inlroduction 
de  la  notion  A'invariants  différentiels,  v  et  «',  du  premier  ordre 
et  du  second  ordre  de  la  transformation  U/. 

L'auteur  démontre  ensuite  (\uune  équation  du  second  ordre 
admet  au  plus  huit  transformations  distinctes.  D'autre  part, 
lorsqu'une  telle  opération  admet  les  deux  transformations  lJ,'f 
et  Vjif  elle  admet  aussi  la  transformation  (U/Ua).  Elle  admettra 
donc  un  nombre  fini  de  transformations  distinctes  U|/*,  Ut/,  . . ., 
Ur/ satisfaisant  à  des  relations  de  la  forme 


sz=r 


(ViVk)  =^-^Ciksl^s/         («,  A-  =  I,  ^.,  ...,  /•), 


j=i 


où  les  C|A/ sont  des  constantes.  Pour  des  raisons  qui  ne  prennent 
pas  place  dans  TOuvrage,  on  dit  qu'on  a  ici  un  groupe  à  r para- 
mètres  de  transformations  infinitésimales  dont  les  constantes 
Cijss  définissent  la  structure. 

Cette  quatrième  Partie  de  l'Ouvrage  se  termine  par  l'étude  des 
équations  du  second  ordre,  admettant  un  tel  groupe  à  deux  pa- 
ramètres. L'introduction  de  variables  canoniques  convenables 
permet,  suivant  les  cas,  de  ramener  les  transformations  de  ce 
groupe  à  l'un  des  quatre  types  suivants  : 

(II.  f,  4, 

Oy  oy 

(III)  f,  4-y'h 

^       ^  dy  dx      -^  dy 

dy      -^  dy 

et  cette  réduction  ne  demande  que  deux  quadratures  ou  plus, 
sauf  dans  le  dernier  cas  où  elle  exige  l'intégration  d'une  équation 
ordinaire  du  premier  ordre. 

Cette  réduction  effectuée,  l'équation  prend  des  formes  simples 
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qui  sont  les  suivantes 

(1)  y-  ?(/)  =o, 

(II)  y-  ^(x)  =o, 

(IIJ)  xy—  <p(y)   =o, 

(IV)  y-r>(^)=o, 

et  dont  rintégration  demande  au  plus  deux  quadratures. 

Envisageant  la  question  à  un  autre  point  de  vue,  Fauteur  ramène 
rintégration  de  Féquation  générale 

X'— w(j:-,  7,  y)  =  o 
à  celle  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

si  la  première  admet  la  transformation  U/,  la  seconde  admet  la 
transformation  prolongée  U'f, 

Considérant  alors  en  général  une  équation  linéaire 

'V  àf  0/ 

qui  admet  d'abord  une  seule  transformation 

on  en  obtient   une  première    intégrale  cp,  solution   du   système 

complet 

A/-0. 

par  l'intégration  d'une  équation  ordinaire  du  premier  ordre.  La 
seconde  intégrale  est  définie  par  une  équation  du  premier  ordre 
avec  transformation  connue,  et  s'obtient  par  une  quadrature. 

Si  l'équation  A./=  o  admet  deux  transformations  distinctes,  on 
aura  ses  deux  intégrales,  suivant  les  cas,  sans  quadrature,  ou  par 
une  ou  deux  quadratures,  ou  dans  un  seul  cas  défavorable,  par  l'in- 
tégration d'une  équation  du  premier  ordre. 

Cette  méthode  étant  appliquée  à  l'équation 

y"—  ii)(x,  j\y)  =z  o. 
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dont  on  connaît  un  groupe  de  deux  transformations  infinitésimales^ 
le  cas  défavorable  ne  se  présente  pas,  et  V intégrale  s^ obtient  tou- 
jours par  deux  quadratures. 

Telle  est,  par  exemple,  l'équation  linéaire  du  second  ordre, 
lorsqu'on  connaît  deux  solutions  particulières  de  l'équation  sans 
second  membre. 

Cinquième  Partie.  —  Dans  la  cinquième  Partie,  qui  n'est  à  vrai 
dire  qu'une  esquisse,  l'auteur  s'occupe  des  équations  du  second 
ordre  ayant  un  groupe  de  trois  transformations  infinitésimales  U|/, 
^^ft  ^zf'  Ici  s'introduisent  des  notions  nouvelles  de  sous-groupe, 
groupe  dérivéy  sous-groupe  in^^ariant,  à  l'aide  desquelles  on 
clasî>e  ces  groupes  à  trois  paramètres.  D'abord,  des  combinaisons 
linéaires  à  coefficients  constants  permettent  de  donnera  ces  groupes 
une  structure  caractéristique.  On  trouve  six  types  de  struc- 
tures. 

Pour  chacune  d'elles,  on  peut  ensuite,  en  introduisant  des  va- 
riables canoniques,  ramener  les  transformations  du  groupe  à  avoir 
des  formes  simples,  et  l'on  obtient  ainsi  treize  tjpcs  distincts.  En 
cherchant  enfin  par  quelles  opérations  on  obtient  ces  variables 
canoniques,  on  trouve  qu'il  n'est  besoin  suivant  les  cas  que  d'opé- 
rations algébriques  ou  de  quadratures,  sauf  pour  un  seul  type  défa- 
vorable qui  demande  l'intégration  d'une  équation  du  premier  ordre. 

Mais  ce  type  ne  peut  d'ailleurs  pas  être  celui  d'un  groupe  appar- 
tenant à  une  équation  du  second  ordre.  Deux  tvpes  doivent  en 
effet  être  rejetés  par  cette  raison.  Pour  chacun  des  autres,  l'équa- 
tion écrite  avec  les  variables  canoniques  a  une  forme  bien  déter- 
minée, 011  il  ne  resteplus  de  fonction  arbitraire,  et  dont  on  peut  écrire 
immédiatement  l'intégrale  générale. 

D'ailleurs  en  ramenant  l'intégration,  comme  dans  le  Chapitre 
précédent,  à  celle  de  l'équation 

^f         ,àf         ^  ,âf 

jadmettant  trois  transformations  U', /,  U^/,  U',/,  on  évite  les  qua- 
dratures nécessaires  pour  ramener  le  groupe  à  la  forme  canonique. 
L'intégration  s'obtient  par  de  simples  opérations  algébriques, 
sauf  pour  un  seul  cas  qui  exige  une  (fuadraturc  seulement. 
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L'Ouvrage  se  lermine  par  un  Chapitre  qui  indique  comment  on 
peut  continuer  l'application  de  la  méthode  à  une  équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre  avant  des  transformations  connues 
et  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  à  quatre  variables 

àf  àf  df  àf 

«1  -p-  -+-  aj  -•—  -h  «3  -^  -h  a^  ;r-  =  o, 
dx\  fJjTi  o.r2  âx^ 

ayant  trois  transformations  infmitésimales  distinctes.  L'intégrale 
générale  d'une  telle  opération  s'obtient  par  trois  quadratures^ 
sauf  dans  un  cas  où  elle  demande  Vintégration  d'une  équation 
de  Biccati. 


MÉLANGES. 

SUR  LA  FONCTION  p{u): 
(Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Hermite) 

Pau  m.  (.omes  TEtXKIRA. 

Vous  savez,  Monsieur,  que,  pour  établir  la  théorie  des  fonctions 
elliptiqiies,  on  peut  définir  premièrement  la  fonction  p(u)  pour 
certaines  valeurs  particulières  des  périodes  au  moyen  de  Finversion 
de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  à  invariants  réels,  dé- 
montrer ensuite  la  formule 


0) 

OII 


w  =  2/ia>  H- 9. /W(A)  ,  =0,     iri,     rl-7, 

m  \ 


['Àtùcl'Aii/  représentant  les  périodes  de  p( it)]  et  enfin  généraliser 
les  fonctions  elliptiques  en  prenant  ce  développement  pour  défi- 
nition de  p(u)  dans  le  cas  où  les  périodes  2to  et  2to'  représentent 

deux  quantités  complexes  quelconques  dont  le  rapport  —  n'est  pas 
réel.] 

Si  l'on  suit  celte  voie  pour  établir  la^lhéorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, il  faut  tirer  du^développemcnl(i)  les  propriétés  de  la  fonc- 


J 
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lion  p(u).  On  en  tire  immédiatement  que /?(//)  est  une  fonction 
méromorphe  pair  dont  les  pôles  sont  les  points  anto  -+-  2/?iio',  et 
que  l'on  a 

lim[/,(«)-±]  =  o; 

et  ensuite  on  voit,  au  moyen  du  théorème  de  Laurent,  que,  dans  les 
environs  du  point  1/ =  o,  on  a  pour  p(u)  un  développement  de 
la  forme  suivante 

p(u)=  — -  -h  a*  a* -h  a^  M^ -t- . . . . 

Vous  savez.  Monsieur,  que  l'on  démontre  aussi  d'une  manière 
bien  facile  que  la  fonction  définie  par  (j)  est  doublement  pério- 
dique et  que  ses  périodes  sont  2(0  et  2  to'. 

Il  ne  reste  qu'à  démontrer  l'égalité 

P'HU)=  ip*(u)-  gtp(u)—  ^3 

et  le  théorème  d'addition.  C'est  une  démonstration  bien  simple  de 
chacun  de  ces  deux  théorèmes  que  je  me  propose,  Monsieur,  de 
vous  présenter. 

I.  Pour  faire  voir  que  la  fonction  p{u)  définie  par  (i)  satisfait 
à  une  équation  de  la  forme 

p'*(u)=  ip^(u)—  gtp{u)—  gi, 

je  remarque  premièrement  que  les  fonctions  doublement  pério- 
diques 

lesquelles  ont  seulement  le  pôle  u  =  o  dans  le  parallélogramme 
des  périodes,  donnent,  dans  les  environs  de  ce  point, 

=  — -  -^-  - — ■  -h  1 2  ûr^  -+-... . 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XVI.  (Février  189a.)  6 
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Donc,  si  ron  pose 

ce  pôle  disparaît  dans  la  diflerence 

et  cette  différence  est  holomorphe  et  doublement  périodique,  et 
par  conséquent  constante. 
Nous  avons  donc 

p'^{u)=  4/>»(")-^t/>(")— ^1, 

en  représentant  celte  constante  par  —  g^. 

Pour  détermineras  je  substitue  dans  cette  égalité  p{ii)otp'{u) 
par  leurs  développements  ordonnés  suivant  les  puissances  de  u  et 
je  pose  ensuite  w  =  o.  Je  trouve  de  cette  manière 

Donc p(u)  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 
où 

II.  Pour  faire  voir  que  le  théorème  d'addition 

subsiste  aussi  dans  le  cas  général  considéré,  je  vais  considérer  les 
deux  fonctions 

Ft{u)=z  p(u-^  i>)[p(u)~ p(ç)]\ 
Fi(")=i[/''(")-/>'(OP 

qui,  en  supposant  ç?  constante  et  u  variable,  sont  des  fonctions  pé- 
riodiques de  u  qui  admettent  les  mêmes  périodes  2(o  et  2(o'. 

La  fonction   F<(«/)  admet   le  pôle  w  =  o;  et,  en  substituant 
p{if)  et  p{u  -{-  v)  par  les  développements 


•  •  •  > 


p{u  -+-  ç)  =  p(ç)-^-  up'{v)-^lll^p''(v)-h.... 
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où 

/?*(P)=I2/>(V)/>'(P), 

nous  avons,  dans  les  environs  de  ce  pôle^ 

Pour  la  fonction  F2(w)  on  obtient  de  la  même  manière 

Donc  le  pôle  u  =  o  disparaît  dans  la  différence 

F,(a)-F,(w), 
et  nous  avons  donc 

F,(w)-Fj(a)=c. 

Pour  déterminer  c  je  pose  ii  =  v  et  je  trouve 

Fi(p)=o,        F,(p)  =  o, 

et,  par  conséquent,  c  =  o. 
Donc  nous  avons 

P(u^ç)[p(u)-p{ç)]^  =  :^[p'(u)^p'(p)y 

-[p(u)-i-p(i^)][p(u)-p(^)Y, 

et  le  théorème  est  démontré. 

Porto,  octobre  1891. 
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chungen  ilber  die  Grundiagen  der  Géométrie,  Gr.-8*,  vii-iio  S.  m. 
lo  Fig.  Braunschweig,  Salle. 

Sack  (Pus).  —  Ueber  Kreisbiindel  a.  Ordnung,  Inauguraldiss.  32  S. 
Jena. 

SciiKPFLER  (H.).  —  Beitrdge  zur  Théorie  der  Gleichungen.  Gr.-8'', 
Iii-i33  S.  m.  r  Taf.  Leipzig,  Forsler.  3  M.  5o  Pf. 

STiECKEL  (Pai:l). —  Ueber  die  Intégration  der  Hamilton-Jacobi^schen 
Differentialgleichung  mit  tel  s  t  Séparation  der  Variante  n.  Habilita- 
tionsschr.  26  S.  Halle. 
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PICARD.  —  TiAiTÉ  d'Analyse.  T.  I.  Intégrales  simples  et  multiples.  L équa- 
tion de  Laplace  et  ses  applications.  Développement  en  séries.  Applications 
géométriques  du  Calcul  infinitésimal,  In-8**,  xii-457  p.  Paris;  Gauthier- 
Villars  et  Gis;  1891. 

«  En  publiant  ce  Traité  (ï Analyse,,  dit  TAuleur  dans  sa  pré- 
face, j'ai  pour  but  principal  de  développer  la  partie  de  mon  Cours 
de  la  Faculté  des  Sciences,  relative  à  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles. Cet  Ouvrage  sera  donc  surtout  un  Traité  général  sur  la 
théorie  des  équations  différentielles  à  une  ou  plusieurs  variables. 
Je  n'ai  cependant  pas  cru  devoir  adopter  ce  dernier  titre,  et  cela 
pour  deux  raisons  : 

»  D'abord,  quelques-uns  de  mes  auditeurs  ayant  bien  voulu 
exprimer  le  regret  qu'une  partie  de  mon  Cours  lithographie  de 
1886-188"  ne  fût  pas  reproduite,  je  me  suis  décidé  à  publier  un 
Volume  préliminaire  commençant  par  les  parties  les  plus  élé- 
mentaires du  Calcul  intégral.  De  cette  façon,  je  ne  suppose  chez 
le  lecteur  aucune  autre  connaissance  que  les  éléments  du  Calcul 
différentiel  aujourd'hui  classiques  dans  les  Cours  de  Mathéma- 
tiques spéciales. 

»  Un  autre  motif,  d'un  caractère  tout  scientifique,  m'engageait 
encore  à  garder  le  titre  un  peu  vague  de  Traité  d' Analyse  :  c'est 
que  la  théorie  des  équations  différentielles  est  intimement  liée  à 
plus  d'une  autre  théorie  qu'il  nous  faudra  approfondir.  Pour  ne 
citer  qu'un  exemple,  l'étude  préliminaire  des  fonctions  algé- 
briques est  indispensable,  quand  on  veut  s'occuper  de  certaines 
classes  d'équations  différentielles.  Nous  ne  nous  bornerons  donc 
pas  strictement  à  l'étude  des  équations  différentielles,  nous  rayon- 
nerons autour  de  ce  centre. 

»  Je  ne  me  dissimule  pas  les  difficultés  de  la  tâche  que  j'entre- 
prends. L'activité  delà  pensée  mathématique  est  aujourd'hui  telle, 
qu'il  est  peut-être  téméraire  de  chercher  à  esquisser,  sur  un  sujet 
aussi  vaste,  l'état  actuel  de  la  Science.  Le  portrait,  à  le  supposer 
ressemblant,  est  destiné,  dans  quelques  parties,  à  vieillir  assez 
Bull,  des  Sciences  mathem.,  7*  série,  t.  XVI.  (Mars  189^?.) 
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vite.  Mais  peu  importe  si  Ton  se  propose  seiilemeot  d'être  utile, 
en  servant  de  guide  à  ceux  qui  désirent  se  mettre  au  courant  de 
l'Analyse  moderne  et  craignent  de  s'égarer  seuls  dans  la  multipli- 
cité des  Mémoires  remplissant  les  journaux  scientifiques.  » 

On  ne  saurait  parler  d'une  façon  plus  modeste  d'une  œuvre 
aussi  importante  et  aussi  nécessaire.  Cette  nécessité,  à  vrai  dire, 
apparaissait  d'autant  mieux  qu'il  y  avait  quelqu'un  que  l'on  savait 
capable  d'accomplir  une  tâche  qui,  par  sa  grandeur  et  sa  com- 
plexité, pouvait  effrayer  plus  d'un  savant.  Par  ses  recherches 
personnelles,  par  l'étendue  de  ses  connaissances,  par  la  faculté 
qu'il  a  de  saisir  le  lien  et  l'unité  des  œuvres  des  autres  et  de  les 
faire  siennes,  par  l'art  consommé  avec  lequel  il  expose,  par  la 
clarté  qu'il  sait  répandre  sur  tous  les  sujets  et  qui  n'est  que  le 
reflet  de  la  lumière  où  il  les  voit,  M.  Emile  Picard  était  désigné 
pour  écrire  un  Traité  d'ensemble  sur  cette  partie  de  la  Science, 
dont  les  développements  sont  si  variés  et  si  riches  :  chacun  est 
rassuré  sur  la  façon  dont  il  saura  accomplir  son  œuvre  et  tous  lui 
savent  gré  de  l'avoir  entreprise. 

Le  premier  Volume  est,  en  quelque  sorte,  un  Volume  d'intro- 
duction et  comporte  le  développement  de  sujets  relativement  élé- 
mentaires. Il  est  divisé  en  trois  Parties  qui  portent  les  titres 
suivants  :  I.  Intégrales  simples  et  multiples.  —  II.  L'équation  de 
Laplace  et  ses  applications.  Développements  fen  séries.  —  III. 
Applications  géométriques  du  Calcul  infinitésimal. 

I.  L'Auteur  précise  la  notion  d'intégrale  définie,  dans  le  cas  des 
fonctions  continues;  il  l'applique  aux  aires  et  aux  arcs  de  courbe; 
il  expose  d'abord  le  procédé  d'intégration  par  parties,  qui  fournit 
comme  application  la  formule  de  ïaylor  et  les  propriétés  fonda- 
mentales des  polynômes  de  Legendre,  puis  les  principes  de  l'inté- 
gration par  substitution.  La  notion  d'intégrale  définie  est  ensuite 
étendue  aux  cas  où  une  limite  devient  infinie;  la  règle  de  Cauchy 
relative  à  la  convergence  des  séries  fournit  une  application  natu- 
relle. Les  conditions  sous  lesquelles  on  peut  différentier  sous  le 
signe  f  sont  exposées  avec  soin  et,  comme  conséquence  de  ce 
procédé  de  calcul,  on  obtient  la  formule 


(tjr  —   -  • 

'2 
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La  notion  d'intégrale  définie  s'étend  aux  fonctions  complexes 
d'une  variable  réelle;  la  formule  fondamentale  tpii  a  servi  de 
point  de  départ  à  M.  Darboux  dans  son  Mémoire  Sur  quelques 
déi'eloppements  en  série  conduit,  comme  conséquence  immé- 
diate, à  l'extension  de  la  formule  de  Tavlor  au  cas  d'une  telle 
fonction. 

M.  Picard  passe  ensuite  aux  intégrales  indéfinies  et  étudie  spé- 
cialement les  intégrales  des  fractions  rationnelles,  les  intégrales 
hvperellipliques  et  les  intégrales  de  différentielles  algébriques  :  la 
réduction  des  intégrales  hvperelliptiques  aux  types  fondamentaux 
est  présentée  en  général,  et  comprend,  comme  cas  particulier,  le 
cas  des  intégrales  elliptiques  et  celui  où  le  radical  porte  sur  un 
trinôme  du  second  degré.  Les  intégrales  abéliennes  se  ram(''nenl 
facilement  aux  types 

en  désignant  par  P(j:,  ^),  Q(j*,  y)  des  fonctions  entières  de  x  et 
de  y  et  par 

l'équation  irréductible  et  de  degré  m  qui  fait  dépendre  y  de  ût, 
La  réduction  des  intégrales  du  second  type  à  des  intégrales  du 
premier  type,  et  à  d'autres  analogues  où  a  i=  i ,  est  effectuée  dans 
tous  les  cas  où  la  courbe  définie  par  l'équation  précédente  n'a 
pas  d'autres  singularités  que  des  points  doubles  à  tangentes  dis- 
tinctes. Le  Chapitre  se  termine  par  un  exposé  rapide  des  recher- 
ches de  M.  Hermite  sur  l'intégration  des  fonctions  rationnelles  de 
sinj;  et  cos^. 

Le  passage  des  intégrales  définies  ordinaires  aux  intégrales  cur- 
vilignes de  la  forme 

est,  en  quelque  sorte,  immédiat.  M.  Picard  pose  et  résoud  de 
suite  la  question  fondamentale  :  Quelle  condition  devront  rem- 
plir les  fonctions  P  et  Q  pour  que  cette  dernière  intégrale,  prise 
le  long  d'une  courbe  quelconque  tracée  entre  deux  points  arbi- 
traires A  et  A',  ne  dépende  pas  du  chemin  suivi,  mais  seulemerit  des 
coordonnées  de  ces  deux  points?  Cette  question  lui  fournit  l'occa- 
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sion  d'exposer  les  premiers  principes  de  la  méthode  desvariaUonà 
ou  du  moins  ce  (|u'il  en  faut  pour  parvenir  à  la  solution.  Les 
intégrales  prises  le  long  d'un  contour  fermé  sont  l'objet  d^une 
étude  particulière,  et  Texamen  des  cas  où,  bien  que  la  condition 
d'intégrahilité  se  trouve  vérifiée,  une  pareille* intégrale  n'est  pas 
nulle  conduit,  comme  application,  à  la  significatron  de  Pintégrale 


Ff  -4-  Fi 


par  rapport  aux  racines  du  svstème  d'équations 

F|<  J-.  »M  -  o.        F5(x,^')  =  o, 

contenues  à  Fintérieur  du  contour  d'intégration,  et  plus  particu- 
lièrement au  théorème  de  Cauchv  sur  le  nombre  de  racines  d'une 

équation 

/i  ^  »  —  o, 

contenues  à  Tintérieur  d'un  contour. 

L'intégrale  double    est    ensuite    définie   comme    limite    d'une 
somme  de  la  forme 

et  la  notion  ainsi  obtenue,  qui  généralise  d'une  façon  très  natu- 
relle la  notion  d'intégrale  simple,  s'élargit  par  la  considération  du 
changement  de  variables.  Le  calcul  de  l'intégrale 


( 


e-Jri  (!x 


au  moven  d'une  intégrale  double  fournit  un  exemple  et,  la  déter- 
mination des  volumes  et  des  surlaces,  des  applications  essentielles. 
On  a  maintenant  tout  ce  qu^il  faut  pour  définir  les  intégrales  de 

surface 

r  r  A  dv  ifz  -^  \^  dz  dx  -h  C  dx  dy. 

et,  pour  ces  intégrales,  se  pose  de  suite  la  question  analogue  à 
celle  qui  a  été  résolut»  antérieurement  pour  les  intégrales  curvi- 
lignes :  sous  quelle  condition  une  telle  intégrale  ne  dépend-elle 
que  du  contour  (|ui  limite  la  surface  à  laquelle  elle  est  étendue? 
Si  celle  condition  est  Nériliée,  l'intégrale  double  peut  être  rem- 
placée par  une  inlégrale  curviligne  prise  le  long  du  contour  :  la 


COMPTES  KENDUS  ET  ANALYSES.  85 

belle  formule  de  Stokes  en  est  un  exemple  intéressant.  Une  autre 
application  de  la  théorie  des  intégrales  de  surfaces,  application 
que  l'Auteur  avait  préparée  en  parlant  des  intégrales  curvilignes, 
conduit  au  théorème  de  Kronecker  sur  la  représentation  par  une 
intégrale  de  surface  fermée  de  la  différence  enlrc  le  nombre  de 
solutions  de  trois  équations  à  trois  inconnues 

F,  =  o,        F,  =  o,        F3  =  o, 

contenues  à  l'intérieur  de  cette  surface  qui  rendent  positif  le  dé- 
terminant fonctionnel  relatif  à  F|,  F2,  F3  et  le  nombre  de  celles 
qui  rendent  négatif  ce  même  déterminant  (*). 

D'une  sommation  double,  on  passe  tout  naturellement  à  une 
sommation  d'un  ordre  n  de  multiplicité  d'une  fonction  à  n  va- 
riables; M.  Picard  traite  rapidement  de  la  défmition  des  intégrales 
triples,  donne  les  formules  relatives  au  changement  de  variables  et 
examine  Je  cas  où  la  fonction  devient  infinie  ou  indéterminée.  Il 
ramène  à  une  intégrale  de  surface  les  intégrales  triples  de  la  forme 

et  parvient  ainsi,  comme  cas  particulier,  à  la  formule  de  Green. 

II.  Ces  notions  générales  sur  les  intégrales  simples  et  multiples, 
curvilignes  ou  de  surface,  si  essentielles  tant  en  Mathématiques 
qu'en  Physique,  étant  acquises,  M.  Picard  en  donne  la  plus  belle 
application  possible  en  développant  la  théorie  de  l'équation  de 
Laplace  et  les  propriétés  essentielles  du  potentiel. 

Après  avoir  établi  l'équation  fondamentale,  relative  à  une  fonc- 
tion V,  qui  vérifie  l'équation  AV  =  o, 

et  en  avoir  conclu  qu'il  ne  peut  exister  deux  fonctions  vérifiant 
l'équation  de  Laplace  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles 


(')  On  sait  que,  dcpiii*  la  publication  de  son  Livre,  M.  Picard  a  complété  de 
la  façon  la  plus  heureuse  les  résultais  de  l'illustre  fîéoinèlrc  allemand,  que  lu 
mort  vient  de  frapper. 
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du  premier  et  du  second  ordre,  à  l'intérieur  de  la  surface  fermée 
S,  et  prenant  les  mêmes  valeurs  sur  cette  surface,  il  pose  la  ques- 
tion célèbre,  connue  sous  le  nom  de  Principe  de  Dirichlet  : 
Une  telle  solution,  nécessairement  unique,  existe-t-elle  toujours 
et  comment  la  déterminer?  La  propriété  de  la  sphère  d'être  le 
lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  r,  r%  à  deux 

points  conjugués  soit  conslant  permet  d'éliminer  la  dérivée  -r- 
et  conduit  immédiatement  aux  formules 


^\l  j  i^.-.lK 


COSY-+-  /-)' 


où  les  intégrales  se  rapportent  à  la  surface  de  la  sphère,  dont  d^ 
esl  un  élément,  et  où  R,  /,  ^  désignent  le  ravon,  la  distance  du 
point  A  (a,  b^  c)  au  centre,  el  l'angle  du  rayon  OA  et  du  rayon 
OM  qui  aboutit  en  un  point  de  e/?;  on  voit  aisément  que  la  fonc- 
tion \\  ainsi  délinie  par  ses  valeurs  sur  la  sphère,  satisfait  à  l'équa- 
tion de  Laplace;  pour  prou\er  qu'elle  prend  elTectivement  sur  la 
surfilée  de  la  sphère  les  valeurs  prescrites,  M.  Picard  emploie 
une  méthode  analogue  à  celle  que  M.  Schwarz  a  fait  connaître 
pour  le  cas  do  deux  variables.  Le  principe  de  Dirichlet  est  ainsi 
entièrement  établi  pour  le  cas  de  la  sphère. 

Avant  d'aller  plus  loin,   il  est  nécessaire  d'étudier  Tinlégrale 

élentlue  à  une  surface  fermée  (|uelconque  S,  et  de  généraliser  les 
résultats  bien  connus,  relatifs  au  cas  où  ;J-  =  i  et  dont  Gauss  a  su 
tirer  uu  si  grand  parti.  1^  limite  supérieure,  que  l'on  doit  à 
M.  Neuuuuui,  de  l'osoillation  de  la  fonction  V  définie  par  cette 
intégrale,  lorsque  le  point  <f,  A,  c  est  situé  sur  S  (supposée  con- 
vexe^, est  établie  dans  le  cas  où  cette  surface  admet,  en  chaque 
point,  uu  plan  tangent. 

Le  principe  de  niriolilet,  si  l'on  se  borne  au  cas  d'une  surface 
convexe,  peut  maintenant  être  établi,  dans  sa  généralité,  en  sui- 
vant une  méthode  qui  ne  dillere  pas  essentiellement  de  celle  de 
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M.  Neumaun,  récemment  publiée  par  M"**^  Kowalewsky,  d'après 
les  indications  de  Kîrchho(r(*). 

M.  Picard  passe  ensuite  à  Tétude  du  potentiel.  Il  établit,  pour 
le  cas  d'une  masse  distribuée  dans  un  volume,  les  propriétés  fon- 
damentales, les  conditions  de  Dirichlet  et  donne  l'application 
classique  au  cas  de  l'ellipsoïde.  Il  s'occupe  du  cas  où  la  masse  est 
distribuée  sur  une  surface,  et  la  formule  fondamentale 

\d\^ 

où  p  désigne  la  densité  d'une  masse  distribuée  sur  une  surface 
fermée  S  de  façon  que  l'attraction  en  tout  point  intérieur  soit  nulle, 

et  où  -7-  désigne  la  limite  de  la  dérivée  du  potentiel  V  relative  à 

la  normale  extérieure  pour  la  surface  de  niveau  S' extérieure  à  S  et 
infiniment  voisine,  lui  donne  le  moyen  d'établir  que,  si  l'on  consi- 
dère une  famille  de  surfaces 

^'(■2^>  J%  ^)  =  coiist., 

la  fonction  V  satisfaisant  à  l'équation  de  Laplace  à  l'extérieur  d'un 
certain  volume  P,  et  s'annulant  à  l'infini,  ainsi  que  ses  dérivées 
partielles,  et  les  surfaces  considérées  étant  fermées  et  enveloppant 
le  volume  P,  l'action  d'une  couclie  étalée  sur  une  de  ces  surfaces, 
avec  une  densité  qui  soit  inversement  proportionnelle  en  chaque 
point  à  la  distance  à  la  surface  infiniment  voisine,  sera  nulle  sur 
tout  point  intérieur,  et  que  les  surfaces  de  niveau  seront  les 
surfaces  de  la  famille  considérée.  Le  théorème  inverse  a  été  donné 
par  M.  Bertrand.  En  particulier,  on  retrouve  un  théorème  dû  à 
Poisson,  si  l'on  considère  une  série  d'ellipsoïdes  homofocaux,  et 
sur  l'un  d'eux  une  matière  attirante  dont  la  densité  soit  en  chaque 
point  proportionnelle  à  la  distance  du  plan  tangent  en  ce  point  au 
centre;  l'attraction  sur  un  point  intérieur  est  alors  nulle,  et  les 
surfaces  de  niveau  sont  les  ellipsoïdes  extérieurs.  A  la  fin  du  Cha- 
pitre, M.  Picard  traite  le  problème  général  de  la  distribution  d'une 
couche  sur  une  surface  convexe,   de  façon  que  l'attraction  soit 


(')  Acta  mathernatica,  t.  \IV,  p.  179. 
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nulle  en  tout  point  inlérieur,  d'après  la  mëthode  élégante  dont  on 
est  redevable  à  M.  (3.  Kobin. 

On  entre,  avec  la  théorie  des  séries,  dans  un  domaine  tout  dif- 
férenl.  L'Auteur  reprend  les  notions  fondamentales  relatives  à 
Tuniformité  de  la  convergence,  à  la  continuité,  à  la  possibilité 
d'intégrer  ou  de  difTérentier  terme  par  terme,  ainsi  que  les  théo- 
rèmes d'Abel  relatifs  aux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
enlières  positives  de  la  variable,  que  l'Auteur  suppose  d'abord 
réelle.  Une  intéressante  remarque,  due  à  M.  Appell,  montre  com- 
ment certaines  séries,  à  coeflîcients  positifs,  se  comportent  dans 
le  voisinage  de  la  valeur  de  x,  pour  laquelle  elles  deviennent  diver- 
gentes. Une  règle  curieuse,  récemment  communiquée  par  M.  Ha- 
damard,  fournit  un  renseignement  utile  sur  Tintervalle  de  conver- 
gence d'une  série  entière. 

Les  séries  trigonométriques  sont  l'objet  d'une  étude  particulière. 
M.  Picard  expose  d'abord  la  belle  analyse  de  Dirichlet;  il  étudie 
ensuite  la  convergence  des  séries  de  Fourier,  d'abord  dans  le  cas 
où  la  fonction  y(j:),  que  l'on  développe  et  que  l'on  suppose  satis- 
faire aux  conditions  de  Dirichlet,  reste  fînie,  puis  dans  le  cas  où 

elle  devient  infinie  comme  , —  >  (w  <"  i);  il  établît  l'uniformité 

de  la  convergence  dans  tout  intervalle  où  la  fonction  ne  préseule 
pas  de  discontinuité.  Si  l'on  reste  dans  ce  cas,  il  est  évident  que 
la  fonction  ne  peut  se  développer  que  d'une  seule  manière  en  série 
Irigonométrique,  mais  si  l'on  en  sort,  on  rencontre  de  suite  la 
question  :  une  série  Irigonométrique  convergente,  mais  non  unifor- 
mément, peut-elle  représenter  zéro  sans  que  les  coefficients  soient 
nuls?  M.  Picard  expose  les  recherches  de  M.  Cantor  à  ce  sujet, 
ainsi  que  les  importants  théorèmes  que  Kiemann  a  donnés  au  début 
de  son  célèbre  Mémoire  sur  les  séries  trigonométriques,  théorèmes 
qui  sont,  avec  une  remarque  due  à  M.  Schwarz,  le  fondement  de 
la  démonstration  de  M.  Canlor. 
L'intégrale  de  Poisson 

1=  fi^'l)  -—,- d'L 

se  rattache  évidemment  à  la  théorie  des  séries  trigonométriques, 
puisque,  si  on  la  développe   en  une  série  procédant   suivant  les 
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puissances  entières  de  r,  assurément  convergente  quand  /*  est  plus 
petit  que  i,  la  somme  de  celte  série,  en  vertu  du  théorème  d'Abel, 
s'approche  indéfiniment  de/('^)  quand  on  fait  tendre  r  vers  Tunité, 
^  restant  fixe,  au  moins  si  Ton  suppose  que/(cp)  soit  développable 
en  série  de  Fourier.  M.  Picard,  en  suivant  la  marche  que  M.  Schwarz 
a  fait  connaître,  étudie  directement  l'intégrale  de  Poisson,  de  façon 
à  parvenir  à  la  limite  dont  elle  s'approche  quand  on  fait  tendre 
suivant  une  direction  déterminée,  vers  un  point  du  cercle  de 
rayon  i,  le  point  dont  les  coordonnées  polaires  sont  r  et  cp. 
Quoique  la  considération  de  l'intégrale  de  Poisson  ne  paraisse  pas 
devoir  conduire  à  une  démonstration  de  la  série  de  Fourier, 
M.  Picard  montre  qu'elle  permet  d'obtenir  les  beaux  résultats  de 
M.  Weierstrass  sur  la  possibilité  de  représenter,  avec  une  .approxi- 
mation donnée,  une  fonction  donnée,  soit  au  moyen  d'une  série  de 
Fourier  limitée,  soit  par  un  polynôme.  On  sait  que  M.  Weierstrass 
a  déduit  de  là  le  moyen  de  représenter  par  une  série  de  polynômes, 
absolument  et  uniformément  convergente  dans  un  intervalle  (a,  P), 
toute  fonction  continue  dans  cet  intervalle.  M.  Picard  montre,  en 
terminant,  comment  ces  considérations  peuvent  s'étendre  à  des 
fonctions  de  deux  ou  de  plusieurs  variables  :  l'intégrale  de  Poisson 
est  alors  remplacée  par  l'intégrale  déjà  considérée 

1  =  7^/         /        '^^ 5/(0',4.')slnO't/0'c/f , 


^J    J 


(1  —  ar  cosY  -f-  r*)' 


et  les  fonctions  de   Laplace  jouent  un  rôle  analogue  à  celui  des 
expressions  an  cos nx  -{-  bnsinnx. 

Relativement  aux  séries  à  entrée  multiple,  M.  Picard  généralise 
la  règle  de  convergence  donnée  par  Cauchy  pour  les  séries  simples 
à  terme  positif.  Cette  règle  s'applicjue  aisément  aux  séries  dont  le 
lerme  général  est  de  la  forme 


[/(/«i,  m-,  ..  ,,fnfj)\^ 


f{xs ,  X2,  .  . . ,  Xp)  étant  une  forme  quadratique  définie  et  positive. 
Un  exemple  intéressant  de  série  double  est  donné  par  le  déve- 
loppement, absolument  et  uniformément  convergent,  en  série  Iri- 
gonomélrique  double  d'une  fonction /(t.  j)')  continue,  ainsi  que 
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ses  (léri\ées  partielles  des  quatre  premiers  ordres,  et  jouissant  de 
la  propriété  définie  par  les  équations 

Les  fonctions  elliptiques  fournissent  d'autres  exemples  essen- 
tiels; M.  Picard  reproduit  aussi  un  exemple  de  fonction  à  deux 
variables,  quadruplement  périodique  qu'il  avait  donnée,  il  y  a 
deux  ans,  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique;  cette 
fonction  est  la  somme  de  la  série  double 


m— -+-•  /!  =  -♦-• 


V     V 


wi  —  —  «0  n  =  — < 


^1  _^  gx-»-ma+«|J^î  ^i  _j_  gyt-M:L''hfip'ji 


OÙ  a,  p,  a',  j3'  sont  des  nombres  réels,  tels  que  le  déterminant 
OLp' — a'P  soit  différent  de  zéro;  en  la  transformant  un  peu,  on  en 
obtient  un  élégant  développement  en  série  Irigonométrique  double. 
Il  reproduit  aussi  un  exemple  très  simple  de  série  multiple,  étendue 
non  plus  à  tous  les  systèmes  de  nombres  entiers,  mais  bien  aux 
substitutions  d'un  certain  groupe,  qui  permet  de  former  des  fonc- 
tions de  deux  variables,  analogues  aux  fonctions  ihétafuchsienncs 
d'une  variable  que  M.  Poincaré  a  fait  connaître.  Cette  série  est  un 
cas  particulier  de  celles  qu'il  a  considérées  dans  son  Mémoire  Sur 
une  classe  de  groupes  discontinus  de  substitutions  linéaires 
(Acta  mathematica,  l.  I,  p.  2C)7)(*). 

III.  Pour  ce  qui  est  des  applications  géométriques,  l'Auteur 
traite  d'abord  des  enveloppes,  des  surfaces  réglées,  des  congruences 
et  des  complexes  de  droites.  La  surface  réglée  du  troisième  ordre 
fournit  un  exemple  intéressant;  pour  les  congruences,  M.  Picard 
donne  les  propriétés  essentielles  de  la  surface  focale,  et  le  théorème 
de  Dupin  sur  la  condition  pour  que  les  droites  d'une  congruence 
soient  normales  à  une  surface,  théorème  qui  trouve  son  application 
immédiate  dans  la  théorie  des  lignes  de  courbure.  Après  avoir 
défini  les  complexes  de  droite,  il  indique  les  propriétés  fonda- 
mentales du  complexe  linéaire,  et  montre  en  particulier  que  les 
tangentes  d'une  cubique  gauche  appartiennent  à  un  tel  complexe. 


(')  V«»ir  fJuiietin,  t.  \lll,,-p.  i'|.S. 
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La  lliéorie  du  contact  et  de  la  courbure  des  courbes  planes  et 
gauches  est  exposée  avec  les  développements  qu'elle  comporte; 
nous  signalerons  dans  ce  Chapitre  la  démonstration  des  formules  de 
M.  Cayley  sur  les  courbes  gauches  algébriques,  analogues  aux 
formules  de  Pliicker  pour  les  courbes  planes,  et  d'une  propriété 
caractéristique  des  courbes  unicursales  d'ordre  n  dont  les  tan- 
gentes appartiennent  à  un  complexe  linéaire,  courbes  dont  l'étude 
a  été  l'objet  de  la  thèse  de  M.  Picard.  Celui-ci  expose  ensuite  les 
formules  de  Frenet,  dont  une  proposition  de  M.  Bertrand  sur  les 
courbes  pour  lesquelles  il  y  a  une  relation  linéaire  entre  la  cour- 
bure et  la  torsion  lui  fournit  une  belle  application,  les  théorèmes 
classiques  sur  la  courbure  des  sections  planes  d'une  surface,  les 
propriétés  fondamentales  des  lignes  de  courbure,  les  théorèmes 
de  Joachimsthal  et  deDupin.  L'élude  des  surfaces  enveloppes  d'une 
sphère,  et  en  particulier  de  la  cyclide  de  Dupin,  fournit  une  belle 
application  de  la  théorie  des  lignes  de  courbure.  Les  lignes  asym- 
ptotiques,  en  raison  de  leur  caractère  projectif,  offrent  un  intérêt 
particulier.  Signalons  l'exemple,  dû  à  M.  Jamet,  des  surfaces  qui 
ont  une  équation  de  la  forme 


■Ki)  -~ 


F(5), 


la  recherche  des  secondes  lignes  asymptoliques  d'une  surface 
réglée,  qui  permet  d'appeler  l'attention  sur  la  propriété  fonda- 
mentale de  l'équation  de  Riccati,  et  le  cas  particulièrement  inté- 
ressant où  les  génératrices  de  cette  surface  appartiennent  à  un  ou 
à  plusieurs  complexes  linéaires. 

L'expression  du  carré  de  l'élément  d'arc  sur  une  surface  conduit 
immédiatementà  la  notion  de  surfaces  applicables.  Comme  exemple, 
M.  Picard  cite  les  surfaces  dont  le  cis"^  est  de  la  forme  E^///^  +  Grfv^^, 
E  et  G  ne  dépendant  que  de  w.  Ces  surfaces  sont  applicables  sur 
une  surface  de  révolution  convenablement  choisie;  il  passe  ensuite 
aux  surfaces  développables,  considérées  comme  applicables  sur  le 
plan. 

La  notion  de  la  représentation  d'un  plan  se  rattache  naturelle- 
ment à  la  considération  du  carré  de  l'élément  d'un  arc  sur  le  plan. 
A  propos  de  cette  représentation,  l'Auteur  donne  quelques  indica- 
tions sur  les  courbes  isothermes  et  montre,  m  particulier,  qu'une 
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transforma  lion  qui  conserve  les  angles  transforme  une  famille  de 
courbes  isothermes  en  une  au  Ire  famille  de  courbes  isothermes. 

Il  étudie  ensuite  les  substitutions  linéaires  de  la  forme  (  ^i     ^  "^  ^  ) 

et,  en  particulier,  celles  pour  lesquelles  on  a  ad — 6c=.i ,  ainsi  que 
le  groupe  discontinu  formé  par  des  substitutions  de  cette  dernière 
forme,  où  a,  6,  r,  d  sont  des  enliers  réels.  La  considération  de  ce 
groupe  discontinu  conduit  à  partager  le  demi-plan  en  un  nombre 
infini  de  triangles;  M.  Picard  développe,  en  le  rattachant  au  pro- 
blème de  la  réduction  des  formes  quadratiques,  cet  intéressant 
résultat,  qui  donne  au  lecteur  une  ouverture  dans  le  domaine  de 
la  théorie  des  fonctions  modulaires;  la  substitution  à  une  forme 
quadratique  ordinaire  définie  et  positive,  d'une  forme  définie  et 
positive  à  indéterminées  conjuguées,  permet  d'obtenir  des  substi- 
tutions qui  transforment  le  demi-espace  en  lui-même,  comme  les 
substitutions  précédentes  transformaient  le  demi-plan  en  lui- 
même  (*). 

Enfin,  le  problème  de  la  carte,  et  son  application  au  cas  de  la 
sphère  et  de  l'ellipsoïde  terminent  ce  premier  Volume. 

J'ai  essayé  d'indiquer,  dans  l'analyse  qui  précède,  comment 
M.  Picard,  pour  chaque  théorie,  va  droit  à  ce  qui  est  essentiel, 
montre  ce  qu'elle  a  de  général  et  choisit,  pour  l'illustrer,  les 
exemples  les  plus  intéressants  et  les  plus  instructifs;  ceux  qui 
étudieront  son  Livre  sauront  avec  quelle  clarté  les  théories  peuvent 
être  exposées,  avec  quel  art  les  exemples  peuvent  être  traités. 

J.  T. 


(')  Voir  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mat kêniatiq ne  pour  i88.|,  p.  43,  le 
Mémoire  de  M.  Picard,  Sur  un  groupe  de  transformation  des  points  de  l'es- 
pace situés  du  même  côté  d'un  plan  {liulletinj  X,,  p.  i34). 
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MÉLANGES. 

LES  MATHÉMATIQUES  AUX  INDES  ORIENTALES; 

Par  m.  Léon  DELBOS, 
Professeur  à  l'Ecole  Navale  anglaise. 

Nous  antres  Européens,  nous  avons  une  si  haute  idée  de  noire 
intelligence  et  de  notre  savoir,  qu'il  est  quelquefois  utile  que  l'on 
nous  remette  en  mémoire  ce  que  nos  ancêtres  ont  accompli  dans 
le  domaine  de  rintelligencc,  surtout  en  Asie  et  en  Egypte. 

Rien  ne  saurait  être  plus  intéressant  que  de  se  reporter,  par  la 
pensée,  à  ces  siècles  que  nous  appelons  siècles  de  ténèbres,  quoique 
cette  appellation  ne  soit  exacte  que  lorsque  l'on  s'en  sert  pour 
désigner  l'état  de  l'Europe  d'il  y  a  cinq,  six  ou  dix  siècles  et  que 
l'on  ne  saurait  l'appliquer  aux  contrées  habitées,  à  cette  époque 
reculée,  par  les  Hindous  et  les  Arabes. 

Nous  devrions  nous  souvenir  que,  à  une  époque  où  l'Europe  était 
plongée  dans  l'ignorance,  les  Indiens,  les  Arabes  et  autres  peuples 
de  l'Orient,  avaient  fait  d^immenses  progrès  dans  la  Littérature, 
les  Arts  et  les  Sciences. 

Le  but  que  je  me  propose  dans  cet  article  est  de  faire  voir  que,  à 
une  époque  où  l'Europe  ne  savait  absolument  rien  des  Sciences 
mathématiques,  les  Hindous  y  avaient  déjà  fait  des  progrès  assez 
considérables. 

L'un  des  Ouvrages  les  plus  curieux  de  la  littérature  scientifique 
de  l'Inde  et,  en  même  temps,  le  plus  intéressant,  est  sans  contredit 

le  HiJAGAlVITAM. 

Le  nom  de  ce  livre  est  formé  des  deux  mots  ûija,  graine,  et 
Gctnitanif  computation.  Il  signifie  donc  compulation  au  moyen  des 
opérations  de  l'Arithmétique.  Nous  pourrions  dire  aussi  qu'il 
signifie  Fart  de  compter  les  graines. 

Ce  livre  est  dû  au  fameux  mathématicien  Indien  Bhaskara 
AcHAUYA,  qui  naquit  à  Biddour,  dans  le  Dekkan,  en  Tan  io36  de 
Salwaliana,  c'est-à-dire  vers  l'an  1 1 14  de  notre  ère. 

Nous  devons  au  même  auteur  le  célèbre  Lilavati,  ou  traité  sur 
l'Algèbre  et  la  Géométrie,  et  le  Siko.mani  qui  est  un  Ouvrage  sur 
l'Astronomie. 
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\\mH  HO  nous  oocujum^uis  pas  de  ce  dernier,  qui  esl  loin  de  pré- 
Houlor  le  Ultime  îulêrvl  que  les  deux  premiers. 

l'vM^^iue  vlu  l.u  \\  iTi  e5t  si  poétique  el  si  peu  connue,  en  Eu- 
iv|H\  quo  tto<  levleurs  uous  pardon neroDt,  sans  doute,  de  la  leur 
V'A\\*tUs*r  iux>î  brivxeownti  qu^  possible. 

KcijivikArx  jL\i:l  \i:s<  fi'I^  di  Qom  J«?  Lîlavatî.  Ayant  remarqué 
owK'  V  svo*  c  >;'x:  se  ,*^iiù  4a  iit«^ai«ftxt  •!*  la  oaissaDce  de  son  enfanl 
■  W  vîaji:  ■;*  i  x/i**  nu*-  a  a  ae  pars  s'»  ai^-pren^lnf,  qu'elle  était  deslinée 
4  r»4»,H-  iile.  i>tia>«^i~i.  idn  tt;  .roatnrtier  le  destin,  choisit  une 
K^i*^:  -u^/UiOj  3%ttir  :nar*tfr  -^t  illti  jtm  «pelle  lui  bien  et  dûment 
Kv  iuc  f^  it'«i>  it     h  "nfu  -fi  n  «itle  eût  des  enfants. 

*^ua»ta     'uMi>-     n**»>;tr   niL  -inr^^it?  ârrr^-^e,  Bhaskara  fit  venir 
•i*^  i«    ui  ^<a  lilr    *  -^»u    mur  ,:»fniir^- 

I  »%-•»  «  •^•ii  "*.niun-  j«rrru4>-  loac  ja  ?«?  senail alors aui  Indes 
*vui  iK.îtiti^*'  ^^  ïr«u>«:-  au  our  'A*  .->  a ntinf  est  penré  d'un  petit 
r»  >A  (  X  var^st  u^rrrrur^.  Jn  «  3Î;ii:^f  -iuiis  sa  ias<  qui  contient 
•^  •*«.  .,»:t  tiuL  *r«av*r^  k-u  &  jf»i  par  rocilîcip  pratiqué  au 
!%*••  ,u.  *.;.,i**r*  u>Ni.ti  '^  -^  nir  f  :i»ini!r -te  V^mm.  qai  y  a  pénétré 
<  i>K  vrivin.*-*-  »*iaL^«e-t«a«*ii  VAa>  e  i«ru*ie.  Avant  de  placer 
-^a  '•iu***r-  -^^-  *  *itt*  &a:^èiU^^  oaii  -•!  rftr)«rs  à  Tan  des  plus 
•  .s;î?«.T^  .>,^r»M%>iji*:r^  .t  '  î*rf**tir.  iàu  rutf  .es?  «ieux  jeunes  gens 
^.■N5<rt.     r--    m-.         i^^irt.  .«"»-. •_;- .u  e  .7: îmir**  s-"eaf'>noerait  dans 

Vi   1»  .i'..-^  tt^tt*.    ^i.i>.^i-:i  .»iut  r-inotir  ron- !a  «i^slinée  el  les 
4*  >^^  -*    ^     *-.>^->-ii.     i»>    ^it  ^   ail  ."-.'iiuiif   L /i^itt  pnf\^. 

.;.  •ik.       ••  -  -î^'   Muim:    v.vT^  ^r'-  îîlr-  TE.--.  T>a!a;  voir  Teau 
.     .     — .à     -1.    •i.j»*r»--    i£Iî<  -  iiJor>i:âi4  la  rase  et  ne 
»     tir      r"-  ^r*^>    i.^  ^  '♦•Or    le   3iiir'.iifr  s'était  dé- 


^     .        j     ,>^.     it.i>      «i-tcrran*  iu    ^^rimir-  ^t.  étant  trop 
^^*^-         "-ï*rr^     •:•:    «rîT»;*   * VîSie  eî  empêcha 


Ni         .«. 


--J         i 


:i%Ar^  ,'i:.  .^^  --ï^^  "^-^ta  ^aa-i  s'enfoncer 


^  ^,-     -     -    iiL**»:«i.i    '-fr^rr-t^iiiï^  TiajiSv.  en  sagT 

>-<    i  •■  ^  1*^1»» 'ir    î   iL:œsmol>- 
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«  J'écrirai  un  livre  qui  portera  ton  nom  el  qui  vivra  dans  les  siècles 
à  venir.  Une  bonne  renommée  est  une  seconde  vie  et  la  basé  de  la 
vie  éternelle.  » 

Avant  de  faire  l'examen  du  livre  de  Bhaskara,  nous  allons  entrer 
dans  quelques  détails  sur  les  écoles  de  l'Inde  et  sur  la  manière 
dont  on  y  enseigne  l'Arithmétique,  à  l'heure  actuelle.  11  va  sans 
dire  que  nous  ne  parlons  pas  des  écoles  européennes,  mais,  tout 
simplement,  des  écoles  indigènes. 

Quand  un  petit  Hindou  va  à  l'école,  pour  la  première  fois,  il 
accomplit  la  cérémonie  religieuse  connue  sous  le  nom  de  Pati 
Pouja,  ou  rite  de  la  planchette  à  écrire. 

Cette  planchette  à  écrire  est  couverte  de  Goulal  {Euphorbia 
tirucaUi).  sur  lequel  on  dessine  une  effigie  de  Sarasvati,  Cette 
déesse  de  la  science  est  fille  de  Brahma  et  épouse  de  Vishnou. 
Tout  Hindou  qui  sait  lire  et  écrire  ne  manque  pas  de  célébrer  son 
culte,  le  cinquième  jour  de  la  lune  de  janvier  ou  février. 

On  couvre  l'effigie  de  la  déesse  de  parfums,  de  riz,  de  sucre, ^ 
de  noix  de  bétel,  de  feuilles  de  palmier  et  de  fleurs;  puis  on  place, 
à  côté,  de  l'encens  que  l'on  fait  brûler  dans  une  cassolette  de  cuivre, 
et  une  lampe  dont  on  parfume  la  flamme  avec  du  camphre. 

L'élève  fait  don  de  toutes  ces  choses  au  maître  d'école,  à  qui  il 
donne  aussi  une  somme  d'argent,  un  turban  et  autres  présents, 
selon  la  position  de  ses  parents. 

Le  maître  distribue  le  riz,  le  sucre,  les  noix,  de  bétel  et  les  fleurs 
aux  autres  écoliers,  puis  le  nouvel  élève  se  prosterne  devant  la 
planchette  sur  laquelle  est  Teffigie  de  Sarasvati.  Le  maître  écrit 
alors  sur  celte  planchette  les  mots  sanskrits  Shri  Gancsayanama 
Ont!  c'est-à-dire  :  a  Salut  à  toi,  Ganesa,  Om  !  »  (*). 

La  planchette  dont  nous  venons  de  parler  a  environ  o"*,3o  de 
longueur  sur  o™,  20  à  o"','-42  de  largeur.  Dans  quelques  parties  de 
rinde  on  se  sert  d'autres  matières  colorantes.  On  trouve  des 
planchettes  peintes  en  noir  ou  en  blanc  et,  pour  les  commençants. 


(')  (iANKSA  est  le  dieu  (le  lu  sagesse.  On  le  reprcsenle  avec  une  tùte  d'éléphant. 
C'est  le  Janus  Indien. 

Omî  Ce  mot  commence  toutes  les  prières  indiennes.  Il  est  forme  des  lettres 
A,  r,  .M,  mais,  comme,  selon  les  règles  phonéti(jues  du  sanskrit,  A  -h  U  devient 
O,  le  mol  AU. M  devient  O.M.  O  mot  est  le  symbole  de  la  Triade  ou  Trinité 
indienne  :  Hralimâ,  \  i>linou  et  S'iva. 
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il  n^esl  pas  rare  que  l'on  saupoudre  loul  simpleiiienl  la  planchelte 
de  brique  pidvérisée  ou  de  sable.  On  trace  alors  les  caractères  ou 
les  chiflVes  comme  on  le  ferait  dans  l'allée  sablée  d'un  jardin. 
D'aulres  fois  on  emploie  de  la  farine  colorée  avec  du  pourpre.  Les 
planchettes  peintes  en  noir  sont  pour  les  élèves  plus  avancés.  On 
y  trace  les  lettres,  avec  de  la  craie  mélangée  d'eau. 

Pour  tracer  les  caractères  sur  ces  planchettes  on  se  sert  d'un 
roseau  convenablement  taillé  et  que  Ton  permet  à  l'élève  de  tenir  de 
la  manière  qu'il  trouvera  la  plus  commode.  En  général  il  conserve 
cette  manière  pendant  tout  le  cours  de  son  existence.  C'est  peut- 
être  à  cause  de  cela  que  les  Hindous,  comme  presque  tous  les 
peuples  de  TOrient,  écrivent  beaucoup  mieux  que  les  Européens. 

L'élève,  muni  de  sa  planchette  et  de  son  roseau,  apprend  les 
lettres  en  commençant  ])ar  les  voyelles.  De  là  il  passe  aux  con- 
sonnes, |)uis  aux  combinaisons  de  consonnes  et  de  voyelles  (*). 

De  plus,  on  le  place  à  coté  d'un  autre  élève  dont  les  éludes  sont 
plus  avancées.  Cet  élève  devient,  en  quelque  sorte,  un  second 
maftre.  Il  est  de  son  devoir  de  s'assurer  que  son  condisciple  tra- 
vaille bien  et  de  l'aider.  Si  le  jeune  élève  ne  s'acquitte  pas  con- 
venablement de  sa  tâche,  c'est  à  son  condisciple,  plus  avancé,  à  en 
instruire  le  maître.  La  tâche  du  maître  consiste  donc  principale- 
ment à  s'assurer  que  tout  le  monde  s'acquitte  consciencieusement 
de  son  travail. 

De  t(imps  en  temps  il  pose  des  questions  et  fait  répéter,  à  haute 
voix,  à  tel  ou  tel  élève,  ce  qu'il  est  supposé  avoir  appris. 

Ce  système  donne  d'excellents  résultats  pour  l'enseignement 
|)rimaire. 

(^uand  l'élève  écrit  suffisamment  bien,  il  commence  l'étude  des 
nombres. 

C<îll<î  élude  commence  nécessairement  par  celle  des  dix  premiers 
iionibn's  :  i,  e/{;  •>.,  do;  3,  t(n;  4,  char;  5,  pônch;  G,  chhah; 
-j,  siUli  ;  H,  <)th;  (j,  ntm;  lo,  dasa. 

(^uand  il  sait  bien  ces  dix  premiers  nombres  il  apprend  ceux  de 


(^)  Cclu  ii'u  lirii  que  dans  les  parties  de  Tlnde  où  Ton  se  sert  des  lettres  dites 
iN'vaiiiiKiiri.  Diiiis  les  endroits  où  l'on  se  sert  de  l'alphabet  arabe,  on  apprend  les 
Icllrrs  d'iiiMTs  l'ordre  (ju'cii»''*  ont  dans  cet  alphabet,  c'est-à-dire  flf,  A, />, /,   
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to  à  vo  de  la  maniùre  suivante  : 


I  devant  i  fait  1 1 

I  n  î      rt       lit, 

I        w        3     tt     i3 


el  ainsi  de  suite  jusqu'à  20. 

A  partir  de  9.o'\\  dit  : 

9.  devant  o  fail  20 


'A  »  I       »>      9. 1 


jusqu'à  ce  qu'il  arrive  à  cent. 

Une  fois  qu'il  connaît  bien  ces  nombres  il  apprend  le  Pare,  ou 
table  de  multiplication,  qui  consiste  à  multiplier  les  dix  premiers 
nombres  jusqu'à  3o,  et  même  quelquefois  jusqu'à  joo. 

Après  le  Pare  vient  le  Pouke  ou  table  des  quarts;  puis  le 
Nimke,  table  des  demies,  et  le  PounkCy  table  des  trois  quarts. 

Ces  tables  sont  suivies  du  Sawake  ou  table  de  i{;  du  DinkCy 
table  de  I  ^;  du  Artzke,  table  de  q^;  et  du  OulkCy  table  de  3^.  On 
ajoute  généralement  à  ces  tables  celles  de  Akarke  ou  table  de  1 1 
et  la  table  des  carrés  nommée  Ekotri, 

Toutes  ces  tables  s'apprennent  par  cœur.  Du  reste,  il  en  est  à 
peu  prés  de  même  de  tout  le  reste  dans  les  écoles  indigènes  de 
rinde.  De  plus,  tout  se  répète  à  haute  voix. 

Il  n'y  a  donc  rien  d'étonnant  que  la  mémoire  des  Hindous  soit 
excellente. 

Ces  tables  se  répètent  de  la  manière  suivante  : 


Une     fois  7  font     ? 
Deux     »     J     »     I T 

TH  1 

rois      n      V       »      2  r 


Ce  n'esl  que  lorsque  l'élève  sait  parfaitement  toutes  ces  tables 
c|u'il  apprend  les  poids  et  mesures  et  qu'il  commence  les  règles  01- 
dinaires  de  l'Arithmétique. 

A  la  fin  de  la  journée  de  classe  le  maître  fait  répéter  quelques 
unes  des  tables  par  tous  les  écoliers.  Tous  les  élèves  se  tiennent 
debout.  Le  maître  en  fait  avancer  un,  qui  se  place  en  face  de  ses 
condisciples,  et  qui  répète  les  tables,  à  haute  voix. 

Tous  les  écoliers  répètent  immédiatement  après  lu!. 

Le  maître  choisit,  généralement,  pour  cet  exercice  l'un  des 
élèves  les  plus  intelligents  et  les  plus  avancés  de  la  classe. 

Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  a»  série,  l.  \VI.  (Mars  189a.)  8 
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C'est  ce  système  qui  permet  aux  Hindous  de  faire  plusieurs 
opérations  arithmétiques,  sans  autre  secours  que  la  mémoire. 

J'en  ai  vu  qui  pouvaient  faire  des  règles  de  trois  composées, 
mentalement,  et  en  fort  peu  de  temps.  Quant  aux  additions  et  aux 
soustractions  de  fractions,  il  est  bien  rare  qu'un  Hindou  instruit 
ne  puissent  les  faire  mentalement. 

Cela  dit,  nous  allons  maintenant  donner  quelques  détails  sur  les 
différentes  manières  de  faire  les  opérations  ordinaires  de  TArith- 
métique. 

Arithmétique. 

De  V addition,  —  Cette  opération  se  fait  quelquefois  comme 
chez  nous,  mais  cela  est  fort  rare.  En  général,  la  méthode  indienne 
diffère  de  la  nAtre. 

Pour  rendre  ce  mode  d'opérer  plus  clair,  nous  allons  prendre 
un  exemple. 

Soit  à  additionner 

ji  4  3  I 
'114  0 
7823 
G  I   4   Ji 

18  5  4-2 
I  7  4  '^  -^ 

En  commençant  par  la  gauche,  nous  dirons  :  2  et  2  font  4?  et-" 
font  1 1,  et  6  font  17.  Nous  écrirons  1-  au-dessous  du  total  déli- 
nitif. 

Passant  à  la  deuxième  colonne  de  gauche,  nous  continuerons 
comme  pour  l'autre  colonne  en  disant  :  4  ^^'j  5  et  8  font  i3,  et  1 
font  14.  Nous  écrirons  le  4  de  i4  à  côté  du  ir  du  total  et  nous 
ajouterons  les  dizaines  au  nombre  17  ce  qui  nous  donnera  18  que 
nous  écrirons  à  la  place  du  total  définitif  et  nous  continuerons 
l'opération  jusqu'à  la  fin,  de  la  même  façon. 

De  la  soustraction,  —  La  soustraction  se  fait  d'une  manière 
qui  diffère  aussi  de  la  notre. 

Quand  les  chiffres  h  soustraire  sont  tous  |>lus  petits  que  ceux 
.(lo.nl  on  doil  les  soustraire,  l'opération  ne  présente  pas  la  moindre 
diflirullé. 
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Nous  devons  cependant  faire  remarquer  que  les  Hindous  placent 
toujours  le  nombre  à  soustraire  au-dessus  du  nombre  dont  on 
soustrait. 

Ainsi,  si  nous  avions  à  soustraire  i5  de  55,  nous  écririons  les 

nombres  comme  ci-dessous 

5  5 
I  5 

tandis  qu'un  Hindou  les  écrirait 

I  5 
5  5 

Quand  les  chiffres  à  soustraire  sont  plus  forts  que  ceux  dont 
on  les  soustrait,  on  procède  de  la  manière  suivante  qu'un  exemple 
rendra  claire. 

Soit  à  soustraire  867  de  54  i32. 

On  écrira  les  nombres,  comme  il  a  été  dit,  en  mettant  ]fi  plus 
petit  au-dessus  du  plus  grand. 

3  6  7 
5  4   I   3  2 


5  3  7  6  5 


Comme  on  ne  peut  soustraire  7  de  2,  on  empruntera  dix  unités 
a  la  colonne  suivante  et  Ton  soustraira  7  de  10,  ce  qui  donnera  3, 
chiffre  auquel  on  ajoutera  le  2  et  Ton  écrira  le  total  5  à  la  place 
convenable.  On  reportera  les  dix  unités  empruntées  à  la  colonne 
suivante,  ce  qui  donnera  7,  qu'on  devra  soustraire  de  3. 

Nous  dirons,  comme  précédemment,  7  de  10,  reste  3,  plus  3 
Font  6,  et  nous  écrirons  le  6  à  sa  place  définitive. 

Faisons  remarquer,  en  passant,  que  cette  méthode  est  excel- 
lente et  que,  quoiqu'on  ne  l'enseigne  pas  en  Europe,  j'ai  vu 
néanmoins  des  Anglais,  qui  n'avaient  jamais  été  aux  Indes,  ou 
autres  parties  de  l'Orient,  faire  leurs  soustractions  de  cette  ma- 
nière. 

Avant  de  passer  à  la  multiplication,  nous  allons  donner  une 
addition  et  une  soustraction  copiées  sur  la  planchette  même  d'un 
écolier  Hindou. 

On  verra  la  manière  dont  on  dispose  les  chiffres. 
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Addition. 


4 

3 

0 

. 

fi 

' 

■ 

4 

6 

. 

F 

3 
3 

6 

-^ 

i 
3 

> 
3 

-^ 

<• 

' 

' 

ce  (f  ui  nous  donne  pour  lotal  définilîr  i  3^3  44^r  puisqu'on  devra 
reporter  les  retenues  de  la  dernière  ligne  à  la  colonne  de  gauche 
du  vrai  total.  C'esl-à-dire  que  les  quatre  i  He  reporteront  respec- 
tivement sur  les  chilTres  6,  u,  3,  3  du  total  qui  deviendront 
7,  3,  4,  4- 

Soustraction. 


Nombre  i  soustrain 


. 

. 

I 

. 

. 

3 

9 

7 

4 

6 

« 

3 

9 

6 

4 

i 

S 

9 

9 

9 

e!it  la  dilTércnce. 


De  la  multiplication.  —  Cette  opération  se  fait  de  plusieurs 
manières.  On  choisU  la  plus  commode. 

Soit  à  multiplier  383  par  la. 

On  écrira,  comme  nous  le  faisons,  le  multiplicateur  au-dessous 
du  multiplicande,  mais  on  aura  soin  que  le  dernier  chifl're  du 
multiplicateur  soit  placé  au-dessous  du  dernier  chiffre  à  gauche 
du  multiplicande. 


90 
6  o 

4  C  3  0 
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On  multipliera  chaque  chiflre   du   multiplicande   par   i2^*.«*je() 
arrangeant  les  produits  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus.         ,-•'  : 

S'il  n'est  pas  commode   de  multiplier  par  le  multiplicateur, 
alors  on  multiplie  tout  le  multiplicateur  par  chacun  des  chiflres  -.' 
du  multiplicande,  en  arrangeant  l'opération  comme  ci-dessous. 

Soit  à  multiplier  385  par  6i  : 


3 

8 

5 

6 

I 

I 

8 

3 

4 

8 

8 

3 

o 

1. 

3 

4 

8 

5 

Ce  système  présente  certains  avantages.  Il  a  pour  lui  la  clarté 
ety  de  plus,  il  est  souvent  possible  de  simplifier  l'opération  en 
multipliant  par  deux  chiffres  à  la  fois.  Aussi  dans  l'exemple  que 
nous  allons  donner,  après  être  arrivé  au  9  du  multiplicande,  on 
pourra  multiplier  par  12  ce  qui  nous  donnera  de  suite  28980,  au 
lieu  des  deux  lignes  241 5  et  483o.  Il  faudra  avoir  soin  de  placer 
le  zéro  sous  le  2  du  multiplicande. 

Soit  à  multiplier  67  89 1  234  P^^  ^4  ^  5. 

67891234 
•}.  4  1  ^ 


14490 
16905 

I  9  3  u  o 

21735 

2  4  1  5 

4  8  3  o 

7145 

9660 

163957  3  3oi  10 


Quelquefois  les  Hindous  divisent  le  multiplicateur  en  deux 
autres  nombres,  dont  la  somme  est  égale  au  multiplicateur.  Ainsi 
12  =  4-1-8  ou  6-1-6  ou  3-j- 9. 

Dans  ce  cas,  on  multiplie  le  multiplicande  séparément  par 
chacun  des  nombres  el   l'on  ajoute  les  deux  résultats  ensemble. 


■ 


•  •  •- 
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:A5xisî385  à  multiplier  par  12  nous  donnera,  en  prenant  i2  =  4"^-8. 


•"•..• 


385  X  4  =  i54o 
385  X  8  =  3o8o 


46'20 

(]ui  sera  le  produit  de  385  par  12. 

Quelquefois  on  se  sert  aussi  des  facteurs  du  multiplicateur. 

Quand  le  multiplicateur  se  compose  de  4j  ou  de  plus  de  quatre 
chiffres,  on  fait  la  multiplication  en  multipliant  tous  les  chiffres 
du  multiplicande,  en  commençant  par  la  droite,  par  chacun  des 
chiffres  du  multiplicateur,  en  commençant  par  la  gauche. 

Soit  à  multiplier  23  078  912  par  1 10  5 12. 

23578912 
I  I  o  5  I  2 


2  !J  5  7  8  9  I  2 
23578912 
I  17894560 
23578912 
47^57824 

2605752722944 

Il  est  évident  qu^on  aurait  pu  abréger  l'opération  en  multipliant 
par  II  et  par  12,  en  une  seule  ligne,  au  lieu  de  multiplier  par 
chaque  chiffre  séparément.  C'est  du  reste  ce  qui  se  fait  dans  la 
pratique.  De  cette  façon,  01I  réduirait  l'opération  à  la  forme  sui- 
vante : 

23578912 

I  I  o  5  I  2 


2  5  9  3  6  8  o  3  2 
I  17894560 
282946944 

2605752722944 


De  la  division.  —  Les  Hindous  arrangent  les  nombres  de  la 
façon  suivante. 

On  écrit  d'abord  le  dividende,  au-dessous  duquel  on  place  le 
diviseur.  Le  quotient  se  met  à  droite  du  diviseur  et  les  différents 
restes  se  placent  au-dessus  du  dividende. 

Supposons  qu'on  demande  de  diviser  120  628  par  3^2. 

L'opération  sera  disposée  comnio  suil  : 
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I  4  8  8 
I  4  8  8 

7  4  4 

8918 
I    I    I  G  Produit  du  diviseur  par  le  1**^  cliiiïrc  fJu  quotient 

Dividende,     i  2  o  5  a  8     Quotient  3^4 
Di\iseurs.      372 


» 

M 


Ceci  demande  quelques  mots  d'expUcalion.  On  trouvera  d'abord 
le  premier  chifiTre  du  quotient,  comme  nous  le  faisons,  puis  on 
multipliera  le  diviseur  par  ce  chiffre  et  l'on  écrira  le  produit  au- 
dessus  du  dividende.  Alors  seulement  on  fera  la  soustraction  et, 
au  lieu  d'abaisser  le  chiilre  suivant  du  dividende,  à  côté  du  reste, 
on  écrira,  au-dessus,  tous  les  chiffres  restants,  c'est-à-dire  8928  et 
l'on  continuera  l'opération  comme  on  l'a  commencée,  toutefois  en 
écrivant  le  diviseur  autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  de  diviser. 

Des  fractions. 

Nous  n'avons  que  très  peu  de  remarques  à  faire  sur  ce  sujet. 

La  réduction  des  fractions  au  même  dénominateur,  l'addition, 
la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division  de  fractions  se  font, 
à  très  peu  de  chose  près,  comme  chez  nous.  La  seule  particularité 
à  noter,  c'est  que  les  Hindous  ne  se  servent  pas  du  trait  pour 
séparer  le  numérateur  du  dénominateur.  Ainsi,  un  Hindou  écrira 
;,  ï,  au  lieu  de  ^,|. 

De  la  racine  carrée. 

-  La  racine  carrée  s'extrait  d'une  façon  qui  diffère  peu  de  celle 
usitée  en  Europe.  La  plus  grande  différence,  c'est  qu'au  lieu  de 
diviser  le  nombre  en  périodes  de  deux  chiffres,  au  moyen  du 
point,  l'Hindou  se  sert  de  deux  traits  :  l'un  perpendiculaire  pour 
marquer  les  chiffres  de  rang  impair,  à  partir  de  la  droite,  et 
l'autre,  horizontal,  pour  marquer  ceux  de  rang  pair. 

Ainsi,  s'il  s'agissait  de  chercher  la  racine  carrée  du  nombre 
3  I  54  "56,  au  lieu  de  se  servir  du  point,  on  écrirait  ce  nombre 
comme  suit  : 

3  I  j  \  7  *>  6 
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Telles  sunl  les  principales  règles  de  l'Arillimétique  conleDues 
dans  le  Traité  de  Bhaski^ra. 

Ajoutons  que  ce  mathématicien  semble  avoir  été  l'un  des  pre- 
miers à  répandre  les  sciences  mathématiques  aux  Indes  cl  que  ses 
méthodes  sont  encore  celles  que  Ton  suit  le  plus  communément, 
aujourd'hui  même,  dans  les  écoles  indigènes. 

De  la  Géométrie. 

Comme  nous  Favons  dit  au  commencement  de  cet  article, 
Bhaskara  est  aussi  l'auteur  d'un  traité  de  Géométrie  et  d'Algèbre. 

11  est  inutile  de  nous  étendre  sur  ces  Ouvrages  dont  les  mé- 
thodes ressemblent,  en  bien  des  points,  à  celles  dont  nous  nous 
servons  aujourd'hui. 

Les  ouvrages  de  Bhaskara  sont  surtout  intéressants  au  point  de 
vue  de  la  similitude  des  méthodes  actuelles  et  de  celles  d'autre- 
fois. 11  est  bon  aussi  de  faire  voir  que  les  anciens  Hindous  n'étaient 
pas,  comme  on  l'a  cru  trop  longtemps,  une  race  d'ignorants. 

Pour  l'Européen,  il  y  a  là  une  révélation  sur  laquelle  il  est  bon 
de  s'appesantir,  parce  qu'un  examen,  même  succinct,  des  livres 
mathématiques  des  Hindous  lui  démontrera  que  les  lumières  ac- 
tuelles de  l'Europe  ont  été  précédées  d'autres  lumières  et  que,  si 
nous  avons  fait  progresser  les  Sciences,  les  Orientaux  sont  les 
pionniers  qui  oui  ouvert  la  voie. 

Rien  de  plus  curieux,  par  exemple,  que  de  trouver  dans  le 
texte  du  Lilavali  les  règles  suivantes  qui,  bien  qu'elles  j  soient 
données  sans  démonstration,  n'en  sont  pas  moins  exactes  pour 
cela. 

pRoui.KMK  1.  —  Trouver  V hypoténuse  d^ un  triangle  rec- 
tangle dont  on  connaît  les  deux  côtés, 

liègle  du  Lilavati,  —  Multipliez  l'un  des  côtés  par  l'autre, 
doublez  le  produit,  ajoutez-y  Je  carré  de  la  diflerence  des  deux 
côtés  et  extrayez  la  racine. 

Par  exemple,  si  les  côtés  sont  égaux  à  4  ^t  à  3,  la  règle  donnera 

et 
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Problême  H.  —  Connaissant  V hypoténuse  et  Vun  des  côtés, 
trouver  l* autre. 

liègle  du  Lilavati,  —  Multipliez  la  somme  de  la  base  et  de 
rhypoléniise  par  leur  différence  et  extrayez  la  racine  carrée. 
Si  riiypolénuse  égale  5  et  le  côlé  égale  3,  nous  aurons 

et 

c'est-à-dire  l'autre  côlé. 

Le  carré  de  rhypoténuse. 

Cette  importante  proposition,  qui  est  la  quarante-septième  des 
éléments  d'Ëuclide,  est  démonlrée  par  Bhaskara  d'une  façon  si 
élégante  qu'on  ne  saurait  Tomettre  ici.  Nous  ne  saurions  affirmer 
qu'elle  soit  de  Bhaskara  lui-même,  mais  ce  que  nous  pouvons 
assurer,  c'est  que,  si  elle  n'est  pas  de  lui,  elle  est  due  à  l'un  des 
commentateurs  de  son  Ouvrage  et  à  un  Indien.  La  voici  en  entier. 

Si  A  désigne  l'hypoténuse,  B  le  grand  côté  de  l'angle  droit  et 
C  le  plus  petit,  et  si  du  sommet  de  Tangie  droit  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  Thypoténuse,  et  qu'on  désigne  par  6  et  c  les 


deux  segments  de  Thypolénuse,  les  Iriangles  semblables  donne- 
ront les  proportions  suiviinlos  : 


A       B 
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d'où 


et 


d'où 


^-'i 


A  _  C 
C  ~"  c  ' 


^=  A 


Mais,  puisque  A  =  6  +  c,  on  aura  aussi 

B«  -4-  C« 


d'où 


^=— A-' 


A«=B«-+-G«. 
De  la  circonférence  et  du  cercle. 


Ce  qu'il  y  a  peut  être  de  plus  original  dans  l'œuvre  de  Bhas- 
kara,  c'est  la  géométrie  du  cercle. 

Le  Lilavati  donne  la  règle  suivante  pour  trouver  la  circonfé- 
rence d'un  cercle. 

Règle  du  Lilwati.  —  Multipliez  le  diamètre  par  3927  et 
divisez  le  produit  par  1  aSo. 

En  ciTet,  si  nous  effectuons  la  division,  nous  verrons  que  le 
quotient  obtenu  nous  donne  exactement  3,i4i6  sans  reste.  C^est 
donc  là  une  valeur  de  FI  suffisamment  approchée  pour  les  opéra- 
tions ordinaires.  Outre  ce  rapport,  le  Lilavati  dit  qu'on  peut 
se  servir  du  rapport  ~  pour  ce  qui  ne  demande  pas  une  grande 
précision. 

Ces  nombres  sont  donnés  sans  preuve  et  l'on  ne  nous  dit  pas 
non  plus  comment  on  les  a  obtenus. 

(iCpcndaut,  Tun  des  commentateurs  donne  la  raison  suivante  : 
u  liC  cùté  de  l'hexagone  inscrit  est  égal  au  rayon.  D'après  cela, 
nous  pouvons  trouver  le  côté  du  dodécagone  d'où  nous  dédui- 
rons, par  une  méthode  semblable,  le  côté  du  polygone  de  24  côtés, 
et  ainsi  de  suile,  toujours  en  doublant  le  nombre  des  côtés  jusqu'à 
ce  que  le  côté  diffère  à  peine  de  l'arc.  La  somme  de  ces  derniers 
rôles  sera  presque  égale  à  la  circonférence  du  cercle.  Nous  cher- 
cherons donc  le  côté  du  polygone  de  384  côtés  et  Ton  trouvera 
par  là  le  rapport  donné.  » 


La  méthode  pour  trouver  la  surFace  du  cercle  est  très  curieuse. 
Voici  comment  s'exprime  l'auteur  : 

«  Divisez  le  cercle  en  deux  demi-cercles.  Supposez  qu'on  ail 
lire  un  assez  grand  nombre  de  rayons  et  que  la  demi-circonférence 
ait  été  développée  sur  une  li^nc  droite.  Chaque  demî-cercle  de- 
viendra ainsi  une  série  de  triangles.  Si  nous  les  plaçons  ensemble, 
on  obtiendra  un  parallélogramme  dont  la  base  sera  la  moitié  de  la 
circonférence  et  dont  la  hauteur  sera  égale  au  rajon,  » 

La  figure  sera  donc  celle  ci-dessous  : 


AB  sera  la  demi-circonférence  et  OH  le  rayon  dn  cercle. 

Les  deux  séries  de  triangles  formeront  donc  le  parallélogramme 
ct-dessous  : 

Fig.  3. 


Les  triangles  i,  2,  3,  ...  représentent  la  moitié  du  cercle, 
tandis  que  a,  b,c,  d, ...  représentent  l'autre  moitié, et  que  le  pa- 
rallélogramme ABCD  représente  le  cercle  dont  on  cherche  la  su- 
perficie. 

Puisque  AB  est  la  demi-circonférence,  AB  =  nR  qui,  multiplié 
par  OH  ^  R,  donnera  tlR',  c'est-à-dire  la  surface  du  cercle. 

On  trouve  encore  d'autres  règles  curieuses  dans  l'ouvrage  de 
Khaskarn,  telles  que,  par  exemple,  les  règles  suivantes  : 
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«  Le  diamètre  d^un  cercle,  divisé  par  4  et  multiplié  par  la 
circonférence,  donne  Vaire  du  cercle. 

»  Uaire  du  cercle,  multipliée  par  4,  donne  la  surface  de  la 
sphère. 

»  Cette  superficie,  multipliée  par  le  diamètre  de  la  sphère, 
et  divisée  par  6,  donne  le  volume  de  la  sphère,  » 

Le  Lilavati  donne  plusieurs  exemples  de  ces  règles,  en  prenant 
un  cercle  el  une  sphère  de  rayon  7. 

Un  autre  exemple,  bien  digne  de  figurer  ici,  est  le  suivant  : 

«  Si  le  diamètre  d'un  cercle  est  égal  à  10  et  si  la  corde  de 
l'arc  double  est  6,  on  demande  quel  sera  le  sinus  verse* 

»  Du  sinus  verse  trouver  la  corde,  et  de  la  corde  et  du  sinus 
verse  trouver  le  diamètre.  » 

liègle  du  Lilavati.  —  «  Multipliez  la  corde  de  Tare  double 
par  le  diamètre.  Soustrayez  du  diamètre  la  racine  carrée  du  pro- 
duily  et  la  moitié  du  reste  sera  le  sinus  verse.  » 

Pour  trouver  la  corde  de  Tare  double,  «  soustraire  le  sinus 
verse  du  diamètre  et  multiplier  le  reste  parle  sinus  verse.  Extraire 
la  racine  carrée  du  produit  et  multiplier  par  2.  » 

)>  Pour  trouver  le  diamètre  du  cercle,  diviser  le  carré  de  la 
demi-corde  par  le  sinus  verse  et  ajouter  le  sinus  verse  au  quo- 
tient. » 

Le  produit  de  l'arc  par'la  circonférence  diminuée  de  l'arc  s'ap- 
pelle un  adya. 

Pour  trouver  la  corde,  ou  multipliera  le  quart  du  carré  de  la 
circonférence  par  5,  on  soustraira  le  produit  de  l'adya,  multiplié 
par  le  reste,  et  l'on  divisera  l'adya  par  quatre  fois  le  diamètre.  Le 
quotient  sera  égal  à  la  corde. 

De  l'Algèbre. 

L'Algèbre  est  sans  contredit  le  point  faible  de  tout  ce  que 
Bhaskara  a  écrit  sur  les  Mathématiques.  La  plupart  de  ses  mé- 
thodes sont  primitives. 

Aucun  signe  ne  sert  à  désigner  les  quantités  positives  et  les 
quantités  négatives  y  sont  désignées  par  un  poinl. 
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I^es  quanlilés  inconnues  se  représentent  an  moyen  de  couleurs 
diverses  et  l'égalité  s'exprime  en  mots  et  non  au  moyen  d'un 
signe. 

Bhaskara  traite  des  équations  du  premier  et  du  second  degré, 
mais  d'une  manière  très  obscure.  Malgré  cela,  quand  on  voit 
quels  problèmes  Bhaskara  propose,  on  est  Porcé  d'admettre  qu'il 
avait  atteint  une  certaine  habileté  à  manier  les  formules  algé- 
briques. 

Ainsi  le  problème  suivant,  que  Bhaskara  dit  avoir  tiré  d'un 
auteur  ancien,  demande  une  dextérité  à  laquelle  on  ne  se  serait 
pas  attendu  de  méthodes  algébriques  aussi  primitives. 

Ce  problème  est  ainsi  conçu  :  «  Quel  est  le  nombre  qui,  mul- 
tiplié par  3  et  ayant  i  ajouté  à  ce  produit,  devient  un  cube,  et 
dont  la  racine  cubique,  élevée  au  carré,  puis  multipliée  par  3 
et  ayant  une  unité  ajoutée,  devient  un  carré,  » 

La  solution  de  l'équation  du  second  degré  se  trouve  dans  plu- 
sieurs Traités  hindous. 

Cette  solution  est  invariablement  celle  dont  on  se  sert  en 
France  et  dans  plusieurs  autres  contrées  de  l'Europe,  c'est-à-dire 
la  méthode  directe  qui  consiste  à  multiplier  chaque  terme  de 
l'équation  par  4^i  méthode  qui  a  l'avantage  de  ne  pas  donner  de 
dénominateur  (*). 


(*  )  Eo   Angleterre,  réquation  générale  du   second   degré  se  résout  toujours 

comme  suit 

ax*-\-  6j:  H-  c  =  o; 

divisant  par  a  et  transposant  on  obtient 

,      b  c 

a  a 

et,  en  complétant  le  carré,  on  a 

b  b*         b*        c 

a  '\a*        '\a*       a 

d'où,  en  extrayant  la  racine. 


b        dty/F^ 


.'1  ac 


A  a                2  a 
cl  finalement  

—  b±:  \/b'  —  i  ar 


X  = 


?.a 


Quant   à  la  méthode  française  ou   plutôt  indoue,  elle  y  est   pour   ainsi   dire 
sDCoonue. 
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.   C^est  là  à  peu  près  tout  ce  que  nous  pouvons  dire  au  sujet  de 
rA.lgèbre  des  Hindous. 

Problèmes  indiens. 

Nous  allons  maintenant  donner  quelques  problèmes  qui  sont 
assez  curieux,  vu  la  manière  poétique  dont  leurs  auteurs  les  ont 
proposés. 

On  remarquera  qu^l  }^  en  a  plusieurs  qui  ne  sont  que  de  simples 
questions  d'Arithmétique. 

Problème  I.  —  Dix  fois  la  racine  carrée  d^une  troupe  de 
cygnes  s'est  envolée  vers  le  lac  de  Manou  lorsqu'elle  a  vu  les 
nuages  s'amonceler.  La  huitième  partie  de  leur  nombre  a 
quitté  le  bord  de  l'eau  pour  les  nénuphars,  et  trois  couples 
sont  restés  à  se  jouer  dans  Veau.  Dis-moi,  jeune  fille  à  la  belle 
chevelure,  quel  était  le  nombre  total  de  cygnes? 

Problème  II.  —  La  cinquième  partie  d'un  essaim  d* abeilles 
s'est  posé  sur  la  Jleur  d'un  Kadamba,  le  tiers  sur  celle  du 
Silindhri,  trois  fois  la  différence  de  ces  nombres  s'est  envolée 
pour  aller  sur  la  fleur  d'un  Kutaja,  et  une  abeille  a  plané 
dans  l'air,  attirée  par  l'odeur  d'un  jasmin  et  d'un  pandanus. 
Dis-moi,  jolie  fille,  le  nombre  d'abeilles? 

Problème  III.  —  Au  milieu  du  combat,  le  furieux  Prithava 
saisit  un  nombre  de  flèches  pour  tuer  Karma.  Il  en  employa 
la  moitié  pour  sa  propre  défense  et  quatre  fois  la  racine 
carrée  contre  les  chevaux.  Trois  flèches  transpercèrent 
Shalya,  l'automédon,  trois  autres  flèches  crevèrent  le  parasol 
et  brisèrent  l'étendard  et  l'arc,  tandis  que  la  tète  de  Karma 
fut  percée  d'une  flèche.  Quel  est  le  nombre  de  flèches  qu'avait 
pris  Arjoun  (*)? 

Problème  IV.  —  La  racine  carrée  de  la  moitié  d'un  essaim 
d'abeilles  et  puis  aussi  la  huitième  partie  vont  se  poser  sur  un 
jasmin.  La  reine  bourdonne  en  réponse  au  bourdonnement 
d'un  mâle  qui  est  dans  un  nénuphar.  (Cela  signifie  que  deux 
abeilles  restent  écartées  des  aulres.) 


(M  Arjoun  est  un  autre  nom  de  Pritliava  qui,  comme  Karma,  était  uu  prince 
indien  de  l'anliiinih'. 
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O  belle  fille,  dis-'moi  combien  il  y  avait  d'abeilles? 
Problème  V.  —  On  peut  acheter  une  fille  de  six  ans  pour 
Sa  niskas.  Combien  coûtera  une  fille  de  vingt  ans? 

Question  difficile  à  résoudre  pour  un  Européen  qui  demandera 
sans  doute  si  la  valeur  pécuniaire  d'une  fille  est  en  raison  directe 
ou  indirecte  de  son  âge. 

Problème  VI.  —  Trente  poutres  de  12  pouces  d'épaisseur^ 
de  16  pouces  de  largeur  et  de  i4  coudées  de  long  coûtent 
100  niskas.  Que  coûteront  i^. poutres  de  8  pouces  d'épaisseur, 
de  12  pouces  de  largeur  et  de  10  coudées  de  longueur? 

Problème  VIL  —  Si  les  poutres  étaient  à  une  lieue  de  dis- 
tance et  qu'il  fallût  payer  8  drachmes  pour  les  apporter, 
combien  faudrait-il  payer  pour  faire  transporter  le  second 
lot  à  une  distance  de  six  lieues? 

Je  ne  donnerai  pour  finir  qu'un  autre  problème  qui  m'a  été 
proposé  il  y  a  quelques  années,  par  un  de  mes  amis,  un  Hindou 
qui  m'avait  demandé  de  lui  en  donner  la  solution.  Ce  problème 
est  suffisamment  éurieux  pour  trouver  sa  place  ici. 

Problème  VIII.  —  Trois  hommes  avaient  un  singe.  Les 
hommes  qui  avaient  acheté  des  mangues  se  les  partagèrent  de 
la  façon  suivante  : 

Dans  la  nuit,  le  premier  homme  vint  où  était  la  provision 
de  mangues  quil  divisa  en  trois  parties.  Il  prit  une  des  parts 
pour  lui  et,  comme  il  y  avait  une  mangue  en  plus  des  trois 
parts,  il  la  donna  au  singe. 

Le  deuxième  homme  vint  aussi,  divisa  les  mangues  restantes 
en  trois  portions.  Il  y  eut  encore  une  mangue  en  plus  qu'il 
donna  au  singe  et  il  prit  l'une  des  portions  pour  lui-même. 

A  lors  le  troisième  individu  arriva  et  divisa  aussi  les  mangues 
en  trois  parts  et,  comme  il  y  eut  encore  une  mangue  en  plus, 
il  la  donna  au  singe  et  prit  une  des  parts  pour  lui-même. 

Le  matin  suivant,  les  trois  hommes  vinrent  ensemble  et  divi- 
sèrent les  mangues  restantes  en  trois  portions.  Cette  fois,  il  y 
put  encore  une  mangue  en  plus  qu'on  donna  au  singe,  tandis 
f/ue  chacun  des  (rois  individtts  prit  sa  part. 
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On  demande  quel  est  le  plus  petit  nombre  de  mangues  avec 
lequel  il  soit  possible  d'effectuer  ces  partages?  (  '  ) 

Au  lecteur  mainlenanl  à  dire  si  nos  amis  de  rHindoiistan  n^onl 
pas  droit  aux  louanges  que  nous  leur  avons  données  en  commen- 
çant et  si  nous  ne  leur  sommes  pas  redevables  d'autres  connais- 
sances mathématiques  que  de  la  numération  décimale  qui,  comme 
on  le  sait,  nous  vient  des  Hindous. 

Nous  n'en  dirons  pas  plus,  nous  souvenant  toujours  que  les 
Latins  ont  dit  avec  justesse  :  Verbum  sat  sapienti. 


(')  Comme  plusieurs  personnes  on  i  prétendu  que  ce  problème  élait  impossible, 
je  crois  devoir  en  donner  ici  une  solution,  espc'rant  que  de  meilleurs  mathémati- 
ciens que  moi  le  résoudront  d'une  favon  plus  élégante. 

Soient  A  le  premier  homme,  B  le  second  et  C  le  troisième. 

Soit  encore  x  le  nombre  de  mangues  reçues  le  matin  par  A,  B  et  C. 

Alors  3x  -^  I  représente  ce  que  C  a  laissé. 

Et  -(3x-t-i)  représente  ce  que  C  a  pris. 
Donc  C  a  trouvé 

et  B  a  pris 

et  B  a  trouvé 

et  A  a  pris 


3r3 

2 


I L^  J     ^ 


cette  dernière  équation  doit  être  un  nombre  entier  et  est  égale  à 

17X -^() -^«-+- 4       ,      .  3(x-f-i) 

S  « 

d'où  l'on  verra  que  x  --  7  ou  i5  ou  23,  . ..,  63,  71,  79,  et  que  79  est  le  pl«»  prtil 

nombre  possible. 

Donc  : 

\  a  d'abord  eu  26  mangues  et  le  singe  1  mangue 

B             M             '7  "  »  I  w 

C             »♦             1 1  »  >»  I  >» 

Et  le  matin  A  -+-  B  —  C  ont  eu 

chacun  7  mangues  soit  en  tout  91  »  »  1  • 

Total 75  »  n  4        » 

ce  qui  fait  bien  79. 
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COMPTES   KENDUS   ET  ANALYSES. 

G.-B.  GUCClÂ.  —  Lezioni  di  Geometria  superiore  (Cours  lithographie). 
I  vol.  in-4°,  4i6  pages.  Palerme,  Longo  et  C",  1890. 

Les  Iravaux  de  Chasles  et  Poncelel,  continués  et  développés 
par  de  nombreux  mathématiciens,  ont  donné  naissance  aux  mé- 
thodes de  transformation  et  de  correspondance  qui  sont  si  fé- 
condes en  Géométrie.  Tout  particulièrement  en  Italie,  M.  Cre- 
mona  a  contribué,  pour  une  large  part,  au  développement  des 
théories  de  Chasles  et  Poncelet,  tant  par  ses  travaux  personnels  (*) 
que  par  son  remarquable  enseignement. 

Ce  sont,  en  majeure  partie,  les  idées  de  Cremona  que  M.  G.-B. 
Guccia  a  exposées  dans  ses  Leçons  à  l'Université  de  Palerme, 
qu'il  vient  de  publier. 

L'auteur  expose  d'abord  les  propriétés  générales  des  systèmes 
linéaires,  la  théorie  des  centres  harmoniques  et  le  procédé  po- 
laire (polaren-process)',  puis,  il  applique  ces  théories  à  l'étude 
des  propriétés  générales  des  courbes  et  des  surfaces  algébriques. 

Le  Cours  débute  par  dix  Leçons  de  Géométrie  analytique,  dont 
M.  Guccia  ne  publie  que  les  titres,  qui  sont  suivies  de  cinq 
Leçons  de  généralités  :  [Définitions  des  courbes-lieux  et  des 
courbes-enveloppes,  de  V ordre,  de  la  classe,  du  genre  des 
courbes  et  des  surfaces.  Définitions  des  points  et  des  tangentes 
multiples,  etc.].  A  la  seizième  Leçon,  commence  l'étude  des  sys- 
tèmes linéaires,  dans  la  géométrie  de  la  droite,  du  plan  et  de 
l'espace,  par  l'exposé  du  principe  de  correspondance  de  Chasles. 

Désignons,  d'une  manière  générale,  sous  le  nom  d^élémenl 
d'ordre  n,  soit  un  groupe  de  n  points  en  ligne  droite  ou  un  groupe 
de  n  droites  passant  par  un  point,  soit  une  courbe-lieu  d'ordre  n 
ou  une  courbe-enveloppe  de  classe  n,  soit  encore  une  surface- 
lieu  d'ordre  n  ou  une  surface-enveloppe  de  classe  /i,   de   telle 

(')  CiiEMOXA,  fntroduzione  ad  una  teoria  geometrica  délie  curve  piane 
{Afeniorie  délia  H,  Accad.  délie  Scienze  delV  Instituto  di  Dologna^  séiic  I, 
t.  XII;  1862).  —  Preliminari  di  una  teoria  geometrica  délie  super/icie  {/Oid., 
série  II,  l.  VI  cl  VII;  1866  et  18G7).  —  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  sur- 
faces du  troisième  ordre  {Journal  de  CrellCy  l.  68;  1868). 

/iull.  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  l.  XVI.  (Avril  i8()2.)  <j 
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façon  qu^un  élément  d'ordre  n  soit  représenté,  analjtiquement, 
par  une  équation  homogène  d'ordre  /?,  U  =  o,  à  deux,  trois  ou 
quatre  variables,  suivant  les  cas. 

Un  système  linéaire  d'éléments  d'ordre  n  et  d'espèce  k  est 
un  svstème  linéaire  A*  fois  infini  d'éléments  d'ordre  n,  défini,  par 
suite,  par  une  équation  de  la  forme 

(i)  X,  U, -h  X,  U, -+-... -4-  XifrH-i  Vk^x  =  o, 

où  U|,  U2,  .  . .,  Ua+i  sont  des  fonctions  homogènes,  du  même 
degré  /i,  linéairement  indépendantes  et  où  Xj ,  Xj,  . . .,  Xj^^i  sont 
(Ar-f-i)  paramètres  arbitraires.  Un  tel  système  est  évidemment 
parfaitement  défini  si  l'on  connaît  (A'  ■+- 1)  éléments  de  ce  système 
n'appartenant  pas  à  un  système  d'espèce  inférieure  à  k.  Un  sys- 
tème linéaire  S*  d'ordre  n  et  d'espèce  k  contient  une  infinité  de 
systèmes  S*'  de  môme  ordre  et  d'espèce  k'  inférieure  à  k  qu'on 
obtient  en  établissant  une  ou  plusieurs  relations  linéaires  et  ho- 
mogènes entre  les  X.  Ces  systèmes  sont  appelés  des  systèmes 
mineurs  de  S,^.  Ainsi,  tous  les  éléments  de  S*  qui  contiennent 
V  points  fixes,  v^k^  forment  un  système  mineur  Sj""  d'espèce 
k  —  V.  En  particulier,  il  n'y  a  qu'un  seul  élément  de  S*  qui  con- 
tienne k  points  donnés. 

On  dit  que  deux  systèmes  linéaires,  de  même  espèce  A*,  S*  etSj^ 
d'ordres  /i|  et  /?2  sont  projecti/s  s'il  existe,  entre  ces  deux  sys- 
tèmes, une  correspondance  univoque  telle  qu'à  tout  élément  de 
l'un  corresponde  un  élément  de  l'autre  et,  d'une  manière  générale, 
qu'à  tout  système  mineur  d'espèce  (A* — /)  de  l'un  corresponde 
un  système  mineur  de  même  espèce  (A*  —  Z)  de  l'autre.  On  voit 
immédiatement  que,  si  deux  systèmes 

1  I 

sont  projeclifs,  les  paramètres  )/  sont  des  fonctions  linéaires,  ho- 
mogènes, indépendantes,  des  X.  Il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut 
toujours  choisir  les  éiénirnls  Uy^  et  U^,  de  telle  façon  que  l'on  ait 

On  voit   alors   iiinnédiulcnieiit  i[u\*t(tnt  donnés    (A'-hi)  sps^ 
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ièmes  projeciifs  S*  ,  Sj,.  . . .,  Sj^^^,  d'espèce  A*,  il  existe  un  (Hé- 
ment  d^ ordre  /î| -f- /I2-T- . .  •  4- /?a+i,  dont  tous  les  points  sont 
communs  aux  (A'  +  i)  systèmes. 

M.  Guccia  établit  successivement  ces  propriétés  générales  des 
systèmes  pour  les  systèmes  de  points,  de  courbes-lieux  et  de  sur- 
faces-lieux qu'il  étudie,  séparément,  par  une  voie  géométrique. 
(Au  moyen  du  principe  de  dualité,  il  passe  immédiatement  aux 
systèmes  de  droites  passant  par  un  point,  de  plans  passant  par 
une  droite,  de  courbes  et  de  surfaces-enveloppes.) 

Géométriquement,  un  système  linéaire  de  points  sur  une  droite, 
appelé  aussi  involution  d^ ordre  n  et  d^ espèce  A:,  est  un  sysl(me 
linéaire  de  groupes  de  n  points,  tel  que  tout  groupe  de  n  points 
soit  défini,  d'une  manière  univoque,  lorsqu'on  connaît  A*  des  points 
de  ce  groupe. 

Tout  point  de  la  droite  peut  être  considéré  comme  un  point  inul- 
lîple  d'ordre  s'^k  de  l'involulion  et  il  \\y  a  que  (A: -h  i)(/*  —  A*) 
points  multiples  d'ordre  (A'-f-  1).  En  particulier,  cette  dernitre 
proposition,  qui  est  très  importante,  est  démontrée  d'une  façon 
très  élégante  (Th.  VII,  p.  56). 

Un  système  C*  de  courbes  planes  détermine  sur  une  droite 
quelconque,  par  ses  intersections,  une  involution  I*  d'ordre  n  et 
d'espèce  k.  On  en  conclut  qu'il  y  a  (A*-f-i)(/i  —  k)  courbes  du 
système  qui  ont  un  contact  d'ordre  A*  -j-  i  avec  une  droite  quel- 
conque du  plan.  L'auteur  étudie,  plus  particulièrement,  les  sys- 
tèmes de  première  espèce  oxx  faisceaux  et  les  systèmes  de  seconde 
espèce  ou  congruences  linéaires  (p.  69-77). 

Dans  un  faisceau  (C«)  d'ordre  n  il  y  a,  en  général,  3(/i  —  1)2 
courbes  qui  ont  un  point  double  (Th.  IX,  p.  72). 

Des  systèmes  linéaires  de  courbes  planes  on  passe,  sans  diffi- 
culté, aux  systèmes  de  surfaces  (p.  77-107).  Comme  un  sysièine 
S*  de  surfaces  détermine  sur  une  droite  une  involution  IjJ;  et  sur 
un  plan  un  système  C*  de  courbes  planes,  on  en  conclut  qu'il  y  a 
(A:-t-i)(/i  —  k)  surfaces  du  système  qui  ont  un  contact  d'ordre 
(A:-hi)  avec  une  droite  quelconque  (Th.  I,  p.  80)  et  qu'il  y  a 
3(/i  —  1)*  surfaces  d'un  faisceau  qui  touchent  un  plan  donné 
(Th.  IV,  p.  81). 

fces  Leçons  XXVII  à  XXXIII  sont  Texposé  de  la  théorie  des 
polaires  des  courbes  planes.  Liant  donnés /ï  points  A,,  A2,  ...,  A,,, 
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«ar:tuie  droite,  un  pôle  O  sur  cette  droite  et  un  point  M,  si  l'on 

Aéiigœ  par  (Wr)    'un  quelconque  des  produits  des  n  rapports 

<oT^^  •-*-»  ^TT^  r  à  r,  on  désigne,  d'après  M.  de  Jonquières,  par 
iceatres  harmoniques  (Tordre  r  les  points  M  tels  que  l'on  ait 

Soît  y(jr,,  jr^)  =  o  l'équation  de  degré  n  qui  représente  les /i 
points  Al,  .. .,  Aj,.  Les  coordonnées  j^i,  y^  des  r  centres  harmo- 
niques M|«  « ..,  Mr  sont  fournies  par  l'équation 

A;-Vjr=  o      ou      a;/-  =  o, 

oîi  ^1,  z^  désignent  les  coordonnées  de  O  et  A^/j  le  symbole  opé- 
rât! f 

Ëtant  donnés  une  courbe  C,,  d'ordre  n  et  un  point  O  dans  son 
plan.,  on  considère  une  sécante  variable  issue  de  O  qui  coupe  la 
courbe  en  A|,  A2,  ...,  A^;  le  lieu  des  centres  M|,  ...,  Mr  de 
A|,  ...,  A„,  par  rapport  à  O,  est  une  courbe  PJ.""'"'  d'ordre  r  qu'on 
appelle  la  (n  —  /-y^^^^  polaire  de  C^,  par  rapport  à  O.  La 
(/i  —  iy«»«  polaire  est  une  droite,  la  (/i  —  2)*''"*,  une  conique. 

Des  propriétés  élémentaires  des  polaires,  qui  découlent  immé- 
diatement des  propriétés  du  symbole  opératif  AJ,  jointes  aux  pro- 
priétés des  faisceaux  et  des  congruences  de  courbes,  on  arrive  à 
tirer  toute  la  suite  des  propositions  importantes  sur  les  relations 
qui  existent  entre  les  nombres  caractéristiques  d'une  courbe. 

Soient  n  Y  ordre,  ni  la  classe,  0  le  nombre  dts  points  doubles, 
y  le  nombre  des  points  de  rebroussement,  t  le  nombre  des  tan- 
fientes  doubles^  i  le  nombre  des  tangentes  d' inflexion,  et  enfin 
p  le  ^enre  d'une  courbe  plane.  [Si  la  courbe  a  un  point  multiple 
d'ordre  r  avant  s  tangentes  confondues  en  une  seule,  on  compte 

ce  point  comrno  la  réunion  de  ; (.ç-^-i)  points  doubles 

et  de  {s  —  i)  points  de  rebroussement;  de  même,   une  tangente 
mulliplp  d'oidrc  p  avant  t  points  de  contact  confondus  est  comptée 

pour  ^—^^^'  —  (t  —  1)  tangentes   doubles  et   (o"  —  1)  tangentes 
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dMoflexion].  II  existe  entre  les  nombres  m,  n,  5,  y^  t,  i  les  quatre 
relations 

(t)  m=     /i(/i  — i)    — 28  — 3y, 

(a)  n  —    m{in  —  i)  —  2t  —  3«, 

(3)  i    =  3n(n  — 2)  — 60  — 8y, 

(4)  X  =3m(/?i  — 2)  —  6x  — 8  t. 

Les  relations  (2)  et  (4)  se  déduisent  des  relations  (1)  et  (3)  par 
dualité.  D'ailleurs,  ces  quatre  relations  ne  sont  pas  distinctes, 
car  de  (i)  et  (3)  ou  de  (2)  et  (4)  on  peut  tirer  la  même  relation 

(5)  X  —  t  =  3(/i  —  m). 

De  ces  relations,  données  par  Plùcker,  on  peut  tirer  d'autres 
relations 

(6)  2(0  —  ':)  =  (/i  —  m){n-Jt-m  —  9) 

et 

n(n-^^)       ^  m(m-+-3) 

(7) —  0— 27  =   -— ^ —  T  — 21. 

2  '  2 

Enfin,  la  relation  (7)  conduit  immédiatement,  avec  la  rela- 
tion (5),  à  l'égalité  importante  que  voici 

(8)        ^^  («-■)(/»- a)  _g_y^^(m-.)(m-t.)_^_.^ 

qui  prouve  que  le  genre  dUine  courbe  est  le  même  soit  qiûon 
la  considère  comme  courbe-lieu  ou  comme  courbe-enveloppe 
(p.  i54)'  On  a  alors  aussi 

2/?  —  2  =  m-hx  —  2/1 
=  n  -+- 1  —  im 
"■^^  ^  =   n(«  +  3)-2(o  +  x) 

=  /ii(/n  -i-  3)  —  2(t  -h  t). 

Voici  comment  M.  Guccia  établit  les  relations  (i)  et  (3)  :  La 
relation  (i)  n'esl  qu'un  cas  particulier  du  théorème  plus  général 
suivant  :  Dans  un  faisceau  d^ ordre  m,  il  y  a 

n(n  -h'im  —  3)  —  20  —  35^ 
courbes  qui  touchent  une  courbe  donnée  d'ordre  n  ayant  0 
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points  doubles  et  y^  points  de  rebroussement  (Th.  XXXVII, 
p.  i35).  Pour  m  =  \j  on  a  \\n  faisceau  de  droites  et  l'on  conclut 
la  formule  (i).  Pour  établir  la  relation  (3),  on  définit  la  steiné- 
ricnne  et  la  lic.ss ien ne  (ïwnc  cowvhe  donnée  :  Toutes  les  premières 
polaires  P,*,  ,  d'une  courbe  donnée  C«  forment  une  congruence 
linéaire;  toutes  les  P^.,,  dont  le  pôle  décrit  une  droite  donnée  R, 
forment  un  faisceau  d'ordre  [n  —  i)  qui  possède  3 (/i  —  2)^  courbes 
ayant  un  point  double.  Donc,  sur  toute  droite  R,  il  y  a  3  (/i  —  2)* 
points,  dont  les  premières  polaires  ont  un  point  double  et,  par 
suite,  le  lieu  des  points  y  dont  les  premières  polaires  par  rap- 
port à  C„  ont  un  point  double,  est  une  courbe  de  degré 
3(/i  —  2)^.  C'est  cette  courbe  que  Creniona  désigne  sous  le  nom 
de  steinérienne. 

Le  lieu  des  points  doubles  des  courbes  de  la  congruence 
formée  par  les  premières  polaires  P/^_,  est  ce  qu^on  appelle  la 
hessiennc,  qui  donne  une  explication  géométrique  du  covarlant 
de  Sylveslcr.  La  hessienne  est  une  courbe  d^ordre  3(/i  —  2) 
dont  tous  les  points  de  rencontre  avec  C^  sont  ou  des  points 
multiples  ou  des  points  d"* inflexion  de  C/i.  On  conclut  de  là 
qu'on  peut  compter  le  nombre  i  des  points  d'inflexion  de  C»  en 
retranchant  du  nombre  3/i(/î  —  2)  des  intersections  de  la  hes- 
sienne et  de  C„  un  nombre  convenable  de  fois  les  points  mul- 
tiples de  C„.  On  obtient  ainsi  la  relation  (3)  (p.  i52). 

Les  I^eçons  XLl  à  XI^VIII  contiennent  une  étude  très  intéres- 
sante des  correspondances  de  courbes  par  points  et  de  la  corres- 
pondance univo(|uc  qu'on  peut  établir  entre  les  courbes  d'une 
congruence  linéaire  et  les  points  d'un  plan  (p.  167).  L'auteur 
établit  d'abord  la  proposition  de  Zeuthen  suivante  : 

S^il  existe  entre  les  points  de  deux  courbes  C|,  Cj  de  genres 
Pi'»  p-i  if-f^f^  correspondance  algébrique  telle  que  ;  i"  à  un  élé- 
ment de  C|  il  corresponde  Xo  éléments  de  C^  et,  à  un  élément 
de  Cj,  Xi  éléments  de  Ci;  2"  que y^  et y^  soient  les  nombres  des 
couples  de  points  confondus  de  Cx  et  Go  qui  correspondent  à  un 
même  point  de  l  autre  courbe,  on  a.  la  relation 

Dans  le  cas  particulier  de  Xi  =  x^^-^  \j  on  a  nécessairement 
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et  Ton  obtient  la  belle  proposition,  due  à  Rieniann,  qui  est  du 
plus  haut  intérêt  dans  Fétude  des  intégrales  abéliennes  :  Deux 
courbes  qui  se  correspondent  point  par  point  sont  du  même 
genre  (p.  i65). 

Comme  application,  on  voit  que  la  steinérienne  d'une  courbe 
Cfl  étant  la  première  polaire  de  la  hessiennc  par  rapport  à  C,/,  que 
ces  deux  courbes  se  correspondent  point  par  point  et,  par  suite, 
que  la  steinérienne  et  la  hessienne  sont  de  même  genre. 

Enfin,  M.  Guccia  termine  ses  Leçons  sur  les  courbes  planes  en 
étudiant  à  fond  les  trois  courbes  hessienne  (ou  jacobienne),  stei- 
nérienne et  cayleyenne  d'une  courbe  donnée  C„  [la  cayleyenne 
est  Tenveloppe  de  la  droite  qui  joint  deux  points  correspondants 
de  la  steinérienne  et  de  la  hessienne],  qui  sont  trois  courbes  de 
même  genre,  il  donne  (p.  226)  un  tableau  fournissant  les  nombres 
caractéristiques  des  trois  courbes  en  fonction  de  trois  des  nombres 
caractéristiques  de  C„  [le  genre,  l'ordre  et  la  classe]. 

Les  treize  dernières  Leçons  du  Cours  sont  l'extension  à  la  Géo- 
métrie de  l'espace  des  propositions  démontrées  dans  la  Géométrie 
du  plan.  Toutes  les  propriétés  des  courbes  planes  ont  leurs  cor- 
respondantes dans  les  surfaces.  On  étudie  les  nombres  caracté- 
ristiques des  surfaces  et  les  trois  surfaces  adjointes,  hessienne, 
steinérienne  et  cayle^^enne,  comme  précédemment,  au  moyen  des 
systèmes  linéaires  de  surfaces  et  des  surfaces  polaires  d'une  sur- 
face donnée. 

L'éminent  professeur  de  Palerme  s'est  surtout  attaché  à  ne 
faire  que  des  démonstrations  purement  géométriques.  Les  dé- 
monstrations y  gagnent  beaucoup  en  élégance  et  en  simplicité. 
Cette  unité  de  méthode,  dans  toute  l'exposition,  est  un  des  attraits 
de  l'Ouvrage,  qui,  d'ailleurs,  possède  encore  ce  grand  mérite 
d'enseigner  au  lecteur  des  résultats  très  importants  de  la  théorie 
générale  des  courbes  et  des  surfaces  algébriques  en  n'exigeant  de 
lui  que  les  connaissances  les  plus  élémentaires  de  Géométrie 
analytique  et  de  Calcul  différentiel,  C.  Bourlet. 


I20  IMIEMIÈUE  PARTIE. 


S.  DIGKSTEIN.  —   Pojecia  i  mbtooy  matehattki.  Tom  pierwszy.    Czesc 

pierwza.  Teorya dzuilàn {^).  Varsovie,  Gebethner  et  Wolff,  1891.  vi-aSS  p. 
in-8". 

1.  L'Ouvrage  dont  nous  présentons  la  première  Partie  aux  lec- 
teurs du  Bulletin  doit  former,  à  ce  qu'on  peut  en  juger  dès 
aujourd'hui,  une  petite  encyclopédie  des  Mathématiques  pures  (*), 
et  vraiment  on  y  trouve,  à  des  degrés  différents,  les  mérites  elles 
défauts  d'une  encyclopédie  :  d'un  côté,  la  distribution  régulière  et 
systématique  de  la  matière  etTérudilion  étendue  et  presque  com- 
plète 5  de  l'autre,  une  impersonnalilé  qui  exclut,  ou  peu  s'en  faut, 
la  critique,  et  la  fusion  imparfaite  de  la  matière  en  un  tout  homo- 
gène et  organisé. 

2.  Cette  première  Partie  se  compose  d'une  Introduction  géné- 
rale et  de  sept  Chapitres. 

Le  premier  problème  qu'on  aborde  dans  l'Introduction  (§  1  )  est 
la  recherche  de  la  nalurc  des  objets  dont  s'occupent  les  Mathé- 
matiques. Ils  se  divisent  en  trois  groupes,  à  savoir  : 

a.  Nombres  (réels,  complexes,  idéaux,  transfinis,  etc.),  et 
fonctions  (c'est-à-dire  séries  d'états  d'un  nombre  qui  varie  indé- 
pendamment d'autres  nombres); 

6.   Formes  géométriques  constantes  et  variables; 

c.  Formes  qui  figurent  dans  l'étude  mathématique  des  phéno- 
mènes naturels  (Phoronoinic,  Mécanique,  Physique,  etc.). 

A  chacun  de  ces  groupes  d'objets  il  correspond  une  branche 
différente  des  Mathématiques,  mais  ces  branches,  au  lieu  de  s'éloi- 
gner indéfiniment  l'une  de  l'autre,  ont  entre  elles  de  nombreux 
points  de  contact,  d'où  il  suit  que  les  Mathématiques  constituent. 


(')  Les  concepts  et  les  méthodes  des  Mathématiques,  t.  I.  Première  Partie  : 
Théorie  des  opérations. 

(^)  La  deuxième  cl  la  troisième  Partie  du  Tome  preoiier  contiendront  la  théorie 
dos  nombres  et  l'Algèbre;  le  Tome  deuxième  sera  dédi<^  à  l'Analyse,  le  troisième 
enfin  à  la  (Icomèlrie  cl  à  la  Cinématique. 
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non  pas  un  ensemble  de  Sciences,  mais  au  contraire  une  Science 
unique.  On  doit  chercher  l'explication  de  ce  fait  dans  l'unité  de 
l'origine  psychologique  des  objets  mathématiques,  ^ui  tous  se 
déduisent  des  objets  réels  par  abstraction  ou  ^dx généralisation. 

Après  avoir  passé  en  revue  les  opinions  de  Kant,  Wronski, 
Comte,  Wundt,  sur  la  nature  des  objets  mathématiques,  l'auteur 
traite  (§2)  des  concepts  de  grandeur  et  A^ égalité;  il  s'occupe 
ensuite  de  l'applicabilité  des  opérations  mathématiques  aux  objets 
déduits  par  abstraction  des  objets  réels,  et  à  ce  propos  il  donne 
un  extrait  étendu  du  Mémoire  de  M.  Helmholtz  :  Zalilen  und 
Messen  (*).  Les  paragraphes  suivants  sont  dédiés  à  la  continuité 
(§  3),  à  la  discussion  (§  4)  si  l'on  doit  regarder  la  Géométrie  et  la 
Cinématique  comme  des  Sciences  pures  ou  comme  des  Sciences 
appliquées  (discussion  où  l'auteur  se  range  du  premier  côté),  à 
YAlgebra  0/  logic  {§  5)  (2),  aux  concepts  d'analyse  et  de  synthèse 
suivant  les  anciens  et  suivant  les  modernes  (§  6),  enfin  diu prin- 
cipe de  la  permanence  des  lois  formelles  de  Hankel  (§  7).  Ce 
principe  peut  être  généralisé  de  la  façon  suivante  (§  19)  : 

Si  l'on  effectue  sur  les  formes  d'une  classe  déterminée  des  con- 
structions et  des  opérations  déterminées,  qui  donnent  lieu  à  des 
relations  entre  les  formes  de  cette  classe,  on  regarde  ces  relations 
comme  existant  même  lorsque  les  résultats  des  constructions  et 
des  opérations  n'appartiennent  pas  immédiatement  à  la  classe  con- 
sidérée. 

Le  principe  de  la  permanence  est  pour  notre  auteur  un  des  fon- 
dements, non  seulement  des  Mathématiques,  mais  aussi  des  Sciences 
physiques;  c'est  bien  en  vertu  de  ce  principe  que  nous  pouvons 
transporter  aux  objets  mathématiques  les  relations  entre  les  élé- 
ments des  phénomènes  que  nous  fournit  la  Physique  :  c'est  donc 


(')  Philosophisclie  Aufsàtze,  Eduard  Zeller  zu  seineni  fùnfzigjàkrigen 
Doctor-Jubilàum  gewidmet.  Leipzig,  1887. 

(')  M.  Dickstcin  distingue  Y  Algèbre  de  la  logique  de  la  logique  mathéma- 
tiquCf  en  désignant  par  ce  dernier  nom  la  science  des  rapports  logiques  entre  les 
concepts  et  les  méthodes  mathématiques.  On  peut  envisager  cette  science  à  deux 
p  iints  de  vue  différents:  en  premier  lieu,  on  peut  chercher  la  forme  que  prennent 
les  méthodes  générales  de  recherche,  c'est-à-dire  l'analyse,  la  synthèse,  l'abstrac- 
tion, l'induction,  la  déduction,  lorsqu'on  les  applique  aux  Mathématiques,  ou 
bien  on  peut  se  proposer  d'établir  le  caractère  logique  des  diverses  branches  de 
celte  science. 
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par  ce  principe  que  se  rend  possible  Tapplicalion  des  Malhëina- 
tiques  aux  Sciences  expérimentales.  Il  faut  toutefois  avoir  égard 
à  ceci,  que  les  relations  entre  les  objets  nouvellement  créés  parle 
principe  de  la  permanence  ne  doivent  jamais  conduire  à  desrésul- 
tats  contredisant  aux  lois  qui  régissent  la  classe  primitive  de 
formes. 

3.  I^e  Chap.  I  est  dédié  aux  nombres  entiers.  Le  concept  de 
nombre  entier  se  déduit  (§8)  de  la  considération  d'une  suite 
d'objets  réels,  auxquels  on  fait  correspondre  un  à  un  les  symboles 
I,  2,  3,  ....Vient  ensuite  la  théorie  de  l'addition,  de  la  multipli- 
cation, de  l'élévation  à  puissance  et  des  opérations  inverses  (§9); 
enfin  un  court  aperçu  sur  les  nombres  trans/inisde  M.  G.  Canlor. 
Une  Note  contient  les  principes  delà  théorie  des  ensembles  et  des 
types  ordonnés. 

Dans  le  Chap.  II,  on  étudie  les  opérations  formelles,  d'après 
les  Chap.  II  et  III  de  la  Théorie  der  coniplexen  Zahlensysteme 
de  Hankel  (§  11),  et  la  théorie  de  M.  Dedekind,  d'après  son  opus- 
cule :  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen  (§  12). 

Dans  le  Chap.  IIl  on  applique  le  principe  de  la  permanence  aux 
nombres  fractionnaires  (§  13)  (');  on  y  parle  ensuite  de  la  théorie 
de  M.  Weierstrass  (§  14)  (2),  et  de  l'idée  de  M.  Kronecker  de 
substituer  les  congruences  aux  équations  pour  exclure  par  là 
de  l'Algèbre  tout  concept  différent  de  celui  de  nombre  entier  et 
positif.  On  établit  (§  14)  les  relations  d'égalité  et  d'inégalité  entre 

les  nombres  fractionnaires  par  la  convention  que  t^  ^  ^  suivant  que 

ad^bc;  enfin  on  démontre  que  l'ensemble  des  nombres  fraction- 
naires est  dénombrable. 

La  théorie  des  nombres  négatifs  et  celle  des  nombres  complexes 
sont  développées  d'une  façon  tout  à  fait  analogue  dans  les 
Chap.  IV  (§  15-17)  et  V  (§  18-20),  dont  chacun  commence  par 
un  aperçu  historique  sur  l'argument. 

Dans  le  (^hap.  VI  on  passe  aux  nombres  complexes  à  plusieurs 


(')  IIankel,  Ouvrage  cile\  Ji  11. 

(•)  V.  liiKUMANN,  Théorie  cier  anaijtischcn  Functionen,  p.  ^11,  Leipzig,  1887. 
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unilés  principales  (*).  On  commence  par  Texposilion  de  Thisto- 
rîque  de  la  question  (§  21),  d'où  il  résulte  que  MM.  Weierstrass 
et  Dedekind  sont  parvenus,  par  des  chemins  différents,  à  la  con- 
clusion, que  tous  les  résultats  auxquels  conduit  l'Arithmétique  des 
quantités  à  plusieurs  unités  peuvent  se  déduire  de  la  théorie  des 
quantités  complexes  ordinaires.  Toutefois  noire  auteur  pense  (et 
nous  sommes  d'accord  avec  lui)  qu'on  ne  doit  regarder  comme 
inutile  l'étude  de  ces  quantités-là;  il  n'y  a  qu'à  se  rappeler  les 
applications  qu'on  en  a  faites  dans  la  théorie  de  la  transformation 
des  formes  quadratiques  (^)  et  dans  celle  des  groupes  de  transfor- 
mations (*).  Le  §  22  contient  la  théorie  de  M.  Weierstrass,  les 
§  23-29  celle  de  Grassmann,  les  §  30  et  31  le  calcul  des  quater- 
nions. 

Le  Chap.  VII  traite  des  fonctions  algébriques  rationnelles 
entières.  En  voici  le  sommaire  :  Définitions  et  théorèmes  fonda- 
mentaux (§  32  et  33).  Divisioji  des  fonctions  entières  (§  34). 
Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  (§  35).  Développement 
d'une  fonction  entière  suivant  les  puissances  d'une  autre  (§  36). 
Fonctions  symétriques  (§  37).  Dérivation  des  fonctions  entières, 
discriminant,  Wronskien,  Jacobien,  Hessien  (§  38).  Séries  de 
Taylor  et  de  Maclaurin  et  binôme  de  Newton  (§  39).  Différences 
d*une  fonction  entière,  différences  inverses,  nombres  de  Ber- 
noulli  (§  40).  Formule  d'interpolation  de  Lagrange  et  ses  appli- 
cations (§  41).  Loi  suprême  de  Wronski  (§  42). 

4.  Un  seul  regard  aux  nombreuses  Notes  qui  suivent  chaque 
Chapitre  suffit  pour  montrer  les  connaissances  étendues  de  l'au- 
teur dans  la  littérature  mathématique,  ancienne  et  récente,  de  tous 
les  peuples.  Mais  la  façon  dont  ces  Notes  sont  rédigées  ne  permet 
pas  aux  lecteurs,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué  sous  une 


(•)  Voir  à  ce  sujet  la.  belle  thèse  de  M.  Berloty  :  Théorie  des  quantités  corn- 
plexes  à  n  unités  principales.  Paris,  i886. 

(•)  LiPscHiTZ,  Untersuchungen  ûber  die  Summen  von  Quadraten.  Honn,  i8S6. 

(')  ScHUR,  Zur  Théorie  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten  complexen 
Zahten  {Math.  Ann.,  t.  XXXIII);  Study,  Complexe  Zahlen  und  Transforma- 
tionengruppen  {Berichte  der  K.sàchs.  Ges,  der  Wiss.,  i8S());  Schf.ffkhs,  Zur 
Théorie  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten  complexen  Grossen  (  Ibid.  )  ; 
ScHEFFKRs,  f'eber  die  Berechnung  der  Zahlensysteme  {Ibid.). 
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autre  forme,  de  se  former  une  idée  exacte  de  la  valeur  relative 
des  auteurs  et  des  ouvrages  mentionnés.  Pour  en  donner  un 
exemple,  ne  voit-on  pas  cité  avec  largeur,  à  côté  des  écrits  immor- 
tels de  Carnot,  Gauss,  Cauchy,  etc.,  l'Ouvrage  de  Diihring  :  Neue 
Grundmittel  iind  Erjindungen  (Leipzig,  1884),  sans  môme  un 
mot  pour  nous  cclaircir  sur  la  valeur  réelle  de  ce  Livre? 

5.  Mais  il  y  a  à  faire  d'autres  remarques  plus  importantes. 
Pour  cela  nous  devons  rappeler  brièvement  les  principes  de  la 
théorie  des  nombres  (').  On  peut  développer  cette  théorie  par 
deux  voies  tout  à  fait  différentes,  que  nous  distinguerons  par  les 
noms  de  méthode  réelle  et  de  méthode  formelle. 

Dans  la  méthode  réelle  on  défmit  les  nombres  comme  des  sym- 
boles correspondant  aux  divers  éléments  d'une  série  d'objets  réels 
disposés  dans  un  ordre  déterminé.  Si  a  est  le  nombre  correspon- 
dant à  l'objet  A,  on  peut  regarder  .a,  ou  comme  un  symbole  dési- 
gnant la  place  occupée  par  A  dans  la  série  d'objets  {nombre 
ordinal)^  ou  comme  un  symbole  désignant  l'ensemble  a  de  tous  les 
éléments  de  cette  série  depuis  l'origine  jusqu'à  A  (/lomére  c«r- 
dinal).  Laissant  de  côté  cette  distinction,  il  faut  remarquer  que 
la  propriété  caractéristique  des  nombres,  en  vertu  de  laquelle  ils 
deviennent  un  précieux  instrument  de  recherche,  c'est  que  a 
désigne  non  seulement  a,  mais  aussi  tout  autre  ensemble  7!  égal 
à  a,  c'est-à-dire  tel  que  les  éléments  de  a  et  de  a'  puissent  se  faire 
correspondre  d'une  façon  univoque  et  complète.  Si  deux  nombres 
a,  b  représentent  deux  ensembles  inégaux  a,  p,  on  dit  que  a  est 
plus  grand  c\\ie  6,  si  en  faisant  correspondre  un  à  un  les  éléments 
de  a  et  de  j3,  l'ensemble  ^  est  épuisé  avant  que  ne  le  soit  l'en- 
semble a.  Voiir  additionnerles  nombres  a,  6,  il  n'y  a  qu'à  réunir  en 
un  seul  ensemble  y  les  éléments  des  ensembles  a,  P;  le  nombre  c 
représentant  rensemble  y  est  la  somme  de  a  et  de  6  :  c  =  a  -h  6. 
On  peut  démontrer  ('-)  que  l'addition  est  commutât! ve,  et  aussi 
qu'elle  est  associative  et  univoque,  et  que,  si  l'on  remplace  a  par 
un  autre  nombre,  la  somme  c  devient  nécessairement  différente. 


(*)    Woir,  dans  le  fascicule  de  mars  1891,  noire  article  bibliographique  sur: 
Bettazzi,  Teoria  dette  ^randezze. 

(*)   Voir  le  Mémoire  déji\  cité  de  M.  liclmholtz. 
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De  même  pour  la  multiplication,  etc.  Bref,  dans  la  mclliode  réelle 
une  opération  est  l'image  (l'une  action  effectuée  sur  un  ou  plusieurs 
ensembles  d'éléments,  et  de  la  nature  de  cette  action  on  peut 
déduire  les  propriétés  caractéristiques  de  l'opération. 

Dans  la  méthode  formelle  on  considère  certains  concepts  [gran- 
deurs) ayant  cette  propriété,  que  deux  quelconques  d'entre  eux 
étant  donnés,  on  peut  toujours  établir  s'ils  sont  égaux  ou  inégaux, 
et,  dans  ce  dernier  cas,  lequel  des  deux  est  le  plus  grand.  Il  n'est 
pas  même  nécessaire  d'attribuer  une  signification  déterminée  aux 
mots  égal,  plus  grand,  etc.;  il  suffit  seulement  que  les  idées 
qu'ils  représentent  satisfassent  à  quelques  conditions,  pour 
lesquelles  nous  renvoyons  à  notre  article  bibliographique  .déjà 
cité.  Une  opération  représente  le  passage  d'une  ou  plusieurs  gran- 
deurs à  une  autre  grandeur  qui  en  est  le  résultat.  Quelle  est  la 
signification  effective  de  ce  passage?  Nous  n'en  pouvons  rien  dire, 
car  nous  n'avons  rien  établi  sur  la  nature  des  concepts  (grandeurs) 
sur  lesquels  nous  agissons.  Il  ne  nous  reste  donc,  pour  le  carac- 
tériser, c'est-à-dire  pourle  distinguer  des  autres  passages  possibles, 
qu'à  lui  attribuer  a  priori  des  propriétés  déterminées;  ainsi,  par 
exemple,  nous. pouvons  éidhViv  par  définition  qu'une  opération  0 
soit  commutative,  associative  et  univoque,  et  que  0(a',  b)  soit 
différent  de  0(a,  b)  si  a  est  différent  de  a. 

6.  Cette  seconde  théorie  est  'évidemment  bien  plus  générale 
que  la  première,  qui  y  est  comprise  comme  cas  particulier.  En 
effet,  il  suffit  de  remplacer  les  grandeurs  par  les  nombres,  qui  sont 
des  grandeurs  particulières,  et  l'opération  0  par  l'addition,  qui 
en  a  toutes  les  propriétés,  pour  que  la  théorie  formelle  se  réduise 
à  la  théorie  réelle.  Si  l'on  prend  au  contraire,  par  exemple,  comme 
grandeurs  tous  les  segments  reclilignes  possibles,  et  si  par  opéra- 
tion 6  on  entend  la  composition  d'après  les  règles  du  calcul  gra- 
phique, la  théorie  formelle  donne  lieu  immédiatement  à  la  théorie 
de  la  composition  des  segments. 

La  théorie  formelle  du  nombre  a  été  exposée  systématiquement 
pour  la  première  fois  parHankel,  dans  sa  Théorie  der  complexen 
Zahlensj'steme  (Leipzig,  1867).  Cet  Ouvrage,  excellent  à  beau- 
coup d'égards,  a,  à  ce  (|u'il  nous  semble,  deux  défauts. 

U'abord  le   premier  Chapitre   est  étranger  à  la   méthode  que 
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l'auteur  s*est  proposée,  le  nombre  y  étant  défini  d^une  façon  réelle. 
11  est  vrai  que  ce  Chapitre  a  été  écrit,  comme  le  dit  Tauteur  lui- 
même  dans  la  Préface,  pour  montrer  Tinsuffisance  de  la  méthode 
commune;  mais  ceci  n'empêche  pas  que  le  concept  de  la  théorie 
des  opérations  ressorte  par  là  moins  net  et  en  soit  quelque  peu 
offusqué.  C'est  ce  que  prouve  le  Livre  même  de  M.  Dickstein,  où 
nous  trouvons  un  premier  Chapitre  fait  à  l'imitation  de  celui  de 
Hankel,  avec  ceci  de  plus,  que  l'auteur  n'a  pas  soin  de  nous 
éclaircir  sur  le  fait  et  les  motifs  de  l'existence  de  cet  élément 
étranger.  Mais,  ce  qui  est  pis  encore,  il  y  a  même  lieu  de  soup- 
çonner que  l'auteur  lui-même  ne  se  soit  pas  aperçu  clairement  de 
se  trouver  hors  de  son  domaine;  voici  en  effet  ce  qu'il  écrit  dans 
ce  premier  Chapitre  (p.  48)  :  «  H  est  évident,  et  cette  évidence  . . . 
doitêtre  regardée  comme  une  hypothèse  fondamentale  de  la  théorie 
des  opérations  »,  que  /i|-|-W2=^2-f-'îi-  Or,  puisqu'on  a  introduit 
les  nombres  (p.  45)  d'après  la  méthode  réelle,  le  fait  représenté 
par  cette  équation  est  une  vérité  démontrable  ;  elle  ne  serait  une 
hypothèse  (ou  mieux  un  élément  de  la  définition  de  l'addition), 
que  si  nous  nous  trouvions  effectivement  dans  le  domaine  de  la 
théorie  des  opérations. 

La  deuxième  imperfection  de  l'Ouvrage  de  Hankel  dérive  de  ce 
qu'il  jugeait  presque  impossible  de  définir  rigoureusement  les 
nombres  irrationnels  d'une  façon  purement  formelle  (*),  et  par 
conséquent  nécessaire,  ou  tout'au  moins  convenable,  de  quitter 
la  méthode  formelle  lors  de  l'introduction  de  ces  nombres  (sauf  à 
y  revenir  pour  les  nombres  complexes).  Cet  exemple  n'a  pas  été 
suivi;  MM.  Stolz  (2)  et  Bettazzi  {^)  ont  exposé  la  théorie  des 
nombres  irrationnels  sans  s'éloigner  de  la  méthode  purement  for- 
melle. M.  Dickstein  a  pensé  de  faire  mieux  en  omettant  tout  sim- 
plement la  théorie  des  nombres  irrationnels  (*). 


(•)  «  Jeder  Versuch,  die  irrationalen  Zahlen  formai,  und  ohne  den  Begriff  dcr 
Grosse  zu  behandein,  muss  auf  hochsel  abstruse  und  beschwerliche  KQnsteleieo 
fQhrcn,  die,  scibst  wenn  sie  sich  in  vollkommener  Strenge  durchfuhren  liessen, 
wie  wir  gcrechten  Grund  huben  zu  bezweifeln,  einen  hohcren  wissenschaftltcheo 
Werth  nicht  haben  »  (  7'h.  der  complexen  Zahlensvsterne.  p.  4^).  —  (  Das  Irra- 
liunale  verlangl  zu  seiner  systenialischcn  Fassung  den  Grossenbegriff,  p.  47). 

(')   Vortesunçen  iiber  allgemeine  Arit/ioietiK-,  I.  Tli.  Leipzig,  i885. 

(')   Teoria  délie  grandezzc.  Pisa,  1890. 

(«)  Il  n'y  a  dans  son  Ouvrage  que  la  seule  explication  du  terme  incommensu- 
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Mais  celte  omissioD,  qui  est  vraiment  étrange,  acquiert  le  carac- 
tère d'une  faute  par  le  fait  que,  dans  le  cours  de  l'Ouvrage,  on  ren- 
contre souvent  des  racines  carrées  de  nombres  rationnels,  ou  bien 
on  a  aflfdire  à  des  nombres  réels  quelconques  ('). 

7.  Une  faute  analogue,  quoique  moins  importcinle,  est  celle 
que  commet  notre  auteur  en  faisant  libre  usage  (p.  169,  194  et 
ailleurs)  de  la  théorie  des  combinaisons  que  les  lecteurs  ont  le 
droit  d'ignorer.  Il  nous  semble  aussi  peu  convenable  de  parler  du 
plus  grand  diviseur  commun  de  deux  fonctions  avant  d'avoir  traité 
ce  même  argument  pour  les  nombres  entiers. 

Le  troisième  principe  de  génération  des  nombres  transfinis 
(^Flenimungsprincip)  est  rappelé  (p.  5^),  et  si  l'on  veut  même 
commenté,  mais  il  n'est  point  du  tout  énoncé.  Et  au  sujet  de  ces 
mêmes  nombres  on  ne  comprend  pas  pourquoi  M.  Dickslein  n'a 
pas  suivi  à  la  page  67,  ainsi  qu'il  l'a  fait  à  la  page  65,  l'usage  adopté 
par  M.  Cantor  dans  son  dernier  travail,  d'écrire  le  multiplicande 
avant  le  multiplicateur  (^). 

Le  théorème  bien  connu  de  Hankel  se  trouve  énoncé  (p.  -5) 
comme  il  suit  :  Si  deux  opérations  univoques  et  associa ti\'es 
sont  liées  entre  elles  par  la  loi  c/istributi^'e,  Vune  d'elles  est 
nécessairement  comniutative.  Mais  laquelle?  Désignons  les  deux 
opérations  par  A|,  A2,  et  représentons  la  relation  de  distribution 
(qui  n'est  pas  sj^métrique  par  rapport  aux  deux  opérations)  par 
les  formules 

Aî[A,(a,  b),  r]=  AjfAjCa,  c)-^  As(6,  c)], 
Ai[c,  Ai(a,  6)]=  A,[A,(c,  a)-f- A,(c,  b)]: 

on  démontre  alors  que  A|  doit  être  commutalive,  mais  on  ne  peut 
rien  affirmer  au  sujet  de  A2. 

L'assertion  (p.  i34)  qu'à  toute  valeur  de  a^-h  b^  il  correspond 


rable,  el  cela  même  dans  le  premier  Chapitre,  qui,  nous  Tavons  dt^Jà  dit,  est 
étranger  à  l'objet  propre  du  Livre. 

(')  Voir,  par  exemple,  p.  196,  129,  i33,  î\2  et  i5i;  en  outre,  tout  le  Chapitre  VU, 
où  les  variables  peuvent  prendre  des  valeurs  quelconques,  sans  aucune  restric- 
tion. 

(•)  En  vertu  d«î  cette  innovation,  la  relation  a?itT  -:  z^'t  a  lieu  aussi  pour  les 
nombres  translinis. 
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seulement  un  ensemble  fini  de  couples  de  valeurs  rationnelles  «, 
b  n'est  pas  exacte;  prenons  en  effet  a^-\-b^=  i,  nous  pouvons 

poser  a  =  —z r»  b  =  — r r  >  ou  m,  /i  sont  deux  entiers  quel- 

conques,  il  en  est  ainsi  de  la  solution  du  problème  proposé  à  la 
page  255,  si  Ton  n'ajoute  pas  la  condition  que  le  degré  de  F  doive 
étre^/?. 

.Nous  remarquerons  enfin  que,  si  notre  imparfaite  connaissance 
de  la  langue  polonaise  ne  nous  a  pas  trompé,  l'objection  de 
M.  Dickstein  (p.  91)  contre  la  démonstration  de  M.  Dedekind 
(Ouvrage  cité)  de  l'existence  de  systèmes  infinis  ne  nous  semble 
pas  fondée.  Et  puisque  nous  avons  nommé  M.  Dedekind,  nous 
dirons  encore  que  nous  aurions  bien  voulu  trouver,  dans  l'Ouvrage 
que  nous  analysons,  sa  belle  théorie  des  nombres  complexes  à 
n  unités  in  extenso  à  côté  de  celle  de  M.  Weierstrass. 

8.  En  achevant  cet  article  critique,  peut-être  trop  sévère  et 
minutieux,  nous  devons  adresser  à  M.  Dickstein  un  éloge  sincère 
pour  avoir  voulu  s'engager  dans  un  travail  qui  était  jusqu'ici  un 
desideratum  de  la  littérature  mathématique  moderne.  Et  qu'il 
nous  soit  aussi  permis  d'exprimer  le  désir  qu'il  veuille  bien,  avant 
de  poursuivre  son  Ouvrage,  s'occuper  à  corriger  et  à  compléter 
cette  première  Partie;  cela  fait,  il  n'y  aura  plus  qu'à  souhaiter 
qu'elle  soit  traduite  dans  une  langue  plus  répandue,  de  sorte 
qu'elle  puisse  être  profitable  aux  mathématiciens  de  tous  les  pays. 

G.  ViVAJVTl. 


BERTRAND  (J.),  de  rAcadémie  française,  Secrétaire  perpétuel  de  rAcadcmie 
des  Sciences.  —  Calcul  des  probabilités.  Grand  in-S",  lviii-332  pages. 
Paris,  Gauthier- Villars  et  fils,  1889. 

Il  n'y  a  peut-être  pas  de  branche  des  Mathématiques  à  la  fois 
plus  inléressanle,  plus  délicate  et  plus  importante  dans  la  pratique 
que  la  Théorie  des  probabilités.  Son  histoire  révèle  en  même  lemps 
les  merveilles  que  peut  accomplir  la  science  mathématique  et  les 
limites  qu'elle  ne  saurait  franchir.  C'est  le  lien  entre  la  rigueur  de 
la  déduclion  et  le  champ  plus  vaste  de  l'induclion.  Une  théorie 
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complète  de  la  probabilité  serait  en  même  temps  une  théorie  com- 
plète de  la  formation  des  croyances.  Il  est,  à  coup  sûr,  regrettable 
que,  suivant  l'expression  de  M.  Bertrand,  on  ne  puisse  connaître 
le  Calcul  des  probabilités  sans  avoir  lu  le  livre  de  Laplace  et  que 
l'on  ne  puisse  lire  le  livre  de  Laplace  sans  s'y  préparer  par  les 
études  mathématiques  les  plus  profondes. 

Si  c'est  le  seul  moyen  d'arriver  à  la  Science  complète,  on  peut 
du  moins,  sans  un  tel  effort,  acquérir  un  ensemble  très  utile  de 
connaissances. 

En  réalité,  la  préface  de  quarante  et  quelques  pages  de  M.  Ber- 
trand, intitulée  Les  lois  du  hasard,  donne  une  vue  d'ensemble 
sur  la  théorie  sans  l'emploi  d'un  seul  signe  algébrique. 

Remarquez  cette  réduction  à  V absurde  de  la  théorie  de  Ber- 
noulli  sur  l'espérance  morale. 

"  Si  je  gagne,  dit  Pierre  qui  est  pauvre,  en  proposant  à  Paul 
une  partie  de  cartes,  votre  enjeu  de  3*^"  payera  mon  dîner.  —  Repas 
pour  repas,  répond  Paul,  vous  me  devrez  20*^*"  en  cas  de  perte  car 
tel  sera  le  prix  de  mon  souper.  —  Si  je  perdais  ao*^*",  s'écrie  Pierre 
effrayé,  je  ne  dînerais  pas  demain;  vous  pouvez,  sans  en  venir  là, 
perdre  looo*^";  déposez-les  contre  mes  ao*^"";  l'avantage,  Daniel 
Bernoulli  l'affirme,  restera  de  votre  côté.  » 

Plus  complète  encore  est  cette  réfutation  du  calcul  de  Condorcet , 
relatif  à  la  probabilité  du  lever  du  soleil. 

«  Paul  veut  parier  que  le  soleil  se  lèvera  demain.  La  théorie 
fixera  les  enjeux,  Paul  recevra  i*^*"  si  le  Soleil  se  lève  et  donnera  un 
million  s'il  fait  défaut.  Pierre  accepte  le  pari.  Au  lever  de  chaque 
aurore  il  perd  i*^*"  et  paye.  La  chance  pour  lui  diminue  chaque 
jour  puisque  le  soleil  compte  un  lever  déplus.  Paul  consciencieuse- 
ment augmente  son  enjeu;  consciencieusement  aussi,  Pierre  con- 
tinue à  lui  payer  i*^*".  Les  conventions  demeurent  équitables.  Les 
parieurs  voyagent,  on  parcourt  vingt  contrées  de  l'occident  à 
l'orient.  Pierre  perd  toujours;  il  poursuit  sa  chance  cependant, 
conduit  Paul  vers  le  nord;  on  franchit  le  cercle  polaire;  le  soleil 
reste  un  mois  au-dessous  de  l'horizon;  Paul  perd  3o  millions,  et 
croit  l'ordre  de  nature  perverti.   » 

Laplace   lui-même    n'échappe    pas   à  la   raillerie  plaisante  de 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XVI.  (Avril  ifttp.)  n» 
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M.  Bertrand;  et  rhomme  moyen  idéal  de  M.  Quételet  est  critiqué 
en  ces  termes  : 

«  Dans  le  corps  de  Thomme  moyen,  Tauteur  belge  place  une 
àme  moyenne.  L'homme  type  sera  sans  passions  et  sans  vices,  ni 
fou  ni  sage,  ni  ignorant  ni  savant,  souvent  assoupi;  c'est  la 
moyenne  entre  la  veille  et  le  sommeil  ^  ne  répondant  ni  oui  ni  non  ; 
médiocre  en  tout.  Après  avoir  mangé  pendant  trente-huit  ans  la 
ration  moyenne  d'un  soldat  bien  portant,  il  mourrait,  non  de 
vieillesse,  mais  d'une  maladie  moyenne  que  la  statistique  révéle- 
rait pour  lui.  )> 

Je  me  hâte  d'arriver  au  corps  même  de  l'Ouvrage;  qu'il  me 
suffise  de  dire  que  dans  ces  quelques  pages  d'introduction  sont 
condensés  les  sujets  suivants  :  Le  paradoxe  de  Saint-Pétersbourg, 
la  querelle  de  d'Alembert  et  de  Bernoulli  sur  l'inoculation  de  la 
petite  vérole,  la  ruine  des  joueurs,  la  probabilité  des  causes,  la 
loi  des  grands  nombres  de  Poisson,  l'application  des  probabilités 
aux  statistiques,  la  théorie  des  erreurs  d'observation,  la  probabilité 
des  jugements. 

Après  en  avoir  autant  vu  sans  calcul,  nous  sommes  prêts  à 
accepter  la  promesse  de  M.  Bertrand  pour  l'Ouvrage  tout  entier 
que  «  peu  de  pages  pourraient  embarrasser  un  lecteur  familier 
avec  les  éléments  des  Mathématiques.   » 

A  peine  un  signe  d'intégration,  jamais  de  fonction  génératrice, 
c'est  vraiment  une  simplicité  charmante;  partout  on  est  éclairé  par 
le  bon  sens  si  copieusement  répandu  dans  la  préface. 

Le  propre  de  la  méthode  de  l'auteur  est  de  nous  signaler,  au 
moyen  de  nombreux  exemples  concrets  les  erreurs  possibles  et 
les  pièges  à  éviter. 

Voici,  par  exemple,  un  problème,  choisi  parmi  une  demi- 
douzaine  d'autres  relatifs  au  même  sujet,  montrant  qu'il  est  ab- 
surde de  calculer  la  probabilité  lorsque  le  nombre  des  cas  favo- 
rables et  des  cas  possibles  sont  tous  deux  infinis. 

«  On  trace  dans  un  cercle  une  corde  au  hasard;  quelle  est  la 
probabilité  qu'elle  sera  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équila- 
téral  inscrit?  » 

On  peut  dire  :  La  probabilité  n'est  pas  changée  si  l'on  se  donne 
Tune  des  extrémités  de  la  corde.  La  probabilité  qu'elle  sera  assez 
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loDgue  est  alors  la  môme  que  la  probabilité  que  sa  direction  ne 
sera  pas  comprise  entre  les  deux  cordes  issues  du  point  et  sous- 
tendant  des  arcs  de  120"  :  celte  probabilité  est  |. 

On  peut  dire  aussi  :  La  direction  n'importe  pas,  pourvu  que  la 
corde  soit  assez  rapprochée  dw  centre,  c'est-à-dire  à  une  distance 
plus  petite  que  la  moitié  du  rayon  :  la  probabilité  est  ^. 

On  peut  dire  encore  :  Choisir  une  corde  au  hasard  c'est  choisir 
au  hasard  son  milieu.  Pour  que  la  corde  soit  assez  longue,  son 
milieu  doit  être  hors  du  cercle  concentrique  au  premier  et  de 
rayon  moitié  moindre.  Cela  donne  la  probabilité  \. 

On  trouve  de  même,  dans  un  Chapitre  sur  les  probabilités  totales 
et  composées,  de  nombreux  problèmes  montrant  combien  il  est 
essentiel,  dans  l'évaluation  de  la  probabilité  composée,  de  prendre 
pour  la  probabilité  du  second  événement  celle  qu'il  a  quand  on 
sait  que  le  premier  est  arrivé, 

Maxwell  lui-môme  a  méconnu  ce  principe  en  donnant  la  for- 
mule 

dans  laquelle  ^{x)  est  la  probabilité  que  l'une  des  composantes  de 
la  vitesse  d'une  molécule  de  gaz  soit  égale  à  x.  Il  admet  que  les  pro- 
babilités relatives  aux  trois  composantes  sont  indépendantes.  Or 
elles  ne  le  sont  manifestement  pas  pour  la  raison  suivante  :  si  x 
est  égal  au  maximum  de  vitesse  d'une  molécule,  le  mouvement  est 
parallèle  à  l'axe  des  x^  eiy  et  z  sont  nuls. 

Dans  le  Chapitre  sur  l'espérance  mathématique,  l'étude  du  pro- 
blème de  Saint-Pétersbourg  fournit  à  l'auteur  une  occasion  de 
railler  à  nouveau  la  théorie  de  Daniel  BernoulH.  Je  cite  quelques 
passages  : 

«  On  joue,  c'est  l'hypothèse.  A-t-on  tort  ou  raison?  La  question 
n^est  pas  posée. 

»  Pierre,  pour  toute  fortune,  possède  looooo^*",  il  veut  avoir 
une  chance  de  gagner  100  millions. 

»  Rien  n'est  plus  facile,  répond  sans  s'émouvoir  le  géomètre 
qu'il  consulte.  Si  le  jeu  est  équitable,  vous  aurez  999  chances 
sur  1000  de  perdre  vos  100  000^'.  » 

«  La  théorie  de  l'espérance  morale  est  devenue  classique, 
jamais  le  mot  ne  put  être  plus  exactement  employé;  on  l'étudié, 
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on  l'enseigne,  on  la  développe  dans  des  livres  justement  célèbres. 
Le  succès  s'arrête  là,  on  n'en  a  jamais  fait  et  n'en  pourra  faire 
aucun  usage.   » 

Deux  Chapitres  sont  consacrés  à  ce  fameux  théorème  de  Jacques 
Bernoulli  :  qu! aucun  événement  possible  n'est  si  improbable 
que  sa  chance  d'arriver  ne  puisse  être  aussi  grande  qiCon  veut  y 
si  Von  attend  assez  longtemps. 

Trois  démonstrations  distinctes  en  sont  données  dont  la  pre- 
mière est  la  plus  directe  et  la  plus  complète.  J'en  donne  un  ré- 
sumé. 

Les  probabilités  de  deux  événements  contraires  étant  p  et  q^ 
la  combinaison  la  plus  probable  pour  [x  épreuves  est  celle  où 
le  premier  événement  arrive  ^p  fois  et  le  second  ^-q  fois. 

Par  l'application  du  théorème  de  Stirling,  la  probabilité  de  cette 

combinaison  est 

I 


\/'nz\iipq 

et  la  probabilité  que  le  premier  événement  arrivera  [jl/>  ±:  h  fois 
est 

-A» 
1 


Cette  formule,  approximativement  vraie  pour  de  petites  valeurs 
de  A,  peut  être  prise  comme  vraie  pour  des  valeurs  grandes  ou 
même  infinies,  parce  que,  alors,  les  valeurs  vraies  et  celles 
données  par  la  formule  sont  toutes  deux  assez  petites  pour  être 
négligées. 

Ainsi,  pour  jjl  =  looo,  li  =  loo,  p  =  q  =  ^y  nous  obtenons 

— =^  =  0,000000000  52006. 
v/lOOOTT 

Par  un  simple  artifice,  nous  substituons  à  (i),  donnant  la  proba- 
bilité d'un  écart  égal  à  A,  la  formule 


_  -1 

1 


l[i./>*/    dZy 


pour  la  probabilité  d'un  écart  compris  entre  z  el  z  -^dz. 
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Pour  vérifier  cette  formule,  remarquons  que,  la  somme  des  pro- 
babilités de  toutes  les  erreurs  possibles  représentant  la  certitude, 
nous  devons  avoir  et  avons  en  efi'et 


/: 


—  s» 


On  peut  donner  d'autres  vérifications. 

La  probabilité  d'un  écart  plus  petit  que  a  sera,  d'après  ce  qui 
précède, 

a 


Sî  a  a  une  valeur  déterminée,  si  grande  que  l'on  veut,  la  proba- 
bilité que  l'écart  ne  le  dépassera  pas,  lorsque  [x  augmente  indéfi- 
niment, tend  vers  o,  ce  qui  démontre  le  théorème  de  Bernoulli. 

L'écart  relatif  est  de  plus  en  plus  petit,  l'écart  absolu  de  plus 
en  plus  grand. 

Pour  préciser,  supposons  que  l'on  joue  à  pile  ou  face  :  combien 
doit-on  faire  d'épreuves  pour  que  la  probabilité  d'obtenir  pile,  ou 
bien  face,  un  million  de  fois  au  moins  de  plus  que  l'autre,  sur- 
passe 0,01? 

Nous  obtenons,  en  désignant  par  [jl  le  nombre  cherché, 


/ 1 000  ooav/v.  \ 


et  de  là 

jx  =  59721 1  millions. 

Non  seulement  lorsque  la  probabilité  d'un  événement  est  connue 
>n  peut  prédire  avec  presque  certitude  le  nombre  d'arrivées  sur 
jn  nombre  donné  d'épreuves,  mais  encore,  si  la  probabilité  est 
nconnue,  on  peut  la  déterminer  par  l'emploi  inverse  du  théorème 
le  Bernoulli.  Le  rapport  du  nombre  d'arrivées  au  nombre  total 
l'épreuves  tend,  en  efiet,  vers  cette  probabilité  inconnue  lorsque 
e  nombre  d'épreuves  augmente. 

Mais  deux  conditions  sont  nécessaires  :  la  probabilité  ne  doit 
>a$  changer  pendant  les  épreuves,  et  elle  doit  avoir  une  valeur  dé- 
erminéc. 
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a  Ije  roi  de  Siam  a  quarante  ans,  quelle  esl  la  probabilité  pour 
qu'il  vive  dans  dix  ans?  Elle  est  autre  pour  nous  que  pour  ceux 
qui  ont  interrogé  son  médecin,  autre  pour  le  médecin  que  pour 
ceux  qui  ont  reçu  ses  conGdences;  très  différente  enfin  pour  des 
conjurés  qui  prendraient  leurs  mesures  pour  l'étrangler  le  lende- 
main. » 

En  un  mot,  le  théorème  de  Bernoulli  s*applique  à  la  probabilité 
objective  et  non  à  la  probabilité  subjective. 

Une  conséquence  immédiate  du  théorème  est  la  ruine  inévitable 
de  tout  joueur  qui  joue  assez  longtemps  à  un  jeu  équitable.  Mais 
le  nombre  de  parties  avant  Tinstant  de  la  ruine  peut  être  considé- 
rable. Ainsi  à  pile  ou  face,  à  i*^^  la  partie,  il  faut  6*24 ooo  parties 
pour  assurer  une  probabilité  égale  à  0,9  que  l'un  ou  l'autre  des 
joueurs  perdra  100*^''. 

Cette  perspective  n'est  pas  en  vérité  de  nature  à  effrayer  un 
joueur  courageux. 

Si,  dans  ces  mêmes  conditions,  l'un  des  joueurs  s'est  mis  au  jeu 
avec  i*^^  et  doit  recevoir  i^'  par  partie  tant  qu'il  n'aura  pas  perdu 
sa  mise  de  i^**,  son  espérance  mathématique  est  inCnie. 

Revenons  à  l'emploi  inverse  du  théorème  de  Bernoulli.  Prenons 
le  problème  suivant  : 

Une  urne  contient  [jl  balles,  les  unes  blanches,  d'autres 
noires,  dans  une  proportion  inconnue.  On  tire  K  boules,  en 
remettant  chaque  fois  dans  l'urne  la  boule  sortie.  On  obtient 
m  tirages  de  boules  blanches  et  n  de  noires.  Quelle  est  la  com- 
position la  plus  probable  de  Vurne? 

Avant  le  tirage,  toutes  les  hypothèses  sont  possibles  pour  la 
composition  de  l'urne.  Supposons-les  toutes  également  probables. 

Il  s'ensuit  que  le  rapport  probable  entre  blanches  et  noires  est  — 
et  que  la  probabilité  d'un  écart  e  avec  ce  rapport  est 

— e«(w-t-w) 

où  G  est  indépendant  de  e. 

L'hypothèse  que  toutes  les  composi  tions  sont,  a  priori,  également 
probables  est  rarement  réalisée.  Supposons  que  les  boules  ont  été 
mises  dans  l'urne  par  le  sort  avec  la  probabilité  5  pour  chaque 
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couleur.  Nous  obtenons  alors  pour  la  proportion  probable  des 
boules  blanches 


•/  (  jjL  -1-  m  -i-  n  ) 
1  m 


rapport  compris  entre  -  et • 

Si  p.  est  très  grand,  le  rapport  est  voisin  de  ^  quels  que  soient 
m  et  /t  ;  si  au  contraire  m  et  n  sont  très  grands,  il  est  voisin  de 

quel  que  soit  u. 

Ainsi  la  probabilité  des  causes  dépend  toujours  de  probabilités 
a  priori. 

Trois  Chapitres  sont  consacrés  à  la  question  habituellement 
désignée  sous  le  nom  de  méthode  des  moindres  carrés. 

Un  quatrième  Chapitre  sur  Les  erreurs  de  situation  d'un 
point  est  en  réalité  une  extension  de  la  loi  de  Gauss  sur  les 
erreurs. 

Très  intéressante  est  la  critique  du  raisonnement  de  Gauss. 

Tout  d'abord  peut-on  affirmer  en  toute  rigueur  que  la  probabi- 
lité d'une  erreur  A  est  fonction  de  A? 

«  Ne  dépend-elle  pas  de  la  grandeur  mesurée?  Si  l'on  fait  une 
pesée,  si  l'on  mesure  un  angle,  lorsque  le  poids  est  un  nombre 
exact  de  milligrammes,  lorsque  l'angle  contient  un  nombre  exact 
de  secondes,  n'a-t-on  pas  plus  de  chances  d'évaluer  juste  que  s'il 
faut  ajouter  une  fraction?  Si  cette  fraction,  que  l'instrument  ne 
donne  pas,  est  égale  à  J-,  n'a-t-on  pas,  en  l'évaluant,  moins  de 
chances  d'erreur  que  si  elle  est  0,2^?  » 

Il  y  a  un  cas  où  le  postula tum  de  Gauss  peut  être  rigoureusement 
démontré,  mais  la  conclusion  est  néanmoins  seulement  approxi- 
mative. Supposons,  en  effet,  que  la  quantité  à  mesurer  soit  la  pro- 
portion des  boules  blanches  dans  une  urne  dont  la  composition 
est  inconnue. 

Sur  jx  boules  tirées,  m  sont  blanches. 

La  fraction  —  est  une  mesure  du  rapport  cherché.  La  mesure 

est  d'autant  plus  précise  que  le  nombre  de  tirages  est  plus  grand. 
L'opération  répétée  n  fois  donne  les  n  mesures  successives 


ni\ 

nu 

m 

—    » 

* 
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La  valeur  la  plus  probable  du  rapport,  déduite  des  tirages,  est 

Zm  I  ^  m 

moyenne  arithmétique  de  n  mesures  qui  méritent  la  même  con- 
fiance. 

Maintenant  si  sur  [jl  tirages  on  a  rencontré  m  boules  blanches, 
la  probabilité  pour  que  le  rapport  des  boules  blanches  au  nombre 

total  soit h  w  est  approximativement 

/a  Tt  m  (  fx  —  m) 
qui  est  de  la  forme 

k 


e    »'»(|t-»»). 


=  e-^'A«. 


c^est  précisément  ce  que  donnerait  la  loi  de  Gauss  :  mais  si  la  loi 
était  vraie,  la  formule  serait  rigoureusement  exacte. 

L'hypothèse  que  la  moyenne  arithmétique  de  plusieurs  quantités 
est  la  valeur  la  plus  probable  conduit  à  des  inconséquences.  Elle 
exige,  par  exemple,  que  la  valeur  la  plus  probable  du  carré  de  la 
quantité  soit  la  moyenne  arithmétique  des  carrés.  On  ne  peut, 
pour  écarter  l'objection,  faire  une  distinction  entre  les  mesures 
directement  observées  et  celles  qui  résultent  d'un  calcul.  Un  mé- 
canicien pourrait  aisément  annexer  à  une  balance  une  aiguille 
marquant  le  carré  ou  le  logarithme  du  poids. 

La  même  objection  s'applique  à  la  considération  de  la  probabi- 
lité d'une  erreur  comme  une  fonction  de  l'erreur  seule. 

L'auteur  pose  ce  problème  :  Si  Gauss  avait  adopté,  au  lieu 
de  la  moyenne,  un  autre  mode  de  combinaison  des  mesures, 
quelle  loi  des  erreurs  en  aurait-il  déduite? 

La  question  n'est  pas  résolue,  mais  il  est  démontré  que  si 

y  (  a^i ,  Xi ,  .  . . ,  Xfi  ) 

est  la  valeur  la  plus  probable  d'une  quanti  té  dont  a^i ,  ^2)  •  •  •  ?  •^n  sont 
des  mesures,  alors,  pour  que  la  probabilité  d'une  erreur  soit  fonc- 
tion de  l'erreur, /(a: I,  x^^  ...yX„)  doit  être  la  moyenne  arithmé- 
tique des  X  augmentée  d'une  fonction  de  leurs  différences.  En 
d'autres  termes,/  est  telle  que  si  tous  les  x  sont  augmentés  de  a, 
elle  augmente  elle-même  de  a. 
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Malgré  les  objeclions  à  la  théorie  de  Gauss,  son  adoption  est 
complètement  justifiée  par  des  expériences  constamment  répétées. 
En  ce  qui  concerne  la  moyenne  arithmétique,  Verrero  a  montré 
{voir  la  revue  de  Charles  Peirce  dans  Y  American  Journal  of 
Math.,  I,  Sg)  que  toutes  les  fonctions  des  mesures  qu'il  n'est  pas 
absurde  de  prendre  pour  valeur  la  plus  probable  de  la  quantité 
mesurée  doivent,  si  les  mesures  sont  bonnes,  concorder  dans  leurs 
résultats;  il  va  sans  dire  que  si  les  mesures  sont  mauvaises  aucune 
méthode  ne  peut  fournir  de  bons  résultats. 

On  lit  avec  plaisir  les  définitions  suivantes,  énoncées  avec  tant 
de  soin,  de  la  précision  et  du  poids. 

La  précision  d'une  mesure  est  dite  a  fois  plus  grande  que 
celle  d'une  autre  mesure,  lorsque  la  probabilité  d'une  erreur 
comprise  entre  zetz-h  dzpour  une  mesure  du  premier  système 
est  la  même  que  celle  d'une  erreur  comprise  entre  olz  et 
ix(z  -h  dz)  pour  le  second. 

Le  poids  d'une  observation  est  dit  p  fois  plus  grand  que  celui 
d' une  autre  observation ,  lorsque  les  conséquences  que  l'on  peut 
déduire  sur  la  valeur  de  la  grandeur  mesurée  par  une  obser- 
vation du  premier  système  équivalent  à  celles  que  l'on  peut 
déduire  de  p  observations  du  second  système  donnent  toutes  le 
même  résultat. 

Si  P  est  une  fraction  —y  il  faudra  que  m  observations  con^ 

cordantes  du  premier  système  puissent  être  remplacées  par 
n  observations  identiques  du  second  système. 

Le  système  d'observations  qui  donne  à  l'erreur  z  une  pro- 
babilité proportionnelle  à 

aura  k  pour  précision  et  k-  pour  poids,  si  l'on  prend  pour 
unités  la  précision  et  le  poids  d'une  observation  d'un  système 
dans  lequel  la  probabilité  d'une  erreur  z  serait  proportionnelle 
à  e-^\ 

Ensuite  M.  Bertrand  discute  la  suppression  des  observations 
douteuses.  Il  ne  donne  cependant  aucun  critérium,  comme  le  fait 
Peirce,  ponr  reconnaître  quand  elles  doivent  être  rrjctées.  Cela 
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est  laissé  à  Tappréciation  du  calculateur»  sous  la  condition  que  le 
nombre  des  mesures  adoptées  soit  grand. 

Lorsqu'on  a  supprimé  les  mesures  dont  la  différence  avec  la  va- 
leur probable  est  supérieure  à  X,  la  valeur  la  plus  probable  de  la 
nouvelle  erreur  est 


2/iK*  [e(KX)|« 

Gauss,  dans  ses  derniers  Mémoires,  s'est  affranchi,  pour  établir  la 
méthode  des  moindres  carrés,  de  toute  hypothèse  sur  la  loi  des 
erreurs  :  à  ce  propos,  l'auteur  montre  que  négliger  les  carrés  et 
puissances  supérieures  des  erreurs  équivaut  à  adopter  la  loi  de 
l'exponentielle. 

Il  n'est  pas  toujours  légitime  d'égaler  la  valeur  probable  d'une 
fonction  à  sa  vraie  valeur.  En  voici  un  exemple  : 

On  a  mesuré  cinq  angles  /|,  /^i  U-  l\i  U-  Des  conditions  géomé- 
triques enlraînent  les  égalités 

/v-h/,  — /,=  o. 
/j  -f-  /j  —  /j  =  o. 

On  trouve  d'après  les  mesures 

/«-h/s—  /»=  /fj. 

lin  désignant  les  erreurs  réellement  commises  par  ei,  e^j  t'j, 
e»,  es,  on  a  donc 

^5-+-  ej—  ^3=  /ij. 

Quels  que  soient  les  nombres  Aii  ^2»  /^s?  le  trinôme 

est  connu. 

Ce  trinôme  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  des 
erreurs,  et  si  l'on  nomme  m^  la  valeur  probable  du  carré  de  l'une 
de  ces  erreurs,  celle  du  produit  de  deux  d'entre  elles  étant  nulle, 
on  trouvera  pour  valeur  probable  de  l'expression  précédente  cal- 
culée avant  les  mesures  prises 
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Égalant  à  la  vraie  valeur,  on  a 


j  _  X ,  /i î  -f-  Xj  /i|  -h  Àj // 1  /ij 


m'  = 


3X1-+-  3XtH-  X3 


donnant  pour  m^  une  infinité  de  valeurs. 

Ce  n'est  pas  là,  néanmoins,  la  raison  la  plus  sérieuse  de  Tim- 
possibilité  d'évaluer  avec  précision  les  chances  d'erreur. 

«  On  suppose  a  priori  toutes  les  mesures  également  précises; 
il  est  impossible,  dans  la  plupart  des  cas,  de  croire  à  cette  égalité  : 
c'est  faute  de  connaître  aucune  raison  de  préférence  qu'on  accepte 
l'équivalence  des  résultats.  Mais,  connues  ou  inconnues,  ces  rai- 
sons, si  elles  existent,  doivent  exercer  une  influence  sur  l'erreur 
réellement  commise,  et  c'est  celle-là  dont  on  prétend  donner  les 
chances. 

»  Après  avoir  discuté  par  d'immenses  calculs  les  observations 
du  passage  de  Vénus  sur  le  Soleil  en  1761,  Encke  a  trouvé  pour 
la  parallaxe  du  Soleil  8", 49  et  pour  erreur  probable  o",o6.  Il  y 
avait,  en  conséquence,  plus  de  Sooooo  à' parier  contre  i  que 
l'erreur  n'atteindrait  pas  0^,42,  représentant  sept  fois  l'erreur  pro- 
bable. Les  astronomes,  cependant,  admettent  aujourd'hui  pour 
parallaxe  8*^, gi,  qui  correspond  précisément  à  l'erreur  o",42. 

»  On  peut  affirmer  seulement,  et  c'est  là  le  point  important, 
que,  si  la  somme  des  carrés  des  corrections  est  petite,  la  probabi- 
lité est  grande  pour  que  les  observations  aient  été  bien  faites.  » 

L'extension  de  la  loi  de  Gauss  aux  erreurs  de  situation  d'un 
point  donne  pour  la  position  la  plus  probable  du  point  le  centre 
de  gravité  de  poids  égaux  placés  aux  positions  observées. 

En  se  limitant  au  cas  de  deux  coordonnées,  la  probabilité  d'une 
erreur  comprise  entre  u  et  u  -h  du  pour  x  et  entre  i^  et  i  -h  rfi^ 
pour  y  est 

Les  points  d'égale  probabilité  sont  sur  une  même  ellipse  ayant 

pour  équation 

K»a*-i-2XM(;-f-K«p«=  H. 

//  et  ç  désignent  les  diflerences  entre  les  coordonnées  du  point 
considéré  et  la  position  véritable,  centre  commun  de  toutes  les 
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ellipses  semblables  dont  les  dimensions  sont  proportionnelles  à  y/H. 

L'auteur  fait  la  comparaison  entre  la  théorie  et  les  résultats  du 
tir  de  mille  balles  dans  une  cible. 

La  loi  avait  été  pressentie  par  Galton  dans  son  Ouvrage  :  Discus- 
sion on  the  Data  of  Stature,  et  plus  complètement  étudiée  par 
M.  Hamilton  Dickson  (voir  Natural Inheritance,  p.  loo  et  suîv.). 

Il  est  regrettable  que,  dans  le  Chapitre  sur  les  lois  de  la  Statis- 
tique, Tauteur  n*ait  pas  fait  au  moins  quelque  allusion  aux 
recherches  de  Galton. 

Un  point  qui  pourrait  passer  inaperçu  dans  Tapplication  des 
lois  de  la  Statistique  est  bien  mis  en  relief. 

«  Il  y  a  bien  des  moyens  de  consulter  le  hasard;  quand  ils 
donnent  le  même  résultat  moyen,  ils  ne  donnent  pas  pour  cela  les 
mêmes  probabilités  d'écart.  Au  lieu  de  tirer  des  boules  dans  une 
urne  de  composition  donnée,  on  peut  associer  plusieurs  urnes  de 
compositions  différentes  et  puiser  alternativement  dans  chacune 
d'elles;  les  résultats  moyens  sont  les  mêmes  que  pour  des  tirages 
faits  dans  une  urne  de  composition  moyenne,  les  chances  d'écart 
ne  le  sont  pas. 

»  Si,  pour  prendre  un  cas  extrême,  au  lieu  de  puiser  loooo  fois 
dans  une  urne  contenant  une  boule  noire  et  une  boule  blanche,  on 
puisait  alternativement  dans  deux  urnes  contenant,  Tune  la  boule 
noire,  Tautre  la  boule  blanche,  on  obtiendrait  avec  certitude 
5ooo  fois  la  boule  blanche,  et  Técart  deviendrait  nul. 

»  La  substitution  de  plusieurs  urnes  à  une  sçule  pour  repré- 
senter les  Tables  de  mortalité  parut,  a/?rio/v,  très  plausible.  Parmi 
les  individus  du  même  âge,  il  est  impossible  de  ne  pas  faire  des 
catégories  pour  lesquelles  les  chances  de  vie  sont  inégales.  » 

Le  Livre  se  termine  très  plaisamment  par  un  Chapitre  sur  les 
applications  erronées  de  la  théorie  des  probabilités  aux  décisions 
judiciaires. 

A  propos  de  ce  sujet,  ne  semble-t-il  pas  que  la  grande  probabi- 
lité, qui  s'attache  à  la  concordance  de  jugements  indépendants,  est 
le  meilleur  argument  possible  en  faveur  de  la  culture  de  l'indé- 
pendance intellectuelle,  et  en  faveur  de  l'abandon  des  erreurs  sys- 
tématiques qu'imposent  l'éducation,  le  monde,  les  sectes  et  les 
partis? 
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Je  n'ai  donné  qu'un  compte  rendu  très  incomplet  de  cette  admi- 
rable Introduction  à  la  Science  des  probabilités;  la  vie  et  la  vigueur 
de  Toriginal  ne  peuvent  être  reproduites  dans  un  court  résumé. 

Ellery  W.  Davis. 

Bulletin  of  the  New- York  mathematical  Society 

(Octobre  1891). 
(Traduit  par  P.  Cousin, 

Professeur  au  Lycée  de  Caen.) 


MASSAU  (J*)-  —  CoiRS  DE  MÉCANIQUE  DE  l'Université  DE  Gand.  I*'  fasci- 
cule  :  Géométrie  symbolique,  statique,  cinématique.  3^  édition,  revue  et 
augmentée.  365  p.  Pelit  in-folio;  autographié.  Gand;  Lobel;  1891.  (A  Paris, 
chez  Gautbier-Villars  et  fds.) 

Les  Leçons  de  Mécanique  dont  M.  Massau  publie  la  troisième 
édition  sont  claires  et  intéressantes  ;  elles  se  distinguent  des  ou- 
vrages analogues  par  un  emploi  judicieux  de  ce  que  Tauteur  appelle 
la  Géométrie  symbolique;  il  serait  peut-être  plus  clair  de  dire 
Géométrie  des  segments  de  droite  ou  des  vecteurs.  Quoi  qu'il  en 
soit,  le  mode  d'exposition  adopté  par  M.  Massau  met  très  bien  en 
évidence  l'identité  des  démonstrations  à  apparence  analytique  on 
à  apparence  géométrique;  il  n'y  a^  au  fond,  qu'une  différence 
d'écriture;  il  va  sans  dire  que  les  élèves  doivent  s'habituer  à  lire 
couramment,  en  quelque  sorte,  les  deux  modes  d'écriture,  quitte 
à  avoir  leurs  préférences  personnelles  qui,  le  plus  souvent,  ne 
sont  qu'une  affaire  d'habitude.  A  ce  point  de  sw,  M.  Mhsuhu  nera 
pour  eux  un  excellent  guide. 

Nous  indiquerons  rapidement  dans  ce  qui  suit  l'ordre  qu'il  h 
adopté. 

Les  deux  premiers  Chapitres  se  rapportent  à  la  Oéométri/^  *y^' 
bolique;  dans  le  premier,  on  s*occu|>/^  de^  opération»  finie*  les 
plus  simples  sur  les  segments  de  droite  :  définitions*  addition  de 
deux  ou  plusieurs  segments,  multiplication  d'un  t»e^rnent  par  un 
nombre,  équations  géométriques,  projections,  produit  partiel  l(nt 
intérieur)  de  deux  segmenta,  cftuir^t  de%  di<ktanee<)  pro|Kirlion- 
nelles,  représentation  de-airevparde*  Mr^rnienl*:  moment  d*'  deu» 
segments,  moment  d'un  ^rx^nent  par  rapport  ^  uu*-  *itoti^'  ou  un 
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point,  couples,  tétraèdres,  etc.  Le  second  Chapitre  se  rapporte 
aux  opérations  infinitésimales  efiectuées  sur  un  segment  de  droite 
qui  dépend  d'une  variable  numérique.  On  y  remarquera,  en  par- 
ticulier, la  façon  dont  Fauteur  présente  les  règles  principales  de  la 
Géométrie  InGnltésimale  et  Tusage  qu^il  fait  de  ce  qu'il  appelle  les 
limites  relatives.  On  trouvera  dans  ce  Chapitre  les  notions  rela- 
tives aux  dérivées  et  différentielles  géométriques,  la  formule  de 
Taylor  pour  un  segment  qui  dépend  d'une  variable,  ainsi  que  la 
notion  d'intégrale  géométrique.  Dans  le  Chapitre  qui  suit  sont 
exposées  les  Notions  générales  de  Mécanique.  On  y  définit  la 
vitesse  et  l'accélération.  L'auteur  a  rejeté  toute  discussion  méta- 
physique sur  la  mesure  du  temps  et  la  nature  des  forces;  il  se 
borne  à  énoncer  et  à  préciser  le  sens  de  la  loi  de  l'inertie  et  du 
principe  de  l'indépendance  des  effets  des  forces,  pour  en  tirer 
l'équation  fondamentale  de  la  Mécanique 

F  =  m  J . 

M.  Massau  insiste  avec  soin  sur  la  mesure  numérique  des  quantités 
(|ui  figurent  dans  l'équation  fondamentale,  et  sur  les  précautions 
qu'il  faut  prendre  quand  on  change  d'unités. 

Ces  trois  premiers  Chapitres  constituent,  en  quelque  sorte,  une 
introduction,  les  deux  premiers  contenant,  en  quelque  sorte,  la 
partie  géométrique  commune  à  la  Statique  et  à  la  Cinématique, 
partie  qu'il  y  a  évidemment  avantage  à  séparer  de  l'une  ou  de 
l'autre  de  ces  deux  sciences;  l'auteur  aurait  même  pu  aller  un  peu 
plus  loin  dans  cette  voie  et  faire  rentrer  dans  cette  introduction 
la  théorie  de  la  composition  des  segments  qu'il  expose  dans  la 
Statique,  d'ailleurs  de  la  façon  la  plus  simple  (statique  du  point 
et  statique  des  solides  invariables).  Le  parallélogramme  des  forces, 
au  point  de  vue  où  se  place  l'auteur,  est  une  conséquence  du  prin- 
cipe de  l'indépendance  des  effets  des  forces. 

M.  Massau  passe  ensuite  à  la  statique  des  systèmes  composés  : 
groupes  de  solides,  polygones  funiculaires,  systèmes  articulés, 
courbes  funiculaires,  etc.  Deux  Chapitres  sont  consacrés  au  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles;  l'un  contient  une  exposition  théo- 
rique, l'autre  l'application  à  l'équilibre  de  quelques  machines  sim- 
ples; on  reconnaît  là,  ainsi  qu'à  quelques  exemples  pratiques 
placés  çà  cl  là  dans  les  autres  Chapitres  de  la  Statique,  que  l'au- 
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tcur  n'est  pas  seulement  un  gëomôlre.  La  recherche  des  centres 
de  gravité,  de»  notions  élémentaires  relatives  à  la  ihëorie  de  l'at- 
traclion,  la  discussion  de  quelques  prohli^mes  simples  donnés  h 
tllrc  d'exemple,  lerminenl  la  Statique. 

La  Cinématique  débule  par  l'élude  du  mouvement  d'un  point 
tnalériel  :  notions  complémentaires  sur  lu  vitesse  cl  l'accéléru- 
lion:  formules  relatives  aux  coordonnées  polaires,  etc.;  l'auteur 
«tonne  même  quelques  indications  sur  le  cas  des  inouvemenls  re- 
latifs, quoique  la  compositioD  des  accélérations  ne  puisse  pas  être 
Imitée,  à  ce  moment,  d'une  (nçim  complète. 

Pussent  ensuite  au  mouvemeol  d'un  corps  solide,  il  développe 
«l'abord  les  propositions  relatives  aux  vitesses  â  un  moment  donné, 
puis  celles  qui  concernent  un  déplacement  fini,  enfin  les  plusim- 
porlnnies  parmi  celles  qui  se  rapportent  aux  accélérations;  il  con- 
vient de  signaler  la  façon  dont  l'auteur  a  insisté  sur  le  cas  d'une 
surface  solide  qui  roule  et  glisse  sur  une  surface  fixe.  Un  Chapitre 
spécial  est  consacré  aux  mouvements  relatifs.  La  partie  la  plus 
originale  du  Cours  de  M.  Massau  est  peut-être  le  Chapitre  inti- 
tulé :  Cinématique  des  systèmes  dèformables  et,  en  particulier, 
l'étude  a]iprofondle  ({u'îl  fait  à  ce  propos  de  ce  qu'il  appelle  la 
fonction  linéaire,  c'est-à-dire  de  l'opération  qui  consiste  â  sub- 
stituer â  un  point  un  autre  point  dont  les  coordonnées  sont  des 
fonctions  linéaires  des  coordonnées  du  premier  :  cette  étude  est 
faîte  d'une  façon  éléj^ante  au  moyen  de  formules  symboliques  très 
simples.  Un  dernier  Chapitre,  intitulé  :  .ipplications  di\-eises, 
com[>orte  des  sujets  un  peu  hétérogènes  :  c'est  d'abord  la  mé- 
thode de  Kobcrval  et  la  construction  de  Savary;  puis  lus  truns- 
fomiutions  que  la  Cinématique  permet  de  faire  subir,  dans  le  cas 
d'un  corps  solide,  à  l'équation  qui  exprime  le  principe  des  vitesses 
virtuelles,  la  réciprocité  du  travail  virtuel,  la  notion  des  axes  in- 
dépendants et  dépendants,  ces  derniers  étant  tels  qu'ils  puissent 
servir  de  lignes  d'action  à  des  forces  en  équilibre,  et  enOn  <|uel- 
(|ues  indications  intéressantes  sur  le  rôle  que  Jouent,  en  Statique 
■  ui  «n  Ciiiériialiqiie,  les  complexes  et  les  congruences  linéaires, 

.1.   r. 
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PADÊ  (H.).  —  Premières  leçons  D'AtcàBRE  élémentaire.  Nombres  positifs 

ET  NEGATIFS.    OPÉRATIONS    SUR   LES   POLYNOMES.   AvOC  Une  préface  do  Jules 

Tannerjr,  i  vol.  in-8**;  xxiii-81  p.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  189!^. 

Le  petit  Livre  publié  par  M.  Padé  pourra  rendre  quelques  ser- 
vices à  renseignement,  surtout  à  un  moment  où  nos  programmes 
officiels  ont  été  modifiés  dans  le  sens  de  la  logique  et  imposent  Tin- 
troduction  des  nombres  négatifs  au  début  de  l'Algèbre.  A  coup  sûr, 
cette  introduction  peut  être  faite  autrement,  mais  Texposition  de 
M.  Padé  est  très  claire  et  met  nettement  en  évidence  les  diflGcultés 
que  présente  la  question;  elle  peut  donc  être  utile  même  à  ceux 
qui  adopteraient  une  méthode  différente.  Un  autre  mérite  de 
M.  Padé  est  d'avoir,  dans  un  livre  d'enseignement,  séparé  nette- 
ment la  théorie  des  opérations  sur  les  nombres  de  la  théorie  des 
opérations  sur  les  polynômes,  théorie  qu'il  pousse  jusqu'à  la  divi- 
sion, de  manière  à  bien  éclaircir  la  notion  d'identité  entre  deux 
polynômes. 
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STOFFAES.  —  Cours  de  Mathématiques  supérieurks  a  l'usage  des  can- 
didats A  LA  Licence  es  Sciences  physiques,  i  vol.  in-8'';  vii-53i  p.  Paris, 
Gaulhier-Villars  et  fils;  1891. 

L'organisation  actuelle  de  nos  Facultés  des  Sciences  présente 
un  inconvénient  dont  souffrent  tous  ceux  qui  n'ont  pas  suivi, 
dans  les  Lycées,  la  classe  de  Mathématiques  spéciales  et  qui  ne 
peuvent  trouver,  à  la  Faculté,  le  mo^en  d'apprendre  ces  éléments 
de  l'Analyse  et  de  la  Géométrie  analytique,  indispensables  aux 
auditeurs  des  cours  de  Mathématiques  et  de  Physique;  il  faudra 
sans  doute,  un  jour  ou  Tautre,  créer,  au  moins  dans  quelques 
Facultés,  des  enseignements  qui  relient  aux  cours  élémentaires 
des  Lycées  les  cours  préparatoires  aux  Licences  es  Sciences  mathé- 
matiques et  physiques;  la  nécessité  de  ces  enseignements  inter- 
médiaires se  fera  sentir  d'autant  plus  vivement  en  raison  du  carac- 
tère particulier  de  l'enseignement  donné  dans  les  classes  de 
Mathématiques  spéciales,  en  vue  des  concours  qui  donnent  accès 
aux  grandes  Ecoles  scientifiques. 

Quoi  qu'il  en  soit,  en  attendant,  les  livres  qui  permettent  aux 
étudiants  de  combler,  tant  bien  que  mal,  une  lacune  regrettable, 
seront  sans  doute  les  bienvenus.  M.  Tabbé  Sloffaes  vient  de  pu- 
blier un  pareil  Livre;  il  n'a  pas  d'autre  prétention  que  d'être  utile 
et  c'est  à  ce  point  de  vue  qu'il  faut  le  juger  :  il  contient  les  ma- 
tières essentielles,  c'est-à-dire  (juelques  principes  d'Algèbre,  les 
éléments  du  Calcul  différentiel  et  intégral  et  ceux  de  la  Géométrie 
analytique  qui,  ainsi  que  rexpli<|ue  une  Note,  doivent  être,  au 
moins  en  partie,  étudiés  avant  les  applications  géométriques  du 
Calcul  intégral;  le  tout  est  exposé  avec  mesure  et  concision,  et 
avec  une  clarté  très  suffisante  pour  des  lecteurs  qui  n'ont  ni  le 
temps,  ni  souvent  même  le  désir,  d'aller  au  fond  des  choses.  Pour 
ceux  qui  voudraient  y  aller,  l'auteur  les  renvoie  aux  «  Maîtres  de  la 
Science  »,  c'est-à-dire  «  Briot  et  Bouquet,  Serret,  MM.  Bertrand, 
Rouché,deComberousse,  Gilbert,  Pruvost,  de  Longclianips,  etc.  » 
Si  M.  Tabbé  Stoffaes  n'a  pas  voulu  distinguer  parmi  ces  diirérenls 
liull.  des  Sciences  mathént.,  2*  série,  l.  XVI.  (Mai  1892.)  u 
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Maîtres,  et  recommander  les  uns  plulùl  que  les  aulres,  cVâl 
sans  doute  excès  de  modestie  de  sa  |>art.  et  j*espère  que  tous  lui 
«•n  sauront  gré.  J.  T. 


HAGEN  (J.).  —  SiNOPSis  der  iioeuerex  Matiiematik.  T.  1  :  Arithiuetische 
und  alf^hraische  Analyse,  Gr.  in-4*:  viii-398  p.  Berlin.  Felix-L.  Dames; 
1891.  (A  Paris,  chez  Gauthier-Villars  et  Gis.) 

Le  Lut  que  poursuit  M.  Hagen,  Directeur  de  l'Observatoire  de 
Georgetown  Collège,  en  publiant  ce  Tableau  des  hautes  Mathé- 
matiques est  extrêmement  louable  :  avoir  une  vue  d'ensemble  sur 
les  difTèrenles  parties  des  Mathématiques,  trouxer,  pour  les  prin- 
cipaux résultats,  des  renseignements  historiques  et  bibliogra- 
phiques, c'est  assurément  ce  que  désirent  bon  nombre  d^étudiants 
et  de  professeurs;  l'Auteur,  dans  sa  préface,  a  dit  qu'il  avait  voulu 
faire  une  sorte  de  guide  ou  d'itinéraire  qui  permit  de  s^orienter 
dans  l'immense  domaine  des  Mathématiques.  On  ne  saurait  mieux 
caractériser  que  par  cette  ingénieuse  comparaison  le  service  qu'il 
a  voulu  rendre.  H  n'est  que  juste  de  dire  que  M.  Hagen  a  conçu 
son  Livre  d'une  façon  très  large  et  qu'il  a  commencé  de  l'exécuter 
avec  un  grand  soin.  Souhaitons-lui  de  pouvoir  le  terminer  rapide- 
ment, car  sa  place  sera  niar(|uée  dans  toutes  les  bibliothèques 
mathémaliques. 

Un  livre  de  celle  nature  comporte  des  inconvénients  inévitables; 
si  complet  que  M.  Hagen  ait  essayé  de  faire  le  sien,  il  ne  pouvait 
entrer  dans  son  esprit  de  fournir  à  chacun  tous  les  renseignements 
dont  il  a  besoin  sur  le  point  particulier  qui  l'intéresse;  et  si  son 
Livre  est,  dans  la  mesure  du  possible,  complet  aujourd'hui,  il  ne 
le  sera  plus  demain.  Quoiqu'il  s'agisse  d'un  guide,  on  ne  peut 
raisonnablement  espérer  que  le  Livre  de  M.  Hagen  ait  jamais 
autant  d'éditions  que  les  guides  de  M.  Baedeker,  qui  recommande 
judicieusement  d'acheter  toujours  la  plus  récente,  et  les  Mathé- 
matiques, en  ce  temps-ci,  changent  et  s'accroissent  encore  plus 
vite  que  les  notes  des  aubergistes.  Quoi  qu'il  en  soit,  le  guide  de 
M.  Hagen  sera  utile  pendant  longtemps,  car,  après  tout,  ce  que 
l'on  sait  aujourd'hui  en  Mathématiques  sera  toujours  sans  doute  le 
fondement  de  ce  que  Ton  saura  plus  tard. 
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Voici  les  titres  des  divers  Chapitres  contenus  dans  le  premier 
Volume  :  Théorie  des  nombres.  —  Des  nombres  complexes.  — 
Des  combinaisons.  — Des  séries.  —  Des  produits  infinis  et  des  fa- 
cultés. —  Des  fractions  continues.  —  Des  différences  et  des  sommes. 
—  Des  fonctions.  —  Des  invariants.  —  Des  déterminants.  —  Des 
groupes  de  substitutions.  —  Des  équations. 

L'Ouvrage  se  termine  par  une  Table  des  matières  (dans  Tordre 
suivi  dans  l'Ouvrage),  —  par  un  Index  des  principaux  ouvrages 
cités  ou  utilisés,  enfin  par  une  Table  alphabétique  des  matières. 
L'Auteur  a  tout  fait  pour  que  son  Livre  fût  commode  à  consulter. 


NASSIRUDDIN-EL-TOUSSY.  —  Traité  ni*  quadrilatère,  d'après  un  manu- 
scrit tiré  do  la  Bibliothèque  de  S.  A.  Edhem  Pacha,  ancien  Grand-Vizir, 
traduit  par  Alexandre  pacha  Caratheodory,  ancien  Ministre  des  Affaires 
étrangères.  214  pages  in-8"  do  texte  français,  187  pages  do  texte  arabo. 
Constantinople,  typographie  et  litho.eraphio  Osmanié,  1891.  (A  Paris,  chez 
Gauthier-Villars  et  fils.) 

Nasir  Eddin,  de  Thous  dans  le  Rhorassan,  qui  vécut  de  1201  à 
I  274?  ^st  bien  connu,  dans  Thistoire  de  l'Astronomie,  comme  au- 
teur des  Tables  iskhaniennes,  dans  celle  de  la  Géométrie,  comme 
ajant  donné  d'Euclide  une  édition  dont  le  texte  arabe  a  été  im- 
primé à  Rome  en  1094.  Le  Traité  du  quadrilatère,  dont  une 
traduction  en  français  vient  de  paraître,  a  été  trouvé  dans  un 
manuscrit  qui  ne  porte  point  le  nom  de  Tautenr,  mais  où  il  est 
dit,  d'une  part,  que  TOuvrage  fut  achevé  à  une  date  de  l'hégire 
correspondant  au  22  mars  1261;  d'un  autre  côté,  qu'il  avait  d'abord 
été  composé  en  persan,  mais  que  Fauteur  lui-même  le  traduisit  en 
arabe.  Comme  à  celte  époque  on  ne  connaît  aucun  mathématicien 
persan  autre  que  Nasir  Eddin  auquel  on  puisse  attribuer  un  Traité 
aussi  important  que  celui  du  quadrilatère,  il  n'j  a  évidemment  pas 
a  le  lui  contester  (*). 

L'intérêt  qu'offre  cet  Ouvrage  est  considérable;  en  réalité,  c'est 


(•)  Le  manuscrit  a  été  (^cril  quelques  années  après  sa  inori. 
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un  riiiilt*  (le  Tri^^onomélrie  el  il  nous  révèle  jusqu'à  quel  point  les 
Arabes  avaient  développé  celle  branche  de  la  Malbémalique.  11  nous 
permel  d'embrasser  dans  son  ensemble  comme  dans  ses  détails  la 
Iransformalion  qui  subsliluaaux  procédés  des  Grecs  une  méthode 
tout  à  fait  analogue  à  celle  dont  nous  nous  servons  aujoiirdljui. 
A  la  vérité,  les  mathématiciens  de  l'Occident,  au  moyen  âge  et  à 
la  renaissance,  n'ont  emprunté  aux  Arabes,  en  ce  qui  concerne  la 
Trigonométrie,  que  des  connaissances  bien  inférieures  à  celle  dont 
fait  preuve  Nasir  Eddin;  mais  s'ils  ont  dû  réinventer  pour  leur 
compte  ce  <|ue  les  Arabes  orientaux  avaient  déjà  trouvé,  il  n'en 
sera  que  plus  intéressant  de  comparer  les  voies  suivies  de  part  et 
d'autre  et  l'on  pourra  d'ailleurs  trouver,  dans  Fauteur  arabe,  des 
procédés  d'exposition  qui  ne  sont  nullement  à  dédaigner. 

Le  quadrilatère  qui  donne  son  nom  au  Traité  est  le  quadrila- 
tère complet  formé  sur  la  surface  de  la  sphère  par  un  triangle 
sphérique  et  un  arc  de  grand  cercle  transversal.  On  sait  que,  dans 
un  tel  quadrilatère,  le  produit  des  sinus  de  trois  segments  non 
adjacents  est  égal  au  produit  des  sinus  des  trois  autres. 

Cette  propriété  fondamentale  est  la  seule  qui  se  trouve  appliquée 
dans  les  Ouvrages  mathématiques  des  Grecs  (en  particulier  dans 
l'Almageste)  pour  la  solution  des  problèmes  trigonométriques  qui 
se  posaient  en  Astronomie.  Elle  se  trouve  d'ailleurs  énoncée  par 
Ptt)lémée  (et  avant  lui  par  Ménélaos)  sous  une  forme  quelque  peu 
différente,  notamment  en  ce  que  les  Grecs,  au  lieu  de  Tables  de 
sinus,  se  servaient  de  Tables  de  cordes  des  arcs. 

Malgré  l'apparence,  le  mot  trigonométrie  n'est  de  fait  nullement 
grec,  et  les  anciens  en  réalité  ne  se  posaient  aucunement  le  pro- 
blème de  la  résolution  des  triangles.  Us  ne  se  servaient  en  tous  cas 
des  ethnies  des  arcs  qu'en  Astronomie,  c'est-à-dire  à  peu  près 
evelusivement  pour  calculer  des  arcs  sur  la  sphère;  mais,  au  lieu 
de  ehereher  comme  nous  à  rattacher  ces  arcs  à  des  triangles  dont 
trois  é'Iémeuts  sont  connus,  ils  les  rattachaient  à  des  quadrilatères 
eomplels  dont  einij  éléments  fussent  déterminés  (*). 


(«)  Si,  p;ir  o\«*inpl('.  pour  un  triangle  spliéri<ïuo  ABC,  rectangle  en  A,  on  trace 
r('(|Uiil('ur  rorrc^pondant  au  pùlo  B,  cl  ({u'on  prolonge  les  trois  côtés  du  triangle 
ju*«i|u'à  la  ivnrontir  \W  cet  cquutour,  on  forme  ainsi  des  quadrilatères  complets 
pour  {«"^iiucls  les  rt'lalion<i  cuire  «^ix  scgincnls  correspondent  à  des  formules  de  rê- 
Hiijuliou  (tu  lrian::lc. 


I 

J 
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C'est  dans  cet  étal  que  les  Arabes  trouvèrent  la  Science,  sauf  que 
les  Hindous  qui  la  leur  transmirent  les  premiers,  eniplovaient  le 
sinus  au  lieu  de  la  corde  (*).  Depuis  l'invention  (probablement 
due  à  Apollonius  de  Perge),  il  n'y  avait  eu  aucun  progrès  décisif. 

Aboul-Wéfa  (939-998)  fut  le  premier  (jui  constitua  la  théorie 
des  tangentes  (^),  qu'il  appela  ombres  premières,  et  des  cotan- 
gentes  [ombres  secondes). 

Mais  Dschabir-ibn-Aflah  (Geber)  de  Séville,  au  xT  sit  de,  dont 
les  livres  d' Astronomie,  traduits  au  xii®  siècle  par  Gérard  de  Cré- 
mone, vulgarisèrent  dans  l'Occident  les  procédés  arabes,  semble 
ignorer  les  travaux  d'Aboul-Wéfa  ;  il  montre  une  grande  habileté 
dans  le  maniement  des  équations,  démontre  directement  diverses 
formules  pour  les  triangles  rectangles,  sait  enfin  déterminer  un 
angle  par  son  cosinus;  mais  c'est  là  le  seul  progrès  considérable 
qui  semble  réalisé  depuis  Ptolémce. 

'    Pour  les  triangles  quelconques,  Albatâni  (mort  en  9-^9)  connais- 
sait déjà  la  formule 

cosa  =  cosb  cosc  h-  sin^  sine  cos  A. 

Voilà  à  peu  près  tout  ce  que  Ton  savait  sur  les  travaux  des  Arabes, 
avant  la  traduction  du  Traité  du  quadrilatère  de  Nasir  Eddin. 

Dans  ce  Traité,  la  résolution  des  triangles  quelconques  est  nette- 
ment posée  comme  but  de  l'Ouvrage,  dont  elle  forme  le  Livre  V. 
Nasir  Eddin  nous  apprend  comment,  pour  établir  la  théorie  de  cette 
résolution,  ses  précurseurs  avaient  cherché  à  substituer  au  quadri- 
latère de  Ptolémée  une  autre  figure  fondamentale  plus  simple.  Or 
il  s'en  trouvait  déjà  une  dans  l'Almageste  (et  même  chez  Ménélas) 
laquelle  n'est  qu'un  cas  particulier,  le  plus  fréquemment  employé 
par  Ptolémée,  du  quadrilatère  complet.  En  la  simplifiant,  on  la  ra- 
mène à  un  groupe  de  deux  triangles  ABC,  A'  BC  rectangles  en  A  et 
A' et  ayant  en  B  un  angle  commun.  Cette  figure,  que  nous  retrou- 


(»)  La  sul>stitution  du  sinus  aux  conic-i  éiail  Icllnnirnl  indiquée  qu'elle  a  pro- 
bablement été  faite  par  les  Grecs  alexandrins  de  l'I^role  rivale  d'Hipparquc,  à  (jui 
les  Hindous  ont  emprunté  leurs  connaissances  astronomiques. 

(')  Copendanl  déjà  considérée  avant  lui  par  Aibalàni  cl  il)n-V(»unis. 
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vons  dansGeber,  el  que  Nasir  Eddin  appelle  supplémentaire {^)^ 
aurait  été  considérée  en  premier  lieu  par  Thabît-ben-Korrah  (836- 
901);  ridée  de  s'en  tenir  à  cette  figure  pour  établir  la  théorie 
générale  aurait  été  développée  par  Abou-Nasr-Mansour,  le  com- 
mentateur de  Ménélas,  dans  son  Aimageste  royal.  Cette  figure 
donne,  pour  les  triangles  rectangles  ABC,  A'BC,  la  relation  fonda- 
mentale 

sina        sina' 

sin6  ""  %\ïïb' 

et  on  en  déduit  aisément,  pour  un  triangle  quelconque,  la  formule 

sina        <(inA 
sin6  ~~  sinB 

dont  la  priorité  serait  d^ailleurs  disputée  à  Abou-Nasr  par  Aboul- 
VVéfa  el  Alhodjendi  (vers  992). 

D^autre  part,  par  une  construction  spéciale  sur  la  figure  supplé- 
mentaire, Aboul-Wéfa  aurait  inventé  une  figure  dite  omftrée  (c'est- 
à-dire  des  tangentes)  donnant,  pour  les  triangles  rectangles  précités 
ABC,  A'BC,  la  relation  fondamentale 

taDg6        tan^6' 
sine  sine' 

Au  moven  de  ces  deux  (igures,  Nasir  Eddin  établit  toutes  nos 
formules  modernes  pour  les  triangles  rectangles;  quant  aux  tri- 
angles quelconques,  il  enseigne  à  les  résoudre,  soit  en  les  divi- 
sant en  deux  triangles  rectangles,  soit  en  les  complétant  par  la 
figure  supplémentaire  (*)  et  en  appliquant  à  celle-ci  la  formule 
d'Abou-Nasr  ou  celle  d' Aboul-Wéfa.  Dans  le  cas  où  l'on  connaît  les 
trois  angles,  il  sait  construire  le  triangle  que  nous  appelons  suppléa- 
méritoire, 

Nasir  Eddin  expose  cette  transformation  de  la  méthode  de  Plo- 
lémée  comme  si  elle  avait  été  amenée  par  la  difficulté  théorique 
de  démontrer,  dans  tous  les  cas  de  figures  possibles,  les  relations 


(')  Pour  marquer  quViie  peut  suppléer  le  quadrilatère  (?)  Le  terme  choisi  par 
le  traducteur  est  peu  iieureux.  en  raison  de  son  sens  technique  spécial. 

{*)  Kn  prolongeant  les  trois  ciHés  jusqu'à  Téquateur  correspondant  à  un  sommet 
pris  pour  p«Mc. 
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que  fournil  un  quadrilatère  complet,  et  de  fait,  après  avoir  con- 
sacré son  premier  Livre  à  montrer  qu'une  même  relation  entre 
6  quantités  peut  prendre  1 8  formes  différentes,  il  énumère  dans  son 
second  Livre  les  diverses  figures  que  peut  prendre  le  quadrilatère 
complet;  leur  nombre  est  de  4^  (qu'on  peut  ramener,  il  est  vrai, 
à  12),  et  les  segments  sont  au  nombre  de  12  qu'on  peut  prendre 
6  par  6  de  toutes  les  manières  possibles.  On  arrive  ainsi  auchifTre 
effrayant  de  3456  cas  et  de  20786  démonstrations,  qui  est  encore 
bien  inférieur  à  celui  que,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  on  pour- 
rail,  dit-il,  fixer  à  497664. 

On  voit  dans  quel  dédale  les  géomètres  arabes  s'étaient  jetés, 
par  recherche  du  raffinement  et  défaut  d'esprit  de  généralisation. 
Mais,  parmi  eux,  il  s'en  était  heureusement  trouvé  qui  avaient  su 
éviter  cette  impasse  et  s'ouvrir  des  voies  nouvelles. 

Ainsi,  dans  le  Livre  III  du  Traité  de  Nasir  Eddin  (*),  nous  trou- 
vons :  i"  une  ihéoriie  très  claire  de  la  résolution  des  triangles  rec- 
lilignes,  fondée  sur  la  pro[)ortionnalité  des  côtés  et  des  sinus  des 
angles  opposés;  cette  théorie  est  mise  en  regard  d'une  autre  dans 
laquelle  on  emploie  les  cordes  au  lieu  des  sinus  et  qui  était,  jusqu'à 
présent,  la  seule  connue,  d'après  Geber,  comme  pratiquée  par  les 
Arabes  ;  a"  des  procédés  pour  déterminer  deux  arcs  dont  on  connaît 
la  somme  ou  la  différence  (plus  petite  qu'une  demi-circonférence) 
€t  le  rapport  des  sinus.  Ces  procédés  qui  doivent  servir  pour  la 
résolution  des  triangles  sphériques  dont  on  connaît  les  trois  côtés, 
sont  encore,  il  est  vrai,  calculés  pour  l'emploi  des  Tables  de  sinus 
seuls  (non  de  tangentes).  On  a,  par  exemple,  d'après  Abou-Nasr, 

sin(a  -h  b) 


sina 


4/sin«(«  4-  ^)  -H  I  cos(a  -+-  6)  -h  ?!^^  J 


1 


Ajoutons  enfin  qu'Albirouni  est  indiqué  comme  ayant  pris  le 
rayon  pour  unité  (^). 

Nous  avons  en  somme,  dans  le  Traité  de  Nasir  Eddin,  un  en- 
semble décisif  de  faits  jusqu'à  présent  inconnus  qui  assurent  aux 


(*)  Le  livre  IV  donne  la  théorie  détaillée  du  quadrilatère  complet. 
(')  A  la  vérité,  en   le  divisant  en   soixante  minutes,  en  conservant,  par  consé- 
quent, Tusage  de  la  numération  sexagésimale^ 
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Arabes  la  priorité  de  découvertes  que  Ton  croyait  avoir  été  réser- 
vées aux  Occidentaux. 

Il  n'est  certainement  plus  permis  de  dire  avec  Hankel  en  par- 
lant de  rinvention  des  tangentes  : 

«  Cet  important  progrès  d'Aboul-Wéfa  a  eu  presque  le  même 
sort  que  sa  découverte  de  la  variation  de  la  Lune.  Il  n*y  a  plus  tard 
qu'un  seul  auteur,  Oloug-Bey,  qui  la  mentionne;  elle  est  restée 
sans  influence  sur  le  développement  ultérieur  de  la  Trigonométrie 
et,  chez  les  Latins,  au  xv'  siècle,  Regiomontanus  dut  encore  une 
fois  inventer  les  tangentes  (*  ). 

A  la  vérité,  la  gloire  de  Regiomontanus  reste  entière,  car  les 
derniers  progrès  réalisés  par  les  Arabes  d'Orient  étaient  bien, 
semble-t-il,  restés  inconnus  à  leurs  frères  d'Occident  et  par  suite 
aux  Latins.  Mais,  si  Regiomontanus  reste  pour  nous  le  véritable 
créateur  de  la  Trigonométrie  moderne,  on  ne  voit  plus  qu'il  ait  en 
rien,  comme  on  le  croyait,  dépassé  les  Arabes  du  xiii*  siècle,  et  il 
est  précisément  curieux  de  retrouver,  dans  ses  procédés  qui 
paraissent  les  plus  originaux,  une  profonde  analogie  avec  les 
méthodes  exposées  par  Nasir  Eddin. 

Je  ne  puis  me  laisser  aller  à  développer  ici  des  rapprochements 
de  ce  genre;  mais  qu'en  terminant  il  me  soit  permis  de  féliciter 
hautement  l'éminent  traducteur  d'avoir  occupé  ses  loisirs  à  faire 
connaître  au  monde  savant  une  œuvre  aussi  intéressante,  et  aussi 
digne  d'être  tirée  d'un  oubli  qui  menaçait  d'être  éternel. 

Paul  Tanner y. 


GALILÉE.  —  Le  Opère  di  Galileo  Gaulei,  cdiziono  nazionalo  sotto  gli  aus- 
picii  di  Sua  Maestà  il  Re  d'Italia.  Volume  I.  Fircnze,  Barbera,  1890,  4*^3  pages 
in-4°. 

Nous  avons  annoncé,  il  y  a  deux  ans  (1890,  pages  ia3  et  suiv.), 
dans  quelles  conditions  était  entreprise,  aux  frais  du  gouverne- 
ment italien,  une  nouvelle  édition  complète  des  CEuvres  de  Ga- 


(»)  Zur  Geschichte  der  Mathematik  in  Alterthum   und  Mitteialter  (p«  98!^ 
Leipzig,  Teuhncr;  187^1). 
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lilée.  Aujourd'hui  deux  Volumes  ont  paru;  la  beauté  typogra- 
phique, la  singulière  correction  du  texte  sont  au-dessus  des  éloges. 
On  ne  pouvait,  certes,  mieux  attendre  du  légitime  orgueil  d'une 
nation  honorant  un  de  ses  fils  les  plus  illustres,  ni,  d'autre  part, 
de  la  scrupuleuse  conscience  et  du  jugement  éclairé  dont  M.  Fa- 
varo  et  ses  savants  collaborateurs  avaient  déjà  donné  tant  d'autres 
preuves. 

Le  premier  Volume,  que  je  me  propose  d'analyser  seul  aujour- 
cl'huiy  comprend  cinq  écrits  différents  sous  les  titres  :  i®  Juve- 
nilia;  2**  Theoremata  circa  cent/ uni  gravitatis  solidoruni; 
3"  La  Bilancetta;  4"  Poslille  ai  libri  de  Sphœra  et  Cylindro 
dl  Archimede;  5'*  De  niotu.  Il  se  termine  par  un  index  des 
noms  propres  cités. 

I.  JuvENiLiA.  —  C'est  un  très  long  écrit  latin  inédit,  publié 
d'après  un  manuscrit  autographe  de  Galilée,  dont  la  date  remonte 
à  i584.  A  cette  époque,  l'illustre  Pisan,  âgé  de  vingt  ans  à  peine, 
était  encore  étudiant  dans  sa  patrie  et  suivait  les  cours  de  Philo- 
sophie et  de  Médecine.  Nous  avons  d'ailleurs  devant  nous,  non  pas 
une  œuvre  précoce,  mais  simplement  une  copie  de  leçons  profes- 
sées à  Pise  par  un  des  maîtres  de  Galilée  (probablement  Francesco 
Biionamici)  sur  les  Livres  du  C/e/d'Arislote,  et  divisées  en  Traités 
sur  le  monde,  le  ciel,  les  changements  de  qualités,  les  éléments 
et  les  qualités  premières.  L'ensemble  est  d'une  remarquable  éru- 
dition et  d'une  dialectique  qui  n'est  nullement  à  dédaigner.  Quel- 
ques mutilations  sont  à  regretter. 

Les  éditeurs  ont  eu  quelque  scrupule  a  admettre,  en  tête  des 
Œuvres  de  Galilée,  un  travail  où  sa  part  personnelle  s'est  tout  au 
plus  bornée  à  des  changements  insignifiants  d'un  texte  qu'il 
avait  sous  les  jeux.  On  ne  peut  que  les  féliciter  du  parti  auquel 
ils  se  sont  arrêtés. 

C'est,  en  tout  cas,  une  excellente  occasion  d'apprécier  rensei- 
gnement scolastique  tel  qu'il  était  alors  donné  en  Italie  et  tel  que 
Galilée  eut  à  le  combattre  plus  tard.  Désormais  nous  ne  le  con- 
naissons guère  que  par  les  sarcasmes  dont  l'ont  couvert  les  adver- 
saires qui  en  ont  triomphé  et  nous  sommes  portés  à  en  exagérer  les 
défauts  incontestables.  Le  vice  capital  en  était  surtout  dans  la 
fausse  conception  du  but  ;  il  rtait  exclusivement  calcuh*  pour  former 
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à  la  discussion  orale,  nullemenl  pour  aboutir  à  quelque  aulre  ré- 
sultat pratique.  De  là,  Tappel  continuel  aux  autorités,  Tignorance 
de  Fusage  qu^on  peut  faire  des  observations  et  des  expériences, 
les  raffinements  inouïs  sur  le  pour  et  le  contre  de  questions  mal 
posées  ou  insolubles.  Mais,  cela  misa  part,  il  faut  reconnaître  que 
cet  enseignement  trempait  singulièrement  les  esprits  au-dessus 
du  médiocre  et  que,  sous  la  condition  de  se  plier  à  des  formes 
convenues,  il  permettait,  en  réalité,  une  très  grande  liberté  d'opi- 
nions et  agitait  sous  toutes  leurs  faces,  à  côté  de  problèmes  plus 
ou  moins  oiseux,  la  plupart  de  ceux  dont  la  solution  fait  la  gloire 
de  Galilée. 

Le  jou'g  d'Arislole,  quoiqu'on  en  ait  dit,  était  une  pure  fiction, 
car  la  dialectique  était  dressée  à  tirer  des  écrits  du  Stagirite  ce 
qu'on  voulait  j  lire.  Le  danger  intellectuel,  c'était  plutôt,  comme 
résultat  du  genre  de  liberté  laissé  à  la  discussion,  un  scepticisme 
qui  se  donnait  d'autant  plus  carrière  dans  les  matières  scientifi- 
ques que,  sur  d'autres  sujets,  il  fallait  respecter  absolument  les 
définitions  des  dogmes  reçus  par  l'Eglise.  Plus  on  étudiera  les 
scolastiques  contre  lesquels  ont  eu  à  lutter  Galilée  et  Descartes, 
plus  l'on  se  convaincra  que  la  difficulté  réelle,  pour  ces  grands 
rénovateurs,  était  de  faire  accepter  un  dogmatisme  rigoureux  à 
des  gens  habitués  à  un  probabilisme  très  large.  Ils  ne  voulurent 
pas  plier  le  mode  de  leur  doctrine  aux  conventions  tradition- 
nelles, ils  prétendirent,  à  l'ancien  enseignement,  en  substituer 
un  nouveau,  aussi  bien  dans  la  forme  que  dans  le  fond.  Voilà  ce 
qui  suscita  contre  eux  une  si  vive  opposition;  voilà  pourquoi  Ga- 
lilée fut  poursuivi  comme  hérétique,  à  propos  de  l'opinion  de  Co- 
pernic, laquelle,  dans  l'écrit  scolastique  qu'il  copiait  à  vingt  ans, 
est  discutée  très  poliment  et  considérée  comme  parfaitement  libre  ; 
et  si  Descartes,  plus  politique  et  dégagé  personnellement  des  co- 
teries universitaires,  échappa  au  même  sort,  ce  ne  fut  certes  pas 
la  faute  des  professeurs  que  ses  théories  troublaient  sur  le  com- 
mode oreiller  du  doute. 

IL  Les  Théorèmes  sur  le  centre  de  gravité  {^9L^e^  180-208), 
composés  en  latin,  ont  été  publiés  par  Galilée  comme  appendice 
à  ses  Discorsi  de  i638.  Il  les  avait  rédigés  à  l'âge  de  vingt  et 
un  ans,  après  deux  ans  d'études  de  Mathématiques;  comme  il  k|^^j| 
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dit,  il  abandonna  celle  matière  après  s'être  vu  devancé  par  Luca 
Va  le  ri  o. 

Dans  ces  théorèmes,  Galilée  détermine,  à  la  façon  des  anciens, 
le  centre  de  gravité  du  cône,  de  la  pyramide  et  du  conoïde  para- 
bolique (paraboloïde  de  révolution),  ainsi  que  de  leurs  troncs. 
Ces  propositions,  certainement  connues  d'Archimède,  avaient  été 
conclues  des  écrits  de  ce  dernier  par  Commandin,  la  démonstration 
ancienne  étant  perdue;  celle  de  Galilée,  qu'il  rédigea  pour  remé- 
dier aux  imperfections  du  travail  de  Commandin,  n'a  évidemment 
qu'un  intérêt  historique,  mais  elle  nous  montre  à  quel  point  le 
jeune  étudiant  de  Pise,  longtemps  insoucieux  des  Mathématiques, 
s'était  en  peu  de  temps  profondément  assimilé  l'esprit  des  mé- 
thodes d'Archimède. 

III.  La  Bilancetta,  qui  est  le  plus  ancien  document  où  Galilée 
ait  montré  son  génie  d'inventions  originales,  est  une  autre  preuve 
notable  des  études  qu'il  consacrait  alors  à  Archimède.  Cet  écrit 
de  six  pages  (2i5-22o),  en  italien,  publié  pour  la  première  fois 
par  Hodierna  (Palerme,  i644)  deux  ans  après  la  mort  de  Galilée, 
fut  composé  vers  i585  et  communiqué  dès  lors  en  manuscrit  par 
l'auteur.  Au  sujet  de  la  légende  relative  à  la  couronne  de  Hiéron, 
Il  s'était  proposé  de  chercher  un  moyen  pratique  de  résoudre  le 
problème,  car  ceux  que  racontent  les  écrivains  anciens  n'ont  cer- 
iainement  pas  été  employés  par  Archimède.  Galilée  combina  à  cet 
effet  sa  balancettc,  qui  est  une  romaine  hydrostatique,  avec  un 
ingénieux  procédé  pour  augmenter  la  sensibilité  de  l'appareil. 

A  ce  petit  écrit,  M.  Favaro  a  ajouté  une  Table  de  pesées,  dans 
l'air  et  dans  l'eau, de  métaux  et  pierres  précieuses,  qu'il  avait  déjà 
publiée  dans  ses  Inedita  Galilœana,  Elle  nous  montre  l'inven- 
teur de  la  balancette  s'en  servant  réellement  pour  des  mesures 
exactes  et  procédant  à  des  recherches  méthodiques  sur  les  den- 
sités. 

IV.  Un  troisième  témoignage  des  études  de  Galilée  sur  Archi- 
mède, à  cette  période  de  sa  vie,  consiste  dans  les  Annotations 
qu'il  écrivit  dans  les  marges  d'un  exemplaire  de  l'édition  de  Baie, 
sur  le  traité  de  la  Sphère  et  du  Cylindre j  et  qui  ont  été  con- 
servées par  une  copie  de  Vinccnzio   Santini.  (^es  Annotations 
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(pages  233-242)  sont  ou  bien  motivées  par  des  fautes  dans  l'édi- 
tion où  elles  ont  pour  but  de  conipléler  quelques  démonstrations  ; 
mais  désormais  il  n'y  aurait  plus  rien  à  en  tirer  pour  la  critique 
ou  l'explication  du  texte  d'Archimède. 

V.  Le  Volume  se  termine  par  un  long  écrit  latin  (pages  a5i- 
419)  qui  en  constitue,  sans  aucun  doute,  la  partie  la  plus  intéres- 
sante, d'autant  qu'il  n'a  pas  été  compris  jusqu'à  présent  dans  les 
éditions  des  Œuvres  de  Gaiiiée.En  fait,  cet  écrit  comprend  trois 
rédactions  successives  (deux  sous  forme  de  Traité,  une  en  dia- 
logue) des  idées  de  l'illustre  Pisan  sur  le  mouvement  vers  iSgo. 
A  cette  date,  il  enseigne  déjà  dans  l'école  où  il  a  étudié;  il  a  déjà 
composé  sur  VAlniageste  des  commentaires  qu'il  se  propose  de 
publier,  mais  qui  sont  entièrement  perdus;  il  a  exécuté  les  célè- 
bres expériences  de  la  tour  de  Pise  et  convaincu  Aristote  d'une 
erreur  de  fait.  Comme  écrivain,  il  est  en  pleine  possession  de  son 
talent;  ce  travail  de  jeunesse  sur  le  mouvement,  qu'il  a  repris  par 
trois  fois,  représente,  sous  chacune  des  rédactions,  un  ensemble 
complet,  sous  une  forme  soignée  el  d'apparence  définitive;  ce- 
pendant Galilée  ne  l'a  jamais  publié  :  il  s'est  contenté,  longtemps 
après,  d'en  tirer  des  morceaux  qu'il  a  textuellement  insérés  dans 
ses  Dialogues  des  nouvelles  Sciences, 

La  récente  publication  de  l'ensemble  de  ce  travail  a  jeté  un  jour 
inattendu  sur  le  développement  des  idées  de  Galilée  el  elle  est  de 
nature  à  changer  entièrement  l'appréciation  de  son  caractère  scien- 
tifique. Où  nous  étions  habitués  à  voir  un  génie  principalement 
porté  aux  expériences,  ajant  de  prime  abord  le  don  de  les  con- 
duire méthodiquement  et  d'en  tirer  des  conclusions  certaines  et 
inattendues,  nous  rencontrons  un  esprit  profondément  méditatif 
qui  combine  le  double  enseignement  qu'il  a  reçu,  procède  par  ar- 
gumentation a  priori,  et  ne  recourt  à  Texpérience  que  pour  trouver 
un  appui  contre  les  opinions  en  vogue.  En  suivant  les  leçons  de 
Buonamici,  il  s'est  imbu  des  doctrines  scolasliques  sur  la  pesan- 
teur; l'étude  d'Archimède  {Des  corps  Jloltanls)  lui  révèle  le  rôle 
du  milieu  déplacé  et  lui  montre  que  la  gravité  peut  aussi  bien 
amener  des  mouvements  de  bas  en  haut  et  de  haut  en  bas.  Voilà 
son  point  de  dé|>art;  il  en  déduit,  contre  Aristote,  (ju'il  n'}  a  pas 
de  corps  légers  absolument  (c'est-à-dire  tendant  nalurellenn»nt  en 
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liaul),  opinion  qui,  au  reste,  avait  été  soutenue  dès  Tantiquité  et 
dans  Fécole  même  du  Stagirile;  mais,  pour  assurer  le  triomphe  de 
celte  opinion,  Galilée  va  élargir  le  champ  de  ses  attaques  contre 
les  doctrines  dominantes;  il  va  critiquer,  Tun  après  l'autre,  tous 
les  points  de  la  théorie  du  mouvement  et  de  la  pesanteur  d'après 
Arislote,  et  il  sera  assez  heureux  pour  frapper  juste  et  à  coups 
décisifs.  Cependant,  à  celle  théorie  qu'il  renverse,  il  en  substitue 
tout  d*abord  une  autre  qui  est  également,  a  priori,  aussi  ingé- 
nieuse et  aussi  fausse;  à  ce  moment,  il  lui  manque  deux  notions 
que  Fantiquité  ne  lui  a  pas  fournies  et  qu'il  n'a  pas  encore  déga- 
gées par  une  réllexion  plus  profonde  :  c'est,  d'une  part,  la  claire 
notion  de  masse  ik  mouvoir,  indépendamment  du  poids  moteur; 
d'un  autre  côté,  Tidée  que  l'accélération  du  mouvement  soit  due  à 
la  continuité  de  l'action.  II  est  donc  arrivé  à  penser  que,  dans  la 
descente  naturelle  des  graves,  le  mouvement  doit  être  uniforme  et 
la  vitesse  proportionnelle  à  la  dillerence  de  densité  du  grave  et  du 
milieu  déplacé.  Mais  le  fait  qu'un  grave  est  maintenu  au  repos 
créerait  un  état  violent  et  le  mobile  ne  pourrait  ])asser  de  la  vi- 
tesse nulle  à  la  vitesse  définitive  que  par  des  degrés  successifs 
franchis  d'autant  plus  rapidement  que   la  difl'érence  de   densité 
avec  le  milieu  serait  plus  faible  :  de  là  l'accélération  observée  dans 
les  premiers  temps  de  la  chute.  Galilée  admet  même  comme  vrai, 
sur  la  foi  d'Averroès,  que,  tout  à  fait  au  début,  le  corps  plus  léger 
tombera  plus  vile  que  le  corps  plus  lourd,  que  ce  n'est  qu'un  peu 
plus  tard  que  ce  dernier  dépassera  le  premier.  C'est  bien  là,  ce  me 
semble,  une  preuve  suffisante  qu'il  n'a  pas  recours  à  Texpérience 
pour  asseoir  les  fondements  de  sa  théorie. 

tn  re\anche,  il  est  déjà  en  possession  de  la  loi  suivant  laquelle 
'^  pesanteur  diminue  sur  un  plan  incliné;  c'est  là  le  point  de  dé- 
part de  ses  recherches  ultérieures  qui  le  conduisirent  à  la  décou- 
verte de  l:i  loi  de  l'accélération,  à  laquelle  il  semble  n'être  arrivé 
4"  en  i6o4,  ainsi  bien  longtemps  après  la  date  des  écrits  dont 
"ous  venons  de  parler 

Il  est  réellement  difficile  de  reconnaître,  tout  compte  fait,  pour- 
quoi la  (rloire  de  cette  découverte  fut  réservée  à  la  renaissance; 
I'     •     •  .  ^  .  . 

^'ïtiquité   avait  eu  son  Copernic  dans  Arislarque  de  Samos;  le 

Siècle  d'Hipparque  était  encore  assez  riche  en  génies  pour  qu'il 
^^^  pu  avoir  son  Galilée.  Le  long  retard  qui,  pendant  dix-huit 
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siècles,  entrava  les  progrès  de  la  Mécanique,  ne  peut  plus  s'expli- 
quer par  le  défaut  de  la  méthode  expérimentale  chez  les  Grecs, 
s'il  est  établi  que  la  découverte  ne  fut  obtenue  que  par  des  raison- 
nements a  priori,  et  que  Texpérience  n'intervint  que  pour  con- 
firmer les  conclusions.  On  ne  peut  certainement  dénier  aux  an- 
ciens toutes  les  capacités  qui  étaient  nécessaires  pour  arriver  au 
même  résultat,  abstraction  faite,  bien  entendu,  de  ce  qui  constitue 
personnellement  un  génie  comme  celui  de  Galilée. 

La  seule  explication  ù  donner  est  peut-être  que  le  problême  des 
mouvements  dus  à  la  pesanteur  n'intéressait  pas  sufiisamment 
les  anciens  au  point  de  vue  pratique  pour  que  son  étude  théorique 
ait  tenté  un  savant  capable  de  le  résoudre.  Au  xvi*'  siècle,  la  ques- 
tion de  la  trajectoire  et  des  mouvements  des  projectiles  de  l'artil- 
lerie avait  acquis,  au  contraire,  une  importance  capitale  dont 
témoigne  notamment  l'essai  malheureux,  mais  néanmoins  très 
intéressant,  de  Nicolo  ïartaglia  dans  sa  Nova  Scientia  de  iSS^. 
On  voit,  dans  les  écrits  de  Galilée  de  iSgo,  que  la  même  question 
le  préoccupe  déjà  aussi  et  que  c'est  elle  qui  le  conduit  à  poser  le 
problême  du  mouvement  des  graves  sur  un  plan  incliné. 

Ces  écrits  sont  suivis,  dans  le  premier  Volume  de  l'Édition  na- 
tionale italienne,  par  de  courts  fragments  et  des  notes  relatives 
au  même  sujet.  J'y  relève  un  lapsus  calami. 

Page  1 16,  1.  16-20,  Galilée  cite  Aristote  {Z^  Divinorum,  parti- 
cula  8)  :  «  tangitenim  circulus  regulam  non  secundum  punctum, 
sed  sicut  dicebat  Pjthagoras  redarguens  geometras.  »  Au  lieu  de 
PythagoraSy  il  faut  lire  Prolagoras,  Ce  passage  d'Aristoie  est, 
d'ailleurs,  Metaph.  H,  Chap.  2,  20.  Paul  Tannerv. 
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SUR  CERTAINES  SURFACES  A  PLAN  DIRECTEUR  ; 

Par  m.  Cil.  BIOCHE. 

Les  surfaces  réglées  à  plan  directeur  peuvent  être  caractérisées 
par  ce  fait  que  l'une  des  séries  de  lignes  asyinptotiques  est  donnée 
par  les  intersections  de  la  surface,  avec  un  plan  qui  se  déplace 
parallèlement  au  plan  directeur.  J'ai  trouvé  (|ue,  pour  certaines 
surfaces  particulières,  l'autre  série  pouvait  être  donnée  aussi  par 
les  intersections  avec  une  surface  de  l'orme  et  de  grandeur  inva- 
riable qui  éprouverait  une  translation,  la  direction  de  cette  transla- 
tion étant  fixe  et  parallèle  à  une  droite  du  plan  directeur.  Cette 
propriété  appartient  à  toutes  les  surfaces  dont  les  génératrices 
font  partie  d'une  congruence  linéaire  singulière,  ayant  sa  directrice 
rejetée  à  l'infini. 

Pour  définir  une  surface  à  plan  directeur,  je  considère  une 
courbe  (e) 

et  par  chaque  point  je  mène  la  parallèle  au  plan  ^  =  o,  qui  est  si- 
tuée dans  le  plan  osculateur.  J'ai  ainsi  une  surface  avant  pour 
asymptotique  la  courbe  c.  Les  autres  asymptotiques  sont  données 
par 


a  o" 


y  =  '^{z)-¥-     . ^ , 

a  étant  une  constante  arbitraire,  et  les  accents  désignant  des  dé- 
rivées prises  par  rapport  à  z.  Si  les  projections  sur  un  des  plans 
de  coordonnées  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  translation, 
les  asjmptotiques  seront  situées  sur  des  cylindres  égaux  et  paral- 
lèles. Or  on  voit  que  si  l'on  a 


-  (^)  = 


const. 
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en  déslgnanl  celle  conslante  par  c^»  les  projeclions  sur  le  plan  des 
xz  sonl  données  par 

ce  qui  mel  en  évidence  la  propriété  énoncée. 

On  peut  intégrer  deux  fois  Téquation  de  condition  et  inter- 
préter le  résultat  obtenu.  On  voit  ainsi  que  les  tangentes  de  la 
courbe  c  appartiennent  à  un  complexe  linéaire  dont  fait  partie  la 
droite  de  Tinfini  du  plan  5  =  0;  et  que,  par  suite,  les  génératrices 
de  la  surface  font  partie  d'une  congruence  linéaire  singulière  a^^ant 
cette  droite  pour  directrice.  D'ailleurs,  on  peut,  en  tenant  compte 
de  cette  équation  de  condition,  reconnaître  que  l'équation  géné- 
rale des  surfaces  en  question  est  de  la  forme 

ay  =^  Tz  -\-F{z)j 

que  j'ai  signalée  {Bulletin  de  la  Soc.  math,  de  France,  XIX, 
p.  lao)  comme  représentant  les  surfaces  dont  les  génératrices  ap- 
partiennent à  une  congruence  singulière  dont  la  directrice  est  à 
l'infini. 

On  peut  trouver  d'autres  surfaces  que  des  cylindres  pour  déter- 
miner les  asymptotiqucs.  En  particulier,  si  l'on  prend  F(>s)=  K>3'" 
ou  F(iî)  =  Ke',  les  lignestasyraplotiques  sonl  situées  sur  des  pa- 
raboloïdcs  égaux  déduits  les  uns  des  autres  par  translation.  Mais 
je  me  borne,  quant  à  présent,  à  ces  exemples  d'une  propriété  qui 
m'a  semblé  assez  curieuse. 
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Edouard  LUCAS.  —  Théorie  des  nombres.  —  Tome  /«'•  ;  Le  calcul  des 
nombres  entiers.  Le  calcul  des  nombres  rationnels.  La  divisibilité  arithmé- 
tique. XXXIV-520  p.  Gr.  in-8°.  Paris,  Ga'uihier-Villars  et  fils;  1891. 

Une  mort  prëmaturée  a  frappé  Éd.  Lucas  dans  toute  la  pléni- 
tude de  son  talent,  trois  mois  à  peine  après  l'impression  de  son 
Volume  Sur  la  théorie  des  nombres.  Il  se  proposait,  pour 
terminer  une  œuvre  méditée  depuis  longtemps,  à^y  ajouter  au 
moins  deux  tomes  d'égale  importance;  malheureusement,  on  ne 
peut  guère  espérer  tirer  de  ses  papiers  plus  que  la  valeur  d'en- 
viron 3oo  pages  qui,  à  la  vérité,  formeront  un  second  volume 
complétant  le  premhcr  sur  les  points  essentiels,  mais  où  l'on  ne 
retrouvera  sans  doute  pas  la  richesse  extraordinaire  des  questions 
traitées  ou  indiquées  à  titre  d^exemples,  qui  caractérise  la  partie 
déjà  parue. 

Ces  exemples,  qui  ne  sont,  la  plupart  du  temps,  que  des  énoncés, 
ou  au  sujet  desquels  l'auteur  s'est  borné  à  un  développement  de 
quelques  lignes,  constituent  un  des  plus  grands  attraits  de  l'œuvre; 
loin  d'être  de  simples  applications  des  théories  exposées,  ils  ou- 
vrent à  chaque  page,  pour  ainsi  dire,  des  perspectives  inattendues 
sur  les  sujets  les  plus  variés.  Puis  la  fenêtre  se  referme  brusque- 
ment, une  autre  s'ouvre  et  le  point  de  vue  a  changé. 

Éd.  Lucas  n'avait  pas  l'esprit  fait  pour  l'ampleur  d'une  exposi- 
tion méthodique  et  complète;  prime-sautier  et  curieux,  c'est  aux 
accidents  de  route  qu'il  s'intéresse  et  il  les  multiplie  à  plaisir;  à 
sa  suite,  on  oublie  aisément  et  bien  volontiers  le  but  vers  lequel 
on  marche  et  le  tracé  général  du  chemin  que  l'on  doit  suivre, 
mais  d'où  l'on  dévie  à  chaque  pas.  Bien  plus,  si  l'on  recherche 
exactement  ce  chemin,  on  s'aperçoit  qu'il  n'est,  le  plus  ordinai- 
rement, que  jalonné,  et  qu'il  faut  une  certaine  attention  pour 
passer  d'un  point  à  l'autre.  C'est  que  l'auteur,  pour  la  théorie 
proprement  dite,  affecte  une  concision  et  une  sobriété  qui  don- 
nent souvent  à  ses  démonstrations  un  tour  singulièrement  élégant, 
miais  qui  obligent  le  lecteur  à  des  efforts  intellectuels  constants, 
Bull,  des  Sciences  mathém,^  2*  série,  t.  \VL  (Juin  1899.)  la 
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même  sur  les  questions  tout  à  fait  classiques.  Celle  sobriëlé  dans 
Texposition,  qui  fait  conlrasle  avec  la  profusion  des  exemples  et 
des  remarques  d'érudilion  historique,  témoigne  incontestable- 
ment en  faveur  de  la  puissance  et  de  Toriginalilé  d^Éd.  Lucas; 
mais  il  me  semble  que,  comme  modèle,  il  vaut  mieux  l'admirer 
que  de  chercher  à  l'imiter. 

Il  a  regretté,  dans  sa  Préface,  de  n'avoir  pu  faire  subir  à  son 
Ouvrage  l'épreuve  d'un  enseignement  public.  On  doit,  je  crois, 
partager  ce  regret.  Les  Chapitres  de  son  Livre  font  l'effet  de  pro- 
grammes de  leçons  composées,  mais  non  faites;  avec  des  maté- 
riaux en  surabondance,  mais  sans  qu'il  j  ait,  entre  les  diverses 
parties,  cet  équilibre  auquel  on  ne  peut  guère  arriver  que  devant 
un  auditoire. 

Ces  remarques,  je  me  hâte  de  le  dire,  ne  portent  que  sur  la 
composition*,  elles  n'enlèvent  rien  au  mérite  d'une  œuvre  que 
l'auteur  avait  le  droit  d'espérer  pouvoir  refondre  dans  une  édition 
ultérieure  et  qui,  telle  qu'elle  est,  est,  au  plus  haut  degré,  instruc- 
tive et  suggestive.  Mais  c'est  avant  tout  un  livre  de  travail  et  il 
est  plus  fait  pour  les  maîtres  que  pour  les  écoliers. 

En  tout  cas,  le  présent  Volume  forme  par  lui-même  un  ensemble 
complet  divisé  en  trois  Livres,  indiqués  dans  le  sous-titre. 

Le  premier  de  ces  Livres  traite  de  l'addition,  de  la  soustraction, 
de  la  multiplication,  de  la  division  et  de  la  classification  des 
entiers;  des  nombres  figurés  et  de  l'analyse  combinatoire.  Il  se 
termine  par  deux  Chapitres,  l'un  sur  la  Géométrie  de  situation, 
l'autre  sur  la  multiplication  algébrique. 

Au  Chapitre  de  l'addition  se  trouve  exposé  le  triangle  arithmé- 
tique de  Pascal  et  ainsi  de  suite  pour  les  suivants;  chaque  notion 
primordiale  se  trouve  accompagnée  de  ses  divers  développements 
immédiats.  Nous  ne  pouvons  que  signaler  cette  méthode  dont 
l'application  systématique  a  conduit  l'auteur  à  nombre  d'heureux 
rapprochements  qu'il  faut  étudier  dans  son  Livre. 

Les  dix  Chapitres  du  second  Livre  sont  consacrés  aux  nombres 
fractionnaires,  au  Calcul  des  probabilités,  à  la  division  algébrique, 
aux  polynômes  dérivés,  au  calcul  symbolique  (particulièrement 
appliqué  aux  permutations  sur  l'échiquier),  à  la  sommation  des 
puissances  numériques  (nombres  de  BernouUi,  de  Genocchi  et 
d'EuIer,  suites  de  Cesaro);  aux  fonctions  symétriques,  aux  déter- 
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minants,  aux  suites  récurrentes  linéaires  et  aux  fonctions  numé- 
riques de  second  ordre,  dont  la  théorie,  comme  on  sait,  appartient 
en  propre  à  l'auteur. 

Le  Livre  III  comprend  six  Chapitres  :  codiviseurs  et  comul- 
tiples  (Éd.  Lucas  emploie  ces  abréviations  commodes  au  lieu  des 
expressions  :  diviseurs  communs  et  multiples  communs);  nom- 
bres premiers;  diviseurs  des  nombres;  indicateur  (terme  de  Cauchy 
pour  désigner  le  nombre  des  entiers  au  plus  égaux  à  n  et  premiers 
à  n);  restes  (résidus);  fractions  continues. 

Onze  additions  concernent  :  la  partition  du  polygone,  le  pro- 
blème des  rencontres  ;  celui  des  ménages  ;  les  nombres  d'Hamilton  ; 
les  réseaux  d'un  quinconce;  la  sommation  des  indicateurs;  les 
permutations  circulaires  avec  répétition^  les  restes  du  triangle 
arithmétique;  les  nombres  de  Clausen  et  de  Staudt;  l'extraction 
des  racines  par  les  moyennes;  et  les  réduites  intermédiaires. 

En  dehors  des  expressions  techniques  spéciales  que  nous  avons 
déjà  signalées.  Éd.  Lucas  propose  et  emploie  celle  de  gaiissien 
de  a  pour  un  module  donné  pour  désigner  le  plus  petit  exposant  g 
qui  rend  aJS  —  i  divisible  par  le  module;  enfin,  avec  M.  Syl- 
vester,  il  appelle  cumulant  le  résultat  de  l'opération  du  symbole 
généralisé  d'Euler  pour  la  théorie  des  fractions  continues. 

Cette  terminologie  ne  peut  qu'être  approuvée;  il  n'en  est  pas 
de  même  de  celle  que  l'auteur  emploie,  au  reste  sans  système  bien 
arrêté,  dans  l'exposition  de  la  théorie  des  nombres  polygones. 
Ainsi,  après  avoir  défini  le  /i**™*^  polygonal  PJ  de  q  côtés  comme 
la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progression  arithmétique 
commençant  à  i  et  de  raison  [q  —  2),  Éd.  Lucas  énonce  le  théo- 
rème : 

Tout  polygonal  est  égal  au  nombre  qui  indique  son  rang, 
augmenté  d'autant  de  fois  le  triangulaire  de  rang  précédent 
qu'il  y  a  d'unités  dans  son  côté  diminué  de  deux. 

C'est  la  transcription  de  la  formule 

FQ               .            .  n(n  —  i) 
J  =  /i-h(gF  — 2)-^-^ -S 

et  il  est  clair  que  far  côté  du  polygone,  Éd.  Lucas  entend  ici. 
comme  dans  le  théorème  analogue  suivant,  le  nombre  q. 
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Or,  dans  la  terminologie  ancienne,  que  l'auteur  conserve  au 
reste  dans  Ténoncé  des  exemples,  le  côté  est  le  nombre  n,  tandis 
que  q  représente  le  nombre  des  angles  (ou  des  côtés).  Cette  ter- 
minologie doit  d'autant  moins  être  modifiée  que  les  polygones 
comprennent  les  carrés,  et  qu'il  est  inadmissible  d'entendre  par 
côté  d'un  carré  le  nombre  4* 

Je  remarque  à  la  page  suivante  (55)  une  autre  inadvertance. 

Exemple  XI»  —  Étant  donné  un  nombre,  trouver  de  combien 
de  manières  il  peut  être  polygonal.  Il  suffit  de  diviser  le  nombre 
donné  par  les  triangulaires  successifs,  en  ne  conservant  que  les 
divisions  dans  lesquelles  le  reste  est  égal  au  triangulaire  du  rang 
précédent. 

Il  faut  lire,  comme  il  ressort  du  théorème  énoncé  ci-dessus,  au 
rang  du  triangulaire  suivant. 

Éd.  Lucas  eut  sans  doute  corrigé  les  lapsus  de  ce  genre  dans 
Y  Errata  de  son  second  Volume.  Il  serait  à  désirer  que  ses  sa- 
vants amis,  qui  ont  assumé  la  tâche  de  publier  ses  manuscrits,  ne 
reculent  pas  devant  celle  de  reviser  soigneusement  le  premier 
Volume,  pour  faire  disparaître  les  quelques  taches  inévitables 
dans  une  œuvre  de  ce  genre. 

D'autre  part,  si  sur  les  sujets  si  variés  qu'il  a  abordés,  Ed.  Lucas 
a  cherché  à  être  complet  dans  l'énumération  des  travaux  impor- 
tants qui  les  concerne,  s'il  a  fait  preuve  à  cet  égard  d'une  singu- 
lière érudition  et  si,  pour  les  recherches  des  contemporains,  son 
œuvre  est  riche  en  indications  précieuses,  ses  informations  histo- 
riques ne  doivent  souvent  être  admises  que  sous  bénéfice  d'inven- 
taire. Mais,  au  lieu  de  me  livrer,  à  cet  égard,  à  des  critiques  de 
détail  trop  faciles,  j'appellerai  l'attention  sur  la  reproduction 
(p.  176-177)  d'un  passage  de  la  Préface  des  cogitata  physicoma- 
thematica  de  Mersenne  (i644)  relatif  aux  nombres  parfaits. 
Il  résulte  de  ce  passage  d'après  Éd.  Lucas,  que  Mersenne  était 
en  possession  d'une  méthode  importante  dans  la  théorie  des 
nombres  premiers,  et  que  cette  méthode  ne  nous  serait  pas 
parvenue. 

Or,  ce  que  possédait  Mersenne  à  ce  sujet,  c'était  uniquement 
l'énoncé  de  propositions  qu'il  a  données  dans  son  Ouvrage  pos- 
térieur Rejlectiones  physicomathematica  de  1647,  et  qui  peu- 
vent se  résumer  comme  suit  : 
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«  Un  nombre  de  la  forme  2"  —  i  est  composé,  toutes  les  fois 
que  n  n'est  pas  de  la  forme  2'"  ib  i  ou  2'"  ±:  3.  » 

Cette  proposition  est  vraie  empiriquement  pour  n  <C  71,  mais 
on  n^en  sait  rien  de  plus. 

Éd.  Lucas  la  connaissait  parfaitement  (je  la  lui  avais  signalée 
il  y  a  quatre  ans);  je  pense  que,  s'il  ne  Ta  pas  insérée  à  la  suite 
du  texte  de  Mersenne  qu'il  a  reproduit,  c'est  qu'il  l'a  réservée 
pour  la  faire  figurer  au  nombre  des  propositions  de  Fermât  qu*il 
a  annoncé  vouloir  commenter  à  la  suite  de  son  Ouvrage.  Mais 
j'estime  qu'à  cet  égard  il  était  dans  l'erreur  et  que  la  proposition 
en  question  n'appartenait  pas  à  Fermât,  mais  bien  à  Frenicle  et 
qu'elle  était,  de  la  part  de  ce  dernier,  une  réplique  à  la  célèbre 
proposition  erronée  du  géomètre  de  Toulouse,  que  les  nombres 
de  la  forme  2*"  +  i  sont  premiers. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  douter  fortement  de  la  vérité  de 
la  proposition  dont  il  s'agit*,  il  n'y  en  a  pas  moins  là  un  problème 
d'autant  plus  irritant  que  les  méthodes  font  défaut  pour  l'aborder 
de  face. 

Quant  à  cette  circonstance  que  Mersenne  ne  reconnaît  pas 
comme  premier  le  nombre  2^*  —  i,  pour  lequel  cette  propriété  a 
été  récemment  établie,  on  peut  ne  pas  l'imputer  à  son  garant  sur 
la  matière,  c'est-à-dire  à  Frenicle,  car  le  Minime  ne  comprenait 
pas  toujours  exactement  les  renseignements  qu'il  se  procurait  et 
les  reproduisait  assez  souvent  avec  des  erreurs  du  genre  de  celle 
qu'il  a  pu  commettre  en  l'occurrence.  Paul  Tannery. 


FINE  (H.).  —  The  nvmbeb-system  of  Algebra  treated  theoretically  and 
HisTORicALLT.  I  vol.  10-8*;  ix-i3i  p.,  1890.  Boston  et  New^-York,  Leach, 
Shewell  et  Sanborn. 

Ce  petit  Livre  comprend  deux  Parties  :  les  soixante-dix-huit 
premières  pages  constituent  un  résumé  concis  des  notions  et  pro- 
positions fondamentales  de  TAnalyse,  qui  part  de  l'idée  de  nombre 
entier,  et  qui  aboutit  à  la  définition,  au  moyen  de  séries  procé- 
dant suivant  les  puissances  entières  et  positives  d'une  variable 
complexe,  des  fonctions  exponentielles  el  circulaires. 
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Le  nombre  entier  positif  est,  pour  M.  Henry-B.  Fine,  le  fonde- 
ment essentiel  de  l'Analyse;  les  nombres  négatifs,  fractionnaires, 
imaginaires,  sont  successivement  introduits  comme  des  symboles 
dont  les  propriétés  résultent  de  la  nécessité  de  conserver  les  pro- 
priétés fondamentales  des  opérations  sur  les  nombres  entiers;  il 
est  certain  que  cette  loi  de  permanence,  comme  l'appelle  l'auteur, 
d'après  Peacock  et  Hankel,  est,  en  effet,  la  raison  de  l'introduction 
de  ces  nombres  et  des  conventions  dont  ils  sont  l'objet;  mais  il 
n'est  pas  sûr  qu'elle  suffise  à  elle  seule,  au  point  de  vue  pédago- 
gique, à  rendre  parfaitement  claire  la  définition  des  nombres  né- 
gatifs, fractionnaires  et  complexes,  le  nombre  entier  étant  seul 
regardé  comme  donné,  et  il  est  à  craindre  qu'une  propriété  for- 
melle imposée  à  un  symbole  ne  suffise  pas  pour  en  éclaircir  la  si- 
gnification. Pour  les  nombres  irrationnels,  l'auteur  adopte  la  défi- 
nition donnée  par  M.  Mézay  et  par  M.  Heine:  Une  digression  sur 
la  représentation  graphique  des  nombres  réels  et  complexes,  faite 
en  vue  de  parvenir  à  une  démonstration  de  l'existence  des  racines 
dans  une  équation  algébrique  entière,  a  peut-être  l'inconvénient 
de  laisser  croire  que  cette  représentation  graphique  est  indispen- 
sable à  l'Analyse;  il  est  juste  de  reconnaître  que  la  commodité  de 
cette  représentation  est  incontestable,  et  que  la  suite  du  livre  de 
M.  Henry-B.  Fine  suffira  au  lecteur  pour  concevoir  comment  on 
aurait  pu  s'en  passer.  L'auteur  développe  ensuite  les  propositions 
indispensables  de  la  théorie  des  séries,  et  parvient  à  la  définition 
de  la  fonction  exponentielle  en  déterminant  les  coefficients  d'une 
série /(:r),  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  X  et  telle  que  l'on  ait 

la  fonction  exponentielle  engendre  ensuite  facilement  les  fonc- 
tions logarithmiques  et  circulaires. 

La  partie  historique  contient  des  renseignements  intéressants 
sur  les  systèmes  de  numération  en  usage  chez  les  peuples  anciens, 
tant  pour  les  nombres  entiers  que  pour  les  fractions,  sur  la  dé- 
couverte des  nombres  irrationnels,  sur  les  origines  de  l'AJgèbre 
et  l'introduction  des  nombres  négatifs  et  imaginaires;  le  dernier 
paragraphe  intitulé  Récognition  of  the purely  symbolic  charac- 
ter  of  yifgebra  est  principalement  consacré  à  mettre  en  lumière 
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les  services  qu'a  rendus  le  mathématicien  anglais  Peacock  (*)  en 
introduisant  le  premier  la  conception  de  l'Algèbre  que  M.  Henry-B. 
Fine  adopte  comme  déûnitive.  J.  T. 


MÉLANGES. 

RÉSUMÉ  DE  QUELQUES  TRAVAUX  SUR  LES  STSTËMES  VARIABLES  DE  FONC- 
TIONS ASSOCIÉS  A  UNE  FORME  DIFFÉRENTIELLE  QUADRATIQUE  ('); 

Par  m.  g.  RICCI, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Padoue. 

i .  Notions  et  définitions  générales  sur  les  systèmes  variables, 
—  Dans  l'Analyse  pure  aussi  bien  que  dans  ses  applications  à  la 
Géométrie,  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique,  il  y  a  souvent  lieu  de 
considérer  des  systèmes  de  fonctions  de  n  variables  Xi^X2^  •  •  • ,  ^/i, 
qui  peuvent  toutes  être  représentées  par  un  symbole  général 
Xri...r,  dans  lequel  on  a  un  cerlain  nombre  d'indices,  qui  peuvent 
tous  prendre  les  n  valeurs  1,  2,  . . .,  /i.  Si  le  nombre  des  indices 
est  m,  nous  aurons  là  ce  que  nous  appellerons  un  système  de  fonc- 
tions à  n  variables  /n"P*"  ou  d'ordre  m  et  les  n'^  fonctions,  dis- 
tinctes ou  non,  dont  il  résulte,  seront  les  éléments  du  système. 
Par  exemple,  nous  aurons  des  systèmes  simples  de  fonctions  à 
trois  variables  en  considérant  les  projections  d'un  vecteur  sur 
trois  axes  coordonnés  ou  les  premières  dérivées  d'une  fonction  de 
trois  variables.  Les  composantes  des  pressions  dans  la  théorie  de 
^élasticité  et  les  coeffîcients  de  la  conduclivité  dans  la  théorie 
analytique  de  la  chaleur  seront  les  éléments  de  deux  systèmes 


(')  Arithmetical  and  symbolical  Algebra  (i83o  et  i845). 

(*)  Sut  parametri  e  gli  invariant  i  délie  forme  quadratiche  differenziali 
(Annalidi  Matematica  para  ed  applicata,  série  II,  t.  XIV). 

Délie  derivazioni  covarianti  e  controvarianti  e  del  loro  uso  nella  Analise 
applicata  {Studi  editi  dalla  Università  di  Padova  a  commemorare  l'ottavo 
Centenario  dalla  origine  délia  Università  di  Bologna,  vol.  III). 

Sopra  certi  sistemi  di  funzioni  {Hendiconti  délia  B.  Accademia  dei  Lincci, 
seduta  del  20  gennaio  1889). 
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doubles,  bien  que,  dans  ces  cas,  le  nombre  des  éléments  distincts 
soit  six  au  lieu  de  neuf.  Les  coefficients  d'une  équation  linéaire  et 
homogène  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  n  variables 
seront  les  éléments  d'un  système  simple  de  fonctions  de  ces  va- 
riables; ceux  d'une  expression  différentielle  quadratique  homo- 
gène seront  les  éléments  d'un  système  double.  Nous  aurons  un 
exemple  d'un  système  m"P^*  à  n  variables  en  considérant  toutes 
les  dérivées  de  l'ordre  m  d'une  fonction  de  ces  variables,  bien 
que  dans  cet  exemple  le  nombre  des  éléments  distincts  soit 
moindre  que  n'".  A  ce  point  de  vue,  une  fonction  de  n  variables 
doit  être  regardée  comme  un  système  à  o  indices  ou  d'ordre  o. 

On  peut  appeler  un  système  de  fonctions  invariable,  lorsqu'il 
résulte  des  mêmes  éléments,  quel  que  soit  le  système  des  variables 
indépendantes;  variable  dans  tout  autre  cas.  En  d'autres  mots, 
si  le  système  est  invariable,  lorsqu'on  change  les  variables  indé- 
pendantes, on  n'a  qu'à  remplacer,  dans  chaque  élément  du  sys- 
tème, les  anciennes  variables  par  leurs  expressions  en  fonction  des 
variables  nouvelles;  si,  au  contraire,  le  système  est  variable,  on 
aura  de  plus  à  exécuter  une  certaine  substitution  sur  les  éléments 
mêmes  du  système.  Il  s'ensuit  que,  pour  définir  complètement 
un  système  de  fonctions,  il  faut  en  donner  les  éléments  pour  un 
système  déterminé,  quelconque  du  reste,  de  variables  indépen- 
dantes et  la  substitution  o-,  identique  ou  non,  qu'on  doit  appliquer 
à  ses  éléments,  lorsqu'on  applique  une  substitution  s  aux  va- 
riables indépendantes.  La  substitution  o*  doit  être  unique  et  dé- 
terminée, lorsque  la  substitution  s  est  donnée,  mais  elle  peut  être 
regardée  comme  tout  à  fait  arbitraire.  Toutefois  elle  sera  le  plus 
souvent  déterminée  par  la  signification  analytique,  géométrique, 
mécanique  ou  physique  des  éléments  du  système,  si  cette  signifi- 
cation se  rapporte  de  quelque  manière  aux  variables  indépen- 
dantes et  si  elle  doit  rester  inaltérée,  quelles  que  soient  ces  va- 
riables. 

Si,  par  exemple,  le  système  résulte  des  premières  dérivées  d'une 
fonction  U  de  /i  variables,  quel  que  soit  le  système  de  ces  variables, 
lorsqu'on  remplace  des  variables  x^,  x^^  ...,  x^  par  des  nou- 
velles variables  y  y ,  y^^  . .  . ,  )„,  il  ne  suffît  pas  de  remplacer  les  x 

par  leurs  expressions  en  lonclion  des   v  dans  -r— >  -î — t  •••>  -=— 
^  '  ^  dx\    dxt  tix 
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mais  il  faut  encore  remplacer  ces  éléments  par  les  éléments  -, —  » 
j — »  •  •  •»  -j —  au  moyen  de  la  substitution 


n 


dyr  ~~  Zàs  dxs  dyr  ' 

De  même,  si  nous  considérons  le  système  simple  qui  a  pour 
éléments  les  coefficients  d\ine  équation 


2 


\{r)    d/^  —  n 
A.       -7 —  O, 


r  "•«  r 


indépendamment  du   choix   des  variables    indépendantes,    nous 
aurons  un  système  variable  d'après  la  substitution 

n 

^s^       dXs 
1 

Ainsi  que  nous  Pavons  déjà  dit,  on  peut  concevoir  des  systèmes 
variables  d'après  des  substitutions  tout  à  fait  quelconques,  mais 
nous  allons  nous  occuper  seulement  de  deux  espèces  de  systèmes 
variables,  dont  on  peut  reconnaître  les  types  dans  les  deux  exem- 
ples que  nous  venons  de  signaler,  et  que  nous  appellerons  respec- 
tivement covariants  et  contrevariants ,  Nous  représenterons  les 
éléments  d'un  système  m"*****  par  une  même  lettre  affectée  de 
m  indices  placés  en  bas  ou  en  haut  selon  que  le  système  sera 
covariant  ou  contrevariant.  Si  X,. ,.  _  ,  Y^  -  >  sont  les  élé- 
ments  d'un  même  système  covariant  selon  que  les  variables  indé- 
pendantes sont  Xy^  x^t  ...,  Xft  ou  j'i,  y2y  •••>  yfn  on  passera 
«  des  uns  aux  autres  par  la  substitution 

.  Y  -V  Y  dxt^  dxs,         dxs„ 

Les  systèmes  conlrevariants  m"P^**  seront,  au  contraire,  variables 


(')  A  moins  que  le  contraire  ne  soit  explicitement  annoncé,  nous  représente- 
rons par  ^SiSi...Sn  les  sommatoires  dans  lesquels  chaque  indice  variable  doit 
prendre  les  n  valeurs  1,  2,  3 n. 
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d'après  la  substitution 

Dans  cette  théorie,  un  système  d'ordre  o,  c'est-à-dire  un  sys- 
tème composé  d'un  seul  élément,  devra  être  regardé  comme  inva- 
riable. Nous  appellerons  invariants  toutes  les  expressions  abso- 
lument invariables  formées  avec  les  éléments  d'un  ou  de  plusieurs 
systèmes  variables  et  les  systèmes  d'ordre  o  seront,  par  consé- 
quent, des  invariants. 

Remarquons,  dès  à  présent,  que  : 

I®  Si  l'on  a  deux  systèmes  covariants  (ou  contrevariants)  du 
même  ordre  m,  par  exemple,  les  systèmes  X^^^^  .,^^,  X^^^^..  ,.^, 
le  système  X^^^^  ^^-t-X^^^^..  ,.^  sera  aussi  covariant  ou  contre- 
variant.  On  pourra  l'appeler  somme  des  deux  systèmes  donnés, 

2°  Si  l'on  a  deux  systèmes  covariants  (ou  contrevariants),  par 
exemple  X^^^^  ^^,  X^^,^  ,  ,  dont  les  ordres  sont  respectivement 
met/?,  le  système  X^^ ^^  ^^ . X,^ ,^  ,  est  lui  aussi  covariant  (ou 
contre  variant)  et  d'ordre  m-\-p.  On  l'appellera  produit  des 
deux  systèmes  donnés. 

Il  importe  et  il  est  aisé  de  reconnaître  que,  si  un  système  va- 
riable peut  être  regardé  comme  somme  ou  comme  produit  d'un 
certain  nombre  de  systèmes,  cela  a  lieu  quel  que  soit  le  système 
des  variables  indépendantes. 

3°  Si  l'on  a  un  système  covariant  d'ordre  m,  X^^^^  ^  et  un 
système  conlrevariant  d'ordre/?  <C  'w,  Y^'"»'"»*"  V,  le  système 

V  Yt'"i /•«...  VX 

est  covariant  et  d'ordre  m — p.  Nous  dirons  qu'il  est  coFnposé  des 
deux  systèmes  donnés,  qu'on  appellera  systèmes  composants. 
Puisque  les  indices  /'i,  r^,  . . .,  />  peuvent  être  choisis  d'une  ma- 
nière quelconque  parmi  ceux  du  système  X^^^^  ^^  et,  après  les 
avoir  choisis,  on  peut  les  permuter  entre  eux  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  les  systèmes  donnés  donneront  lieu,  en  général, 
à  ni{m  —  i). .  .(m  — p  -\-  i)  systèmes  composés  distincts. 
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Si  Ton  ap  =  m  les  systèmes  composés  tels  que 

sont  des  invariants. 

EnBn  sip  est  >  m  les  systèmes  composés 

sont  contrevariants  et  d'ordre />  —  m. 

2.  Z!re5  systèmes  variables  associés  à  une  forme  différent 
tielle  quadratique.  Dérivations  covariante  et  contrevariante 
selon  cette  forme. 

Dans  ce  qui  va  suivre  nous  allons  associer  les  systèmes  variables 
de  fonctions  de  n  variables  indépendantes  à  une  expression  homo- 
gène et  du  deuxième  degré  par  rapport  aux  différentielles  de  ces 
variables.  Nous  représenterons  par 

cette  expression,  qu'on  pourra  appeler  une  forme  différentielle 
quadratique  à  n  variables,  et  nous  supposerons  qu'elle  soit  irré- 
ductible,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas  une  forme  différentielle 
quadratique  à  m  variables  j^i,  ^'2?  ...,  J'm> '''étant  moindre  que /?, 
qui  devienne  identique  à  o,  en  substituant  à  j^j,  j'a,  . ..,  y  m  cer- 
taines fonctions  de  a?!,  ^2,  ...,  Xn-  Gomme  je  l'ai  démontré  (*), 
pour  que  la  forme  cp  soit  irréductible,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  son  discriminant,  que  nous  indiquerons  par  a,  ne  soit  pas 
nul. 

Les  coefficients  ars  de  la  forme  o,  que  nous  appellerons  forme 
fondamentale  y  sont  les  éléments  d'un  système  double  covariant 
el  symétrique,  c'est-à-dire  tel  que  ses  éléments  correspondant  à 
des  différentes  permutations  des  mêmes  indices  sont  identiques. 
Au  contraire,  si  l'on  désigne  par  a^'**^  les  coefficients  des  éléments 
ars  en  a  divisés  par  a,  les  a^'*^^  sont  les  éléments  d'un  système 
double  contrevariant  et  symétrique. 


(*)  Ricci,  Principi  di  una  teoria  délie  forme  differenziali  quadratiche 
{Annali  di  Malematica  pura  ed  appUcata^  ?erie  II,  t.  Xll). 
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ATaide  d'une  forme  fondamentale  o  on  peut  tirer  de  tout  sys- 
tème co  variant  X„-_«  un  système  contrevariant  de  même  ordre 
en  posant 

De  même  on  peut  tirer  de  tout  système  contrevariant  X^^»^«  ••^»^ 
un  système  covariant  de  même  ordre,  en  posant 

La  résolution  des  équations  (A)  par  rapport  aux  éléments 
^PtPf'Pm  ^"  système  covariant  donne  comme  résultat  les  (B),  de 
manière  qu'en  partant  de  ce  dernier  système  pour  en  tirer  un 
système  contrevariant  à  l'aide  de  la  forme  cp,  on  retomberait  sur  le 
système    X^^»^«*"^'»\  Nous   appellerons   deux   systèmes  tels  que 

^PiPt"Pm  ^^  X^^»^«'*^'»^  réciproques  par  rapport  à  la  forme  cp, 
et  nous  signifierons  cela  en  écrivant 

Les  identités 
nous  disent  donc  que 

Puisque  nous  nous  rapporterons  toujours  à  une  même  forme 
fondamentale  cp,  pour  désigner  les  éléments  du  système  réciproque 
par  rapport  à  cette  forme  d'un  système  donné,  covariant  ou  contre- 
variant, il  nous  suffira  de  porter  du  bas  en  haut  ou  du  haut  en  bas 
les  indices  dans  les  symboles,  qui  représentent  les  éléments  de  ce 
dernier  système. 

Dans  ce  qui  suit,  si  j^i,  X2,  . . .,  Xn\  J^i,  y 21  •  •  m  yn  sont  deux 
systèmes  de  variables  indépendantes,  qu'on  peut  remplacer  les 
unes  par  les  autres,  nous  représenterons  par  les  symboles  arj/*^"', 
yitu...)  jgg  dérivées  d'un  ordre  quelconque  de  la  variable  Xr  par 
rapport  à  yp^  y^y  ...   et  respectivement  de  la  variable  ys  par 

rapport  à  Xt^,  Xui   De   plus,   en   indiquant    par    X^^^.^.   ,.^, 

Y^'*!'"""'*»^  respectivement  les  éléments  d'un  système  covariant 
ou  contrevariant,  lorsqu'on  considère  comme  variables  indépen- 
dantes les  X,  nous  indiquerons  par  (X,.^,..     ,.^),  (Y^'"»'*'"  •'^'"^)  les 
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éléments  des  mêmes  systèmes  après  la  substitution  des  variables  x 
par  les  j^.  En  général,  il  sera  entendu  que,  si  l'on  fait  usage  d'une 
certaine  notation  lorsqu'on  considère  les  x  comme  variables  indé- 
pendantes, pour  en  tirer  la  notation  valable  après  la  substitution 
des  y^  il  suffira  de  renfermer  les  symboles  entre  des  parenthèses. 

Il  est  utile  de  rappeler  ici  quelques  propriétés  des  formes  diffé- 
rentielles quadratiques  irréductibles  et  la  méthode  par  laquelle 
on  peut  les  établir. 

En  considérant  le  système  des  coefficients  de  la  forme  différen- 
tielle f ,  on  a  les  formules 

et  l'on  en  tire 
Posons 

dart  dcist  dcLrs 

'         dXi        dXf        dxt 
et  nous  aurons  les  équations 

dont  le  nombre  est  — •  et  qui  résolues  par  rapport  aux  x^^^"^ 

nous  donneront 

En  dérivant  les  (i)  par  rapport  à  yi  et  en  ayant  recours  de 
nouveau  à  ces  équatipns,  on  en  tire 

<^)     <         =  Y.rUa{^-^-^Hka^^^'ars.Hata.^X^r^'s^'^^^^ 
Y.tX\^^{^rartX'?'f^^-\-'Lr,art,t{x^?'0l^P^''¥X^?'^X^f^^ 


dont,  en  posant 

(3)       art, su  =  -^ ^ h  SAAa('^A'(rtrM,/« «*/,*  —  ««, A «/«,*); 
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on  lire  enfin 

Le  système  art^su  est  donc  un  système  quadruple  covariant,  et 
Ton  sait  que,  pour  que  la  forme  cp  soit  la  transformée  d^une  forme 
à  coefficients  constants  (et  je  dis  alors  qu'elle  est  de  classe  zéro)  il 
est  pécessaire  et  il  suffit  que  ce  système  soit  identiquement  nul. 

Les  éléments  art^su  sont  liés  entre  eux  par  des  relations  linéaires, 

qui  réduisent  à  — le  nombre  de  ceux  qui  sont  linéaire- 
ment indépendants. 

En  particulier,  si  l'on  a  /i  =  2,  on  a  à  considérer  seulement 

l'élément  ai2,\%  et  le  rapport  "'*-  est  un  invariant  qu'on  peut  ap- 
peler «ni^ar/an/  de  Gauss  et  qui  représente  la  courbure  totale  des 
surfaces,  dont  l'élément  linéaire  peut  être  représenté  parla  racine 
carrée  de  la  forme  cp. 

Si  l'on  a  /i  =  3,  le  système  covariant  quadruple  que  nous  con- 
sidérons peut  être  remplacé  par  un  système  double  contrevariant 
et  symétrique.  Dans  ce  cas,  en  effet,  le  nombre  des  éléments  art^swt 
qui  ne  sont  pas  liés  par  des  relations  linéaires,  est  égal  à  six.  Si 
nous  convenons  de  regarder  comme  identiques  les  indices  congrus 
par  rapport  à  3,  on  peut  les  obtenir  tous  en  donnant  à  r  et  à  5  les 
valeurs  i,  2,  3  dans  l'expression  générale  ar+ir+2,*+ix+2  et  il  est 
aisé  de  se  convaincre  que  le  système  double  et  symétrique 

est  contrevariant. 

Soit  X^^^j_^^  un  système  covariant  quelconque.  Nous  aurons 
les  formules 

Si  on  les  dérive  par  rapport  à  j^^^^^  si  l'on  fait  usage  des  équa- 
tions (1')  pour  éliminer  les  dérivées  du  second  ordre  des  x  par 
rapport  aux  y,  et  que  l'on  pose 
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On  parvient  aux  équations 

Nous  pouvons  donc,  à  l'aide  de  la  forme  fondamentale,  tirer  de 
tout  système  covariant  d'ordre  m  un  nouveau  système  de  même 
nature  d'ordre  m  H-  i ,  et  cela  par  des  opérations  exécutées  sur  les 
éléments  du  système  donné,  et  dont  nous  pourrons  considérer 
l'ensemble  comme  une  opération  exécutée  sur  le  système  même. 
Nous  appellerons  cette  opération,  qui  est  définie  par  les  formules 
(a),  dérivation  covariante  selon  la  forme  <p,  et  le  système 
^r,r,...r«4.,  Système  dérivé  du  système  X^^^^.  ,,^  selon  la  même 
forme. 

D'une  manière  analogue,  si  l'on  a  un  système  contrevariant 
-jj^(r,r,...rj^  si  l'on  dérive  les  équations 

par  rapport  kyrj  et  si  l'on  a  recours  aux  formules 

et  à  celles  qu'on  tire  des  (i')  en  échangeant  les  variables  x  avec 
les  y  et  conséquemment  les  coefficients  Ors  avec  les  {ars)  . . .,  en 
posant 

on  parvient  aux  équations 

Par  l'opération  (^)  on  peut  donc,  à  l'aide  de  la  forme  fonda- 
mentale, tirer  de  tout  système  contrevariant  d'ordre  m  un  système 
de  même  nature  d'ordre  m  -h  i .  Nous  appellerons  cette  opération 
dérivation  contrevariante  selon  la  forme  'f ,  et  le  système 
^(r,r,...r,^,)  système  dérivé  du  système  X^''»''»**''*^  selon  la  même 
forme. 

Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  un  système  d'ordre  o,  c'est- 
à-dire  un  système  résultant  d'une  seule  fonction  X,  est  un  inva- 
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variant,  el,  par  suile,  on  peut  le  regarder  comme  un  trait  d^union 
entre  les  systèmes  covariants  et,  les  systèmes  contrevariants.  A 
l'aide  de  la  forme  fondamentale  il  est,  en  effet,  possible  d'en  tirer 
aussi  bien  un  système  simple  covariant  X^  en  posant 

X  =— , 

dXr 

et  un  système  simple  conlrevariant  X^'*^  en  posant 

et  ces  formules,  qui  se  rapportent  au  cas  où  l'on  a  m=:o,  peuvent 
être  regardées  comme  des  cas  particuliers  respectivement  des  (a) 
et  des  O). 

Comme  par  la  dérivation  covariante  selon  ç  nous  avons  tiré  du 
système  m«P*«  X^,^,..  ,.^  le  système  (m  +  i^*  X^.r,...r„^.,  on 
peut  de  même  tirer  de  ce  dernier  système  un  système  (m  -|-2)"p** 
^r^r^...rn^^  au  moycu  dc  la  dérivation  covariante  selon  la  même 
forme  <p  ou  selon  une  autre  forme  différentielle  quadratique  irré- 
ductible à  n  variables. 'En  général,  p  dérivations  covariantes  suc- 
cessives respectivement  selon  les  formes  o,  A,  . . .,  -j^  nous  con- 
duiront d'un  système  /n"P^®  covariant  à  un  système  de  même  nature 
d'ordre  m  -+-/?.  Nous  écrirons 

pour  exprimer  que  le  système  X^^^^  ,.^^  a  été  tiré  du  système 
X^^^^  ^^  de  la  manière  indiquée.  Avec  une  notation  analogue 
nous  écrirons 

X' '■i '•»•••'■•»•  V=  D<?4'  —  '^^(X^''' ''«••• ''•»'), 

pour  exprimer  que  le  système  X^''» ''«  * ''"•^  a  élé  tiré  du  système 
^^'^i'^x'"^m)  par/?  dérivations  contrevariantes  successives  exécutées 
respectivement  selon  'f ,  ^,  . . .,  y^. 

En  appliquant  l'opération  (a)  au  système  des  coefficients  de  la 
forme  fondamentale,  on  trouve  que  les  éléments  du  système  dérivé 
sont  identiquement  nuls.  On  peut  donc  conclure  que  : 

Le  système  dérivé  selon  une  forme  fondamentale  du  système 
des  coefficients  de  cette  forme  est  nul. 
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Des  formules  (a)  il  est  aussi  aisé  de  conclure  que  : 

Le  système  dérUé  selon  une  forme  fondamentale  de  la 
somme  de  plusieurs  systèmes  est  é^al  à  la  somme  des  systèmes 
déris'és. 

Si  Ton  a 

\  —Y  7 

OD  a  aussi  diaprés  les  (a) 

En  généralisant  d'une  manière  connue  ce  résultat,  on  a  pour  la  dé- 
rivation des  produits  de  systèmes  une  règle  tout  à  fait  analogue  à 
celle  qui  régit  la  dérivation  des  produits  de  fonctions.  D'après 
celle  règle, 

Pour  dériver  selon  une  forme  fondamentale  quelconque  un 
système  co^'ariant  produit  de  plusieurs  systèmes^  on  n'a  qu^à 
dériver  successivement  selon  la  même  forme  chacun  des 
systèmes  facteurs  sans  dériver  les  autres  et  à  ajouter  ensuite 
tes  résultats. 

Considérons  à  présent  un  système  covarianl  tel  que 

V,.,  /.,...  r^^  —   -.V,  f ,  . . .  Xj,  *»  '       »  J,  .»i  . . . .»;,  /•,  /j  . . .  /«p 

composé  de  deux  systèmes.  L^application  de  la  dérivation  cova- 
riante  selon  une  forme  fondamentale  '^  et  la  substitution  des  dé- 
rivées des  éléments  des  systèmes  conq)osants  par  leurs  expressions 
en  fonction  des  éléments  de  leurs  systèmes  dérivés  nous  conduira 
immédiatement  au  résultat  suivant  : 

Si  Von  a  un  système  cova riant  composé 

et,  ^  =  ^  ars  dxr  dxs  étan  t  une  forme  fondamentale  quelconque, 
on  pose 

Bull,  des  Sciences  mathe'm.y  2'  série,  t.  XVI.  (Juin  1892.)  i3 


m-m 
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on  a 

En  supposant  m  =  o  le  système  X,.^^^.;,^  considéré  cî-dessus 
se  réduit  à  un  invariant 

et,  en  désignant  par  X^  les  dérivées  de  X  par  rapport  aux  variables 
indépendantes,  on  a  comme  corollaire  la  formule 

V  7(f,f,...ï„) Y  _u  V  Y^**a"-V7 

Un  système  covariant  X^^,.^.  ^.^  peut  être  regardé  comme  com- 
posé de  son  système  réciproque  par  rapport  à  la  forme  fondamen- 

lale  <p  et  du  système  d'ordre  a  m,  '^j.r.^i.r, ^sm^m'i  Produit  de  m 

systèmes  tous  idenliques  avec  le  système  des  coefficients  de  ç.  Le 
système  dérivé  de  ce  dernier  selon  ©  est  donc  identiquement  nul 
et  la  proposition  précédente  nous  permet  encore  de  conclure 
que  : 

Les  systèmes  dérivés  de  deux  systèmes  réciproques  par  rap- 
port à  une  forme  fondamentale  '^  selon  cette  forme  sont  eux 
aussi  réciproques  par  rapport  à  '^. 

Ce  théorème  est  très  important  parce  qu'il  nous  permettra  de 
borner  nos  considérations  aux  dérivations  covariantes  et  de  dé- 
duire de  tout  théorème  relatif  aux  systèmes  variables  un  théorème 
réciproque  en  échangeant  entre  eux  les  mots  covariant  et  co/i- 
trevariant  et  les  symboles  correspondants.  Nous  laisserons  à  ceux 
qui  voudront  porter  leur  attention  sur  cette  théorie  le  soin  d'é- 
noncer et  de  démontrer  les  théorèmes  réciproques  de  ceux  que 
nous  venons  de  démontrer  et  de  ceux  qui  vont  suivre. 

Un  système  X,.^^^  ^^^^  et  une  forme  fondamentale  y  étant 
donnés,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence 
d'un  système  X,.^^^    ^^  tel  que  Ton  ait 

sont  une  seule  et  même  chose  avec  les  conditions  d'inlégrabilité 
du  système  (a),  dans  lequel  les  fonctions  X,.  ,.^    ^^  sont  les  in- 
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connues.  Or  les  équations  (a)  dérivées  par  rapport  a  JC,.^^^  nous 
donnent 


m 


1 
//i 


1 
/w 


En  ayant  recours  aux  identités 


,     ,    dan,  V  da^ni^ 


des  formules  (a)  on  tire  aussi 


»Xr,  ...  rt-,sriu,  ...  r 


Y 

^^r,  . . .  r/_ ,  v//^,  ...r„  r„, ,. 


7>7 


1 


m 


\pq  ^h 


A  l'aide  de  ces  équations  en  posant 


t)»  (  X/-,  /-,...  /  ,„  +  ,  )  ^^  '^/'i  /  ,  . . .  r,^  . ,  » 
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on  parvient  aux  formules 

m 

Ida 


2„-""2,(-îîïf -2„— .'-■'"•-.  .;^'. 


1 
m 


I 

dans  los(]uellc$  j'ai  désigné  par  IS^/  une  somme,  qui  doit  coi». 
pi't^ndrt*  tous  les  termes  4|ue  l'on  peut  tirer  du  terme  général  en  v 
renipUv'ant  hl  pur  toutes  les  combinaisons  simples  deux  à  deux 
dt»s  nombres  i ,  j,  3,  . , . ,  m. 

Vax  souslru\ant  de  lu  formule  précédente  celle  qu'on  en  tireeo 
t'cliAii^eunl  entre  eux  les  indices  r;w+i>  ^/w+a?  on  parvient  enfin 
4u\  formules 

Y  Y 

\  « 

>  ^.  V       r  •)  "V^  Y 

rjt  l 

i'ouuuo  nous  Taxons  déjà  remarqué,  si  L  est  un  invananl  el 
uuo  tVrtuo  tondamenlale,  et  si  Ton  pose 


Ir- 


iij'r 

\  \\  pv^>anl 
v»u  ,4  .a»NM,  vl\4piv>>  lo<  »  x\ 


r 
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Ces  formules  peuvent  c^tre  regardées  comme  un  cas  particulier 
des  (y)  pour  ni  =  o. 

Si  la  forme  fondamentale  est  de  classe  o,  les  seconds  membres 
des  (y)  disparaissent  et  Ton  a  les  formules 

Donc,  un  système  X,.  „.     ,.  ^       étant  donné,  et  o  étant  une 
orme  fondamentale  de  classe  o,  pour  qu'il  existe  un  système 
-^''t'-t  ■'•-.  '<^' 7''^  l'^on  ait 

<°n  posant 

^l  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  éléments  du  système 
■^r, /•4...r^*.,  soient  symétriques  par  rapport  aux  deux  derniers 
dndices. 

3.  Les  invariants  d\ine  forme  fondamentale  et  des  systèmes 
€issociés.  —  Le  problème  de  déterminer  toutes  les  expressions 
indépendantes  absolument  invariables,  qu'on  peut  former  avec  les 
coefficients   d'une   forme  différentielle  quadratique  irréductible 
à  n  variables,  avec  leurs  dérivées  et  avec  les  dérivées  d'une  ou  de 
plusieurs  fonctions  de  ces  variables  jusqu'à  un  ordre  donné,  n'a 
jamais  été  abordé,  et  la  méthode  dont  Jacobi  a  fait  usage  le  pre- 
mier et  que  M.  Beltrami  a  si  savamment  généralisée  pour  démon- 
trer l'invariabilité  de  l'expression  A^U  est  indirecte  et  ne  laisse 
pas  apercevoir  comment  elle  pourrait  être  appliquée  à  la  résolu- 
lion  du  problème  général,  que  je  viens  d'énoncer.  L'algorithme 
que  j'ai  introduit  dans  le  numéro  précédent  est,  au  contraire,  évi- 
demment propre  à  la  résolution  d'un  problème  même  plus  géné- 
ral, c'est-à-dire  du  problème  suivant  :  Déterminer  toutes  les 
expressions  indépendantes,  absolument  invariables,  que  l'on 
peut  former  avec  les  coefficients  d'une  forme  différentielle 
quadratique  irréductible  y  d  /i  variables,  avec  les  éléments 
d^un  ou  de  plusieurs  systèmes  variables  donnés,  fonctions  de 
ces  mêmes  variables  et  avec  les  dérivées  de  toutes  ces  fonctions 
jusqu'à  un  ordre  donné  m.  En  effet,  nous  allons  voir  qu'à  l'aide 
de  la  dérivation  covariantc  selon  la  forme  fondamentale  cp  ce  pro- 
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blême  esl  réduit  au  problème  purement  algébrique  de  la  déter- 
mioation  de  tous  les  invariants  absolus  d'un  système  de  formes 
covariantes. 

D'après  une  remarque  que  nous  avons  faite  dans  le  n*'  2,  nous 
pouvons  nous  borner  à  considérer  des  systèmes  covariants.  Si, 
lorsqu'on  considère  comme  indépendantes  des  variables  x^  ces 
systèmes  sont  Ars...f  Brj...  et  que  l'on  remplace  les  œ  par  des 
nouvelles  variables  indépendantes  j*,  et  que  1  est  une  des  expres- 
sions invariables  cherchées  ou,  comme  nous  dirons,  un  invariant 
absolu  des  systèmes  donnés  associés  à  la  forme  cp,  l'équation 

qui  doit  devenir  identique  par  l'élimination  des  variables  x  ou  y, 
résultera  de  l'élimination  des  dérivées  des  différents  ordres  des  x 
par  rapport  aux  y  entre  les  équations,  qui  expriment  les  fonctions 
{ars)^  {A.rs...)f  {^rs...)i  -••,  et  Icurs  dérivées  par  rapport  aux 
variables  j^  jusqu'à  Tordre  m  en  fonction  des  arsy  Ar^...,  B^-,...  et 
de  leurs  dérivées  des  mêmes  ordres  par  rapport  aux  x.  Récipro- 
quement toute  équation,  qui  est  une  conséquence  de  ces  dernières, 
et  qui  ne  contient  pas  les  dérivées  des  différents  ordres  des 
variables  x  par  rapport  aux^  pourra  être  réduite  à  la  forme  (l)=  I 
et  nous  fera  connaître  un  des  invariants  cherchés.  Remarquons 
encore  que,  ainsi  qu'il  résulte  des  formules  (a),  les  dérivées  des 
éléments  d'un  système  invariant  peuvent  être  exprimées  par  les 
éléments  mêmes,  par  les  éléments  du  système  dérivé  selon  ç,  par 
les  coefficients  de  '^,  et  par  les  dérivées  du  premier  ordre  de  ces 
coefficients.  En  général,  les  dérivées  d'un  ordre  quelconque  p 
des  éléments  d'un  système  Ars...  peuvent  être  exprimées  par  les 
éléments  du  système  même,  par  ceux  des  p  systèmes  qu'on  peut 
en  tirer  par/?  dérivations  covariantes  successives  selon  y,  par  les 
coefficients  de  '^  et  par  les  dérivées  de  ces  derniers  jusqu'à  l'ordre/?. 
Nous  pouvons  donc  regarder  toute  équation  (I)  =  I  comme  résul- 
tante de  l'élimination  dos  dérivées  des  ordres  i,  2,  . . .,  w,  m  -f-  1 
des  X  par  rapport  aux  y  entre  les  équations  qui  expriment  les 
coefficients  («n)  et  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  par  rapport 
aux  y  par  les  ars  et  leurs  dérivées  des  mêmes  ordres  jjar  rapport 
aux  X,  en  y  joignant  les  équations  qui  expriment  les  éléments 
des  systèmes  (A;.,...),  (Br*...)  et  des  système  s  qu'on  en  lire  par  m 
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dérivatioDS  covariantcs  siiccessiveî»  selon  '^  en  fonction  des  élé- 
menls  des  mêmes  systèmes  rapportés  aux  variables  x.  Et  puisque 
ces  dernières  équations  contiennent  seulement  les  dérivées  du 
premier  ordre  des  x  par  rapport  aux  j%  l'élimination  des  dérivées 
des  ordres  supérieurs  aura  lieu  seulement  entre  les  premières.  En 
cuire,  puisqu'on  a 

ddrs 


dxt 


•—  f^rt^s  -^  ^st,r^ 


nous  pouvons  concevoir  de  substituer  partout  en  I  aux  dérivées 
du  premier  ordre  des  ars  les  ^rr,*?  et  il  résultera  alors  du  système 
d^équations  (i)  du  n"  2,  ou  du  système  équivalent  (i'),  qui  est 
résolu  par  rapport  aux  x^f'^\  l'impossibilité  d'éliminer  ces  der- 
nières fonctions  sans  joindre  au  système  mênie  ceux  qui  donnent 
les  dérivées  des  ordres  supérieurs  des  {apg)  par  rapport  aux 
variables  j'  en  fonclion  des  Ors  et  de  leurs  dérivées  par  rapport 
aux  X.  On  peut  subsistner  aux  dérivées  du  deuxième  ordre  des 
{cipq)  celles  du  premier  ordre  des  (cipç^m)  et  nous  aurons  alors  à 
considérer  le  système  (2)  du  n''  2.  Ce  dernier  système  d'équations 
peut  être  regardé  comme  résultant  de  deux  systèmes,  c'est-à-dire 
d'un  système  résolu  par  rapport  aux  x^J!^^^^  et  du  système  (s>/),  dont 
les  jtJ/*^''  sont  éliminées.  Les  nouvelles  dérivations  du  premier 
système  nous  donneraient  seulement  les  dérivées  des  ordres  suc- 
cessifs  des  x  par  rapport  aux  j^,  et,  par  suite,  nous  aurons  à  consi- 
dérer seulement  le  système  (2')  et  ceux  qu'on  peut  en  tirer  par  la 
dérivation  et  dont  il  faudra  éliminer  chaque  fois  les  j:/^*  à  l'aide 
des(i'). 

L'analyse  que  nous  avons  instituée  nous  a  donc  tout  sim- 
plement conduit  à  joindre  à  la  forme  ro  et  aux  formes  cova- 
rîantes  ayant  pour  coefficients  les  éléments  des  systèmes  donnés, 
des  autres  formes  covariantes  ayant  pour  coefficients  les  éléments 
des  systèmes  dérivés  par  m  dérivations  covariantes  successives 
selon  (p,  et,  en  outre,  si  m  est  >  2  et  si  la  forme  cp  n'est  pas  de 
classe  o,  les  formes  ayant  pour  coefficients  les  éléments  du  sys- 
tème Ors^eu  définis  par  les  équations  (3)  du  n®  2  et  les  éléments 
des  systèmes  dérivés  de  ce  dernier  par  ///  —  2  dérivations  cova- 
riantes successives  selon  cp. 

S'il  s'agit  de  déterminer  les  Invariants  absolus  des  systèmes  à 
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deiiv  variables  associas  à  une  forme  diflerenlielle  quadratique 
binaire  o,  nous  pouvons  substituer  au  système  quadruple  cova- 
riant  Ors.tu  l'invariant  de  Gauss 


G  = 


a 


Ue  même  pour  les  systèmes  à  trois  variables  assoriés  à  une  forme 
ternaire  o,  on  pourra  considérer  au  lieu  du  système ari,r«'e  système 
double  contrevariant  défini  par  les  équations  (4)  du  n**  2  ou  son 
système  réciproque  par  rapport  à  ro. 

Si  la  forme  fondamentale  c{«  est  de  classe  o,  nous  n'aurons  pas 
à  considérer  le  système  Ors^tu  et  pour  obtenir  tous  les  invariants 
absolus  indépendants  d'ordre  m,  qu'on  peut  former  en  associant 
à  o  certains  systèmes  covariants,  il  suffira  de  déterminer  tous  les 
invariants  absolus  communs  a  c?  et  aux  formes  covariantes  ayant 
pour  coefficients  les  éléments  des  systèmes  donnés  et  de  ceux  qu'on 
peut  en  tirer  par  m  dérivations  covariantes  successives  selon  es. 

On  peut  appeler  invariants  absolus  d'ordre  m  d'une  forme 
différentielle  quadralitpie  irréductible  c&  les  invariants  absolus 
d'ordre  m  qui  contiennent  seulement  les  coefficients  de  cet  leurs 
dérivées.  A  propos  de  ces  oppressions,  qui  se  rattaclient  à  des  pro- 
priétés absolues  des  variétés,   dont   l'élément  linéaire   peut  être 

représenté  par  y ^p,  nous  venons  d'établir  les  propositions  suivantes 
en  partie  déjà  connues  : 

r*  Les  formes  de  classe  o  n'ont  |)as  d'invariants  absolus. 

•<"  Vax  tout  Vas  il  n'y  a  pas  d'invariants  absolus  de  premier 
ordre,  etl'on  obtient  tous  les  invariants  absolus  d'ordre  />i,  /7i  étant 
>»  I,  en  (létern)inanl  tous  les  invariants  algébriques  absolus  com- 
nuins  à  la  forme  '^  et  à  celles  qui  ont  pour  coefficients  les  éléments 
du  s\stènu*  (trsjn  et  ceux  des  svslènies  qu'on  peut  tirer  de  ceci 
pur  ni  —  •'.  dérivations  covariantes  successives  selon  s. 

Kn  partiiMilier,  |)our  n  =  2,  ces  expressions  coïncideront  avec 
les  invariiuUs  absolus  d'ordre  ni  —  2  qu'on  peut  former  en  asso- 
ciant à  -^  riinariant  de  dauss  et  Ton  parvient  ainsi  au  uiéme  résul- 
tat, qui  forn»e  l\»bjet  d'un  beau  Mémoire  de  M.  Casorati  (*). 


(  •  )  /{ivcrcd  /o/i</«i//<f/i /»!/<•  /»<•/•  fo  slutiio  €/i  una  ctria  classe  di  propriété 
tttilr  xupvr/ivie  rtirx't*  {A/tttuti  ili  Mttlrmuiica  ptun  ed  applicata  dîretti  da 
tUirii.il»a  Torlitlini.   Imiii  111  o  IV  K 
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La  solution  du  problème  bicu  connu,  de  déterminer  louâ  les 
invariants  communs  à  deux  formes  algébriques  covariantes,  dont 
Tune  est  quadratique  et  l'autre  est  bilinéaire,  nous  donne  en  même 
temps,  d'après  les  résulta's  précédents,  la  solution  du  problème 
de  déterminer  tous  les  invariants  absolus  du  premier  ordre,  qu'on 
peut  obtenir  en  associant  à  une  forme  diflercntielle  quadratique  cp 
irréductible  à  n  variables  un  système  simple  covariant  X^  de  ces 
variables,  ou  tous  les  invariants  absolus  du  second  ordre,  qu'on 
peutobteniren  associant  à  la  même  forme  une  fonction  des  variables 
indépendantes.  Dans  le  premier  cas,  si  l'on  pose 

on  a  en  particulier  l'invariant  du  premier  ordre 


l=^a^rs)\rs, 


rs 


dont  l'expression  peut  être  aisément  réduite  à  la  forme 

i 

En  supposant  que  le  système  X^  résulte  des  dérivées  d'une 
fonction  U  par  rapport  aux  .r^,  nous  avons  dans  cette  dernière 
formule  une  expression  bien  connue,  due  à  M.  Beltrami,  du  para- 
mètre différentiel  Aj  U.  Dans  cette  hvpotlièse,  la  première 
expression  que  nous  venons  de  donner  [)our  I  est  donc  une 
nouvelle  expression  de  ce  même  paramètre,  qui  se  présente  ainsi 
comme  faisant  partie  d'un  groupe,  du  reste  inconnu  jusqu'ici,  de 
paramètres  <lii  deuxième  ordre. 

Supposons  à  présent  le  système  X^  quelconque,  n  ^  3  et  que 

y^»  soit  une  expression  propre  de  l'élément  linéaire  de  l'espace 
euclidien.  Si  nous  désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  carté- 
siennes orthogonales  de  cet  espace,  par  X,  Y,  Z  les  éléments  cor- 
respondants du  système  simple  donné,  on  a 

I_  ^       ^       ^ 
dx        dy        dz 

Les  expressions  générales  de  I  données  plus  haut  sont  donc  des 
expressions  en    coordonnées  curvilignes  quelconques  de  ce  tri- 
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nome,  qui  joue  un  rôle  si  important  dans  un  grand  nombre  de 
questions  géométriques  physiques  et  mécaniques. 

4.  Quelques  applications  des  méthodes  exposées.  —  A  mon 
avis,  les  méthodes  de  dérivation  covariante  et  contrevariante  selon 
une  forme  fondamentale  o  nous  donnent  les  éléments  d'un  calcul 
diflférentiel  invariantif ;  c'est-à-dire  d'une  partie  nouvelle  du 
Calcul  différentiel,  qui  est  particulièrement  propre  à  traduire  en 
formules,  de  la  manière  la  plus  simple,  toutes  les  propriétés  et 
les  recherches  qui  sont,  par  leur  nature,  indépendantes  du  choix 
des  coordonnées  dans  la  variété,  dont  l'élément  linéaire  peut  être 

représenté  par  y/^;  quelquefois  même  de  la  nature  de  cette 
variété.  Par  des  mots  que  j'emprunte  à  M.  Lamé  (*),  on  peut 
dire  que  les  formules  auxquelles  on  parvient  par  ces  méthodes 
sont  plus  essentielles,  plus  simples  et  en  même  temps  plus  com- 
plètes que  celles  auxquelles  on  parvient  par  le  Calcul  différentiel 
ordinaire.  Je  vais  donner  quelques  exemples  et  quelques  applica- 
tions à  Tappui  de  ce  que  je  viens  d'affirmer. 

Dans  mon  Mémoire  déjà  cité  et  ayant  pour  litre  Princip.i  di 
una  teoria  délie  forme  differentiali  quadratichcy  j'ai  proposé 
une  classification  des  formes  différentielles  quadratiques  irréduc- 
tibles, d'après  laquelle  une  formées  à  n  variables  est  dite  être  de 
première  classe^  lorsque  la  variété,  dont  y/'J  représente  l'élément 
linéaire,  est  contenue  dans  une  variété  euclidienne  à  /i  -f-  i  di- 
men.Hlons,  et  j'ai  démontré  que,  pour  qu'une  forme  donnée  '^  soit 
de  première  classe,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  possible  de  déter- 
miner un  système  double  et  symétrique  dont  les  éléments  brs  sa- 
tisfassent : 

i"  Au  système  d'équations  algébriques 

les  fonctions  ars^tu  étant  définies  par  les  équations  (3)  du  n"  2. 

2"  A  un  sysièine  d'é(|uations  différentielles  du  premier  ordre, 

qui,  dans  le  Mémoire  cité,  est  marqué  par  le  n*'  (II).  En  posant 


(')  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilii^ncs,  ^  \V. 
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ce  dernier  s^^stème  prend  la  forme  très  simple 

(II)  àrst  =  brtsy 

et  nous  dit  que  le  système  brse  doit  être  symétrique  ('). 

Si  l'on  a  n  =  2  ou  /i  =  3,  il  est  toujours  possible  de  satisfaire 
aux  équations  (I);  et,  dans  le  cas  den==  2,  il  est  aisé  de  recon- 
naître que  les  équations  (II)  ne  sont  que  les  formules  de  M.  Co- 
dazzi. 

Il  résulte  évidemment  de  leurs  définitions  qu'un  invariant  ou 
un  système  variable  (covariant  ou  conlrevariant)  doit  être  identi- 
quement nul  quel  que  soit  1(5  système  des  variables  indépendantes, 
s'il  Test  pour  un  système  particulier.  Comme  d'ailleurs  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  auxquelles  on  parvient  dans  les 
applications  de  l'Analyse  à  la  Géomélrie,  à  la  Mécanique  et  à  la 
Physique  sont,  par  leur  nature,  indépendantes  du  choix  des  coor- 
données, il  esl  toujours  possible  de  mettre  en  évidence  cette  pro- 
priété en  donnant  aux  membres  de  ces  équations  une  forme  ini^a- 
riantive,  c'est-à-dire  telle  qu'ils  soient  ou  des  invariants  ou  des 
éléments  de  systèmes  variables  de  même  nature  et  du  même  ordre. 
Pour  s'assurer  qu'un  certain  système  d'équations  (E)  en  coordon- 
nées quelconques  x  esl  le  transformé  d'un  système  {e)  donné 
et  qui  se  rapporte  à  un  système  parliculier  de  coordonnées  j^,  il 
suffit  de  reconnaître  sa  nature  invariantive  et  qu'il  s'identifie  avec 
le  système  (e)  lorsque  les  variables  x  s'identifient  avec  lesy.  Cette 
remarque  me  permettra  de  me  passer  de  toute  démonstration  des 
résultats,  que  je  vais  exposer  et  dans  lesquels  je  supposerai  que, 

;p  étant  la  forme  fondamentale  du  n"  2,  y/cp  soit  l'expression   de 


(')  M.  Kiiiing  dans  le  Literaturnachweis,  qui  suit  son  Livre  Die  nichteukli- 
dischen  Bauniformen,  a  fait  remarquer  qu'un  théorème,  que  j'ai  énoncé  dans  le 
!!•  3  de  ce  Mémoire,  n'est  pas  juste.  Il  est  parfaitement  dans  le  vrai,  et  c'est  sur 
une  méprise  bien  singulière,  et  qu'il  est  très  facile  de  relever,  que  se  fonde  la 
démonstration,  que  je  croyais  avoir  donnée  de  ce  théorème.  D'après  ce  théorème, 
je  n'avais  pas  à  considérer  des  formes  de  première  classe,  pour  lesquelles  le  dé- 
terminant B,  qui  a  les  éléments  ô^,,  serait  nul,  et,  par  suite,  je  ne  pouvais  pas 
m'apcrcevoir  que  la  conclusion  à  laquelle  je  suis  arrivé  dans  le  même  numéro, 
sur  l'impossibilité  de  déformer  sans  altération  des  longueurs  et  des  angles,  une 
variété  de  n  dimensions,  n  étant  >  r,  qui  n'est  pas  euclidienne,  mais  qui  est 
contenue  dans  une  variété  euclidi«'nne  avec  une  dimension  de  plus,  présente 
l'exception  indiquée  par  M.  KilIing  dans  son  Livre  (p.  238);  car  dans  ce  cas  d'ex- 
ception le  déterminant  H  esl  (jrécisémenl  nul. 
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l'éléiiienl  linéaire  de  l'espace  plan  à  Irois  dimensions  en  coor- 
données curvilignes  quelconques  oTi,  Xj,  x^. 

1®  Equations  des  lignes  de  courbure^  des  directions  conju- 
guées et  des  lignes  asympto tiques  sur  une  surface.  —  Soîl 

Téquation  d'une  surface  cl  posons 

Puisque  les  différentielles  des  variables  indépendantes  sont  les  élé- 
ments d'un  svslème  conlrevaiianl,  en  désignant  par  p  le  rayon  de 
courbure  principale,  qui  se  rapporte  à  un  système  de  lignes  de 
courbure,  les  équations  de  ce  système  seront 

2.v(rtri  -♦-  9^r.)clXs  =  O. 

Si  l'on  représente  par  rfjCi,  dx^t  dx^;  0X|,  S^rj,  8^3  deux  dé- 
placements selon  deux  directions  conjuguées  sur  la  surface,  ils 
sont  liés  entre  eux  par  Féquation 

^rs^rs  dXrO.Cg  =  o. 

En  posant 

on  a  (n«  2) 

OLrs  =  II/, s  H-  H^/;.. 

On  peut  donc  donner  Téquation  des  directions  conjuguées 
même  sous  la  forme 

^rsfrsdx,.  OXs  =  O. 

L'équation  des  lignes  asymptoliques  sera,  par  conséquent, 

^rsfrsdXrdXs  =  O. 

2**  Equations  géiu* raies  de  l^ élasticité,  —  En  désignant  par  o 
la  densilé  d'un  corps  élastique,  par  F^  et  X^j  les  éléments  de 
deux  systèmes  coyariants  qui,  dans  le  cas  des  coordonnées  curvi- 
lignes orthogonales,  s'identifient  respectivement  avec  les  systèmes 
des  composantes  de  la  force  appliquée  aux  différents  points  du 
corps  et  des  forces  élastiques,  et  en  posant 

les  équations  générales  de  l'élaslicité  en  coordonnées  curvilignes 
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quelconques  sont 

3^  Equations  du  mouvement  et  de  V équilibre  de  la  chaleur 
dans  V intérieur  d'un  corps,  —  Désignons  par  c^''^^  les  éléments 
d'un  système  conlrevarianl,  qui  s'identifient  avec  les  coefficients 
de  conductibilité  de  la  chaleur  dans  un  corps  quelconque,  lorsque 
les  variables  x  s'identifient  avec  des  coordonnées  rectilignes  ortho- 
gonales. En  désignant  par  T  la  température  et  en  posant 

^  dxs 

s 

le  système  F^'*^  sera  aussi  contrevariant  et  s'identifiera  avec  les 
flux  selon  les  axes  coordonnés,  lorsque  les  x  seront  des  coor- 
données rectilignes  orthogonales.  Donc 

Jâ  ^       dx,.         ~"       dt  '  ^à        dxr         ~" 

r  r 

seront  respectivement  les  équations  du  mouvement  et  de  l'équi- 
libre de  la  chaleur  en  coordonnées  tout  à  fait  générales. 

En  revenant  sur  cet  argument,  j'espère  pouvoir  mettre  en  évi- 
dence les  avantages  que  présentent  les  méthodes  de  dérivation 
covariante  ou  contrevariante  selon  une  ibrme  fondamentale 
comme  méthodes  de  recherche.  En  attendant,  je  ne  puis  pas 
me  passer  de  remarquer  ici  que,  bien  que  les  équations,  auxquelles 
on  parvient  par  ces  méthodes  en  partant  de  celles  que  Ton  établit 
directement  pour  l'espace  euclidien  en  coordonnées  rectilignes, 
doivent  être  considérées  comme  démontrées  seulement  pour  cet 
espace,  leur  forme  est  tout  à  fait  indépendante  de  la  nature  de 
l'espace,  c'est-à-dire  de  la  forme  fondamentale.  En  outre,  comme 
en  laissant  tout  à  fait  arbitraires  les  coefficients  a^j  de  cette  forme, 
sa  nature  entre  en  jeu  seulement  lorsqu'on  a  à  considérer  le  sys- 
tème ars^tui  qui  est  du  second  ordre  par  rapport  aux  ^,„  et  ses 
systèmes  dérivés,  s'il  s'agit  d'équations  du  premier  ordre  par  rap- 
port aux  arst  elles  semblent  être  le  point  de  départ  le  plus  naturel 
pour  étendre  aux  espaces  d'une  nature  quelconque  à  trois  dimen- 
sions les  recherches,  dont  elles  sont  la  traduction  analytique  pour 
l'espace  euclidien. 
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SUR  UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ 
DONT  LES  LIGNES  GÉODÉSIQUES  SONT  ALGÉBRIQUES; 

Par   m.  Jules  TANNERV. 

Dans  la  Note  XV  du   Traité  de  Mécanique  de  Despayrous, 
M.  Darboux  a  donné  une  méthode  pour  obtenir  les  surfaces  de 
révolution  dont  les  lignes  géodésiques  sont  fermées.  En  appliquant 
•  cette  méthode,  j'ai  rencontré  la  surface  dont  l'équation  est 

les  lignes  géodésiques  de  cette  surface  sont,  non  seulement  fer- 
mées, mais  encore  algébriques. 

Les  calculs  qui  permettent  de  vérifier  ce  fait  sont  d'une  nature 
trop  élémentaire  pour  qu'il  vaille  la  peine  de  les  développer  ici; 
je  me  contenterai  d'indiquer  les  résultats. 

La  surface  présente  un  point  conique  à  Torigine  et  se  compose 
de  deux  parties  s^'métriques  par  rapport  au  plan  des  x^y^  il  suf- 
fira de  considérer  l'une  d'elles,  celle  du  bas,  par  exemple,  qui  a 
la  forme  d'une  poire  allongée  dont  la  pointe  serait  tournée  vers  le 
haut.  Le  plan  du  parallèle  maximum  a  pour  équation  z  =  —  a.  Si, 
en  conservant  l'axe  des  z^  on  prend  pour  plan  des  x^y  ce  plan  du 
parallèle  maximum,  on  reconnaît  que  les  différents  points  de  la 

surface  s'obtiennent  en  faisant  varier  //de à  H —  et  8  de  o  à 

2  71  dans  les  formules 

X  =   —  COSM  cosO, 
A 

I  —  cos h  sin  -  ); 

l'élément  linéaire  de  la  surface  est  alors 

ds^=  -T,\('i-^  sin  u )*  du^  -h  cos*  u  ^/O*  1, 
i6 

et  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  est 

dd        cos  a         'i-hs'inu 


du        C08W  /sin«a  — sin«a 
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'^    cl  cosignant  par  a  Tangle  sous  lequel  la  ligne  géodésique  coupe  le 
^^r'allèle  maximum. 

L'intégration  se  fait  sans  peine  au  moyen  de  la  substitution 

sinw  =  sina  sin'^, 

^^  la  même  substitution  permet  de  rectifier  la  courbe. 

On  parvient  ainsi  aux  équations  suivantes  dont  l'une  ou  l'autre 

ï^^xit  définir  la  ligne  géodésique  qui  passe  par  le  point  où  la  partie 
positive  du  nouvel  axe  des  x  rencontre  la  surface  :  la  constante 
^^intégration  a,  en  effet,  été  déterminée  de  façon  que  9  et  ii  puis- 
^^nt  s'annuler  en  même  temps 

sin(9  — a)=  /^in=»a  —  sin^</  7.  sirm  —  sin«g(i -h  sinu) 

sin^a  cosw(i  —  sina) 

cosa  sin*a(i -»- sin// )  —  v».sin*M 
cos(0  — a)=  -T— ^^ ; : 

Supposons  que  l'on  parte  de  la  valeur  u  =  o,  que  a  soit  com- 
pris entre  o  ct^?  et  que  le  radical  soit  d'abord  positif;  quand  u 

croît  de  o  à  a,  0  croît  de  o  à  -n  -h  a,  z  augmente  continuellement  et 
l'on  obtient  une  première  branche  de  courbe  C<  qui,  en  contour- 
nant la  surface,  s'élève  au-dessus  du  parallèle  maximum  ;  lorsque 
u  décroît  de  a  à  o,  on  doit  changer  le  signe  du  radical,  pour  que  8 
continue  de  croitre;  9  croît  alors  de  -n-ha  à  27u-j-  aa;  la  portion 
de  courbe  Cj  que  l'on  obtient  ainsi  est  symétrique  de  C<  par  rap- 
port au  plan  méridien  de  longitude  t:  4-  a;  C|  et  C^  se  croisent  en 
un  point  pour  lequel  on  a 

sin*a 


0  =  a,         siiiM  = 


>.  —  sin*a 


Lorsque  u  décroît  de  o  à  —  a,  9  croit  de  aiw-j-aa  à  Si: -h a;  on 
obtient  ainsi  une  portion  de  courbe  G3  qui  descend  au-dessous 
du  plan  des  x^  y  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  dans  le  plan  de  symétrie  ; 
le  point  le  plus  bas  de  C3  est  sur  la  même  parallèle  à  Taxe  des  :; 
que  le  point  le  plus  haut  011  se  raccordent  C<  et  C2  ;  enfin,  quand  u 
croit  de  —  a  à  o,  il  faut  encore  changer  le  signe  du  radical;  6  croit 
de  3?:  4-  a  à  4^^;  et  l'on  obtient  une  portion  de  courbe  symétrique 
de  C3;  la  courbe  totale  est  fermée.  Elle  présente  la  forme  d'un  8 
gauche  :  on  peut  se  figurer  le  point  double  du  8  sur  la  partie  an- 
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lérieure  de  la  surface,  chacune  des  boucles  passant  derrière  la 
surface,  l'une  en  haut,  Tautre  en  bas.  Il  est  très  aisé  d'imaginer  un 
fil  fermé  affectant  cette  forme  et  tendu  sur  la  surface;  mais  il  v  a 
plus  :  on  vérifie  sans  peine  que  la  longueur  totale  de  la  courbe  est 
indépendante  de  a  et  qu'elle  est,  par  conséquent,  égale  à  deux  fois 
la  circonférence  du  parallèle  maximum,  ou  encore  à  la  longueur 
de  la  courbe  méridienne;  parallèle  et  méridienne  sont  en  effet  des 
courbes  géodésiques  limites,  qui  correspondent  aux  hypothèses 

a  :=  o,  a  =  -  •  En  sorte  que  le  même  fil,  en  se  déforipanl  de  ma- 

nière  à  rester  tendu  sur  la  surface,  permettra  de  représenter  toutes 
les  lignes  géodésiques.  La  construction  d'un  modèle  qui  permettrait 
de  constaterexpérimentalement  ces  résultats  n'offrirait  évidemment 
aucune  difficulté. 

Enfin,  si  l'on  projette  la  ligne  géodésique  sur  son  plan  de  sj'mé- 
Irie,  on  trouve,  en  conservant  le  même  axe  des  z  et  en  prenant 
pour  axe  des  x  l'intersection  du  plan  de  symétrie  avec  le  plan  du 
parallèle  maximum,  l'équation 

_  I    cosa    \a^-\-  ziiLa  —  ^)]a' sin*a  —  ?,(«' — 5*)*^ 
4  sin*a  a(a  —  s)*  ' 

la  seule  partie  de  cette  courbe  qu'il  convienne  de  garder  est  celle 
qui  est  contenue  à  l'intérieur  de  la  courbe  méridienne;  il  esta  peine 
utile  de  dire  que  les  deux  courbes  sont  lanijentes  au  point  qui  cor- 
respond au  point  double  de  la  ligne  géodésique. 
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G.  KIRCHHOFF.  —  Vorlesungen  ueber  mathematische  Physik.  III*""  Band  : 
Electricitàt  und  Magneùsmus,  In-8*,  x-218  p.  Leipzig,  Teubner,  1891. 

On  est  vraiment  étonné  de  la  variété  des  sujets  examinés  en  ce 
volume  si  mince  où  M.  Max  Planck,  professeur  à  l'Université  de 
Berlin,  a  réuni  les  leçons  dans  lesquelles  G.  Kirchhoff  traitait  de 
l'Électricité  et  du  Magnétisme.  Jamais  l'art  avec  lequel  l'illustre 
géomètre  savait  condenser  beaucoup  d'idées  en  peu  de  paroles  ne 
s'était  mieux  montré.  Peut-être  même  la  concision  est-elle  ici 
poussée  à  l'excès.  11  est  des  questions  qui  sont  exposées  si  briève- 
ment que  l'étudiant  qui  les  ignorerait  aurait  quelque  peine  à  s'en 
faire  une  idée  par  la  seule  lecture  de  ce  livre. 

Chose  digne  de  remarque,  ce  sont  souvent  les  problèmes  dont 
G.  KirchhofFa,  dans  ses  Mémoires,  donné  ou  perfectionné  la  so- 
lution, qui  sont,  dans  ses  leçons,  traités  avec  une  rapidité  exagérée. 
Telle  est,  par  exemple,  la  substitution  d'une  fonction  magnéti- 
sante, variable  avec  l'intensité  d'aimantation,  au  coefficient  d'ai- 
mantation constant  considéré  par  Poisson.  Telle  est  encore  la 
théorie  des  pressions  à  l'intérieur  des  corps  diélectriques.  Sans 
doute,  il  craignait  de  paraître  attacher  trop  d'importance  aux  re- 
cherches dont  il  était  l'auteur. 

Du  reste ,  il  ne  faut  pas  se  méprendre  sur  la  nature  du  livre 
que  nous  avons  sous  les  yeux;  ce  n'est  nullement  un  traité  d'Élec- 
tricité et  de  Magnétisme  où  les  diverses  théories  qui  constituent, 
cette  branche  de  la  Physique  soient  exposées  chacune  dans  la  me- 
sure qu'exige  son  importance  :  c'est  un  cours,  où  le  professeur 
tantôt  examine  en  détail  un  sujet  qui  intéresse  particulièrement 
son  auditoire,  tantôt  se  borne  à  esquisser  le  plan  d'une  théorie 
qui,  par  sa  nature,  ses  difficultés  ou  ses  imperfections,  sérail  moins 
utile  à  ses  élèves. 

Les  parties  que  G.  KirchhofF  étudie  en  détail  sont  toujours 
celles  qui  sont  étroitement  liées  aux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles que  Ton  rencontre  en  Physique  mathématique;  évidemment 
Fauteur  s'adresse  plutôt  aux  géomètres  qu'aux  physiciens. 

DuU.  des  Sciences  maihém.,  a*  série,  l.  XVL  (Juillet  189a.)  l'i 
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tentiel  des  forces  électrostatiques;  le  calcul  de  ce  potentiel  est  fait 
pour  le  cas  de  deux  sphères  isolées  ou  contiguës. 

Dans  la  huitième  leçon  sont  examinées  des  questions  de  distri- 
bution électrique  qui  se  rapportent  à  la  théorie  de  Télectromètre 
absolu  de  Sir  W.  Thomson.  Ces  questions  se  ramènent  à  Tétude 
de  la  représentation  conforme  d'une  aire  plane,  problème  que 
M.  Schwartz  a,  le  premier,  traité  en  toute  rigueur.  G.  Kirchhoff 
en  donne  une  solution  élégante  qui  diffère  de  celle  de  M.  Schwartz. 
Avec  la  neuvième  leçon,  commence  Tétude  des  courants  per- 
maoentSy  et  en  particulier  des  courants  linéaires,  pourvus  ou  non 
de  dérivations. 

La  dixième  leçon  aborde  les  courants  qui  circulent  dans  des 
corps  étendus  en  tous  sens  ;  la  résistance  de  semblables  conduc- 
teurs est  déGnie  avec  précision  et  calculée  dans  quelques  cas  :  en 
particulier,  dans  un  cas,  traité  par  M.  H.  von  Helmholtz,  qui  fournit 
la  valeur  approchée  de  la  correction  relative  à  l'orifice  d'un  tuyau 
sonore  ouvert. 

Dans  la  onzième  leçon  sont  exposées  les  lois  fondamentales  du 
mouvement  de  l'électricité  dans  les  plaques  et  les  lames  courbes; 
cette  dernière  question  conduit  à  l'étude  de  la  représentation  con- 
forme d'une  aire  quelconque  sur  une  aire  plane. 

Trois  leçons  seulement  sont  consacrées  à  l'étude  des  aimants  et 
des  corps  diélectriques. 

Dans  la  douzième  leçon,  sont  données  les  définitions  fondamen- 
tales relatives  aux  aimants  ;  les  propriétés  principales  de  la  fonc- 
tion potentielle  magnétique  sont  brièvement  exposées,  sans  que 
d'ailleurs  la  non-existence  de  la  force  à  l'intérieur  d*un  aimant  soit 
démontrée. 

La  treizième  leçon  a  pour  objet  l'étude  de  l'aimantation  par  in- 
fluence. Les  conditions  d'équilibre  magnétique  sur  une  masse  de 
fer  doux  sont  établies  par  une  méthode  qui  est  donnée  comme  la 
méthode  de  Poisson,  mais  qui,  en  réalité,  diffère  profondément  de 
cette  dernière  et  n'est  pas  sujette  aux  mêmes  objections  analy- 
tiques. Le  problème  qui  a  pour  but  la  détermination  de  la  fonction 
potentielle  du  magnétisme  induit  est  mis  en  équation  comme 
Poisson  a  enseigné  à  le  faire;  l'uniformité  de  la  solution  est  dé- 
montrée par  la  méthode  due  à  Sir  W.  Thomson.  La  distribution 
magnétique  dans  une  sphère  pleine  ou  dans  une  couche  limitée 
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par  deux  sphères  concentriques  est  déterminée  aisément  au  moyen 
de  développements  procédant  suivant  les  fonctions  de  Laplace.  La 
méthode  qui  permet  de  déterminer  Taimantation  prise  par  une 
sphère  de  fer  doux  dans  un  champ  uniforme  s'étend  aisément  à  un 
ellipsoïde  quelconque.  Enfin,  sans  aborder  le  difficile  problème 
de  Taimantation  d'un  ellipsoïde  quelconque  dans  un  champ  quel- 
conque, Kirchhoff  démontre  le  beau  théorème  de  F.-E.  Neumano, 
qui  ramène  à  trois  quadratures  la  détermination  des  trois  com- 
posantes du  moment  magnétique  de  Tellipsoide.  C'est  en  terminant 
cette  leçon  que  G.  Kirchholî' indique  brièvement  comment  l'expé- 
rience oblige  à  remplacer  le  coefficient  d'aimantation  par  une 
fonction  de  l'intensité  d'aimantation. 

La  quatorzième  leçon  est  une  des  plus  riches  du  livre;  l'auteur 
y  a  condensé  les  résultats  qu'une  foule  de  géomètres,  et  en  par- 
ticulier Helmholtz,  ont  groupé  autour  de  l'étude  de  la  fonction 
qu'ils  ont  nommée  V énergie  magnétique.  Kirchhoff  forme  d'abord 
cette  fonction  que  l'équilibre  magnétique  rend  minimum  pour  uoe 
position  donnée  des  aimants,  puis  il  indique  comment  elle  peut 
servir  de  potentiel  aux  forces  qui  s'exercent  entre  des  aimants  in- 
variables et  des  corps  parfaitement  doux  mobiles. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  aux  diélectriques.  En 
particulier,  elles  permettent  de  déterminer  les  perturbations  que 
la  présence  d'un  milieu  diélectrique  apporte  aux  actions  mutuelles 
des  corps  conducteurs  qui  y  sont  plongés.  Enfin  elle  sert  de  point 
de  départ  à  la  théorie  des  pressions  à  l'intérieur  des  diélectriques, 
que  G.  Kirchhoff  expose  brièvement  sous  la  forme  que  lui  a 
donnée  Maxwell,  sans  indiquer  les  modifications  qui  y  ont  été  ap- 
portées par  Helmholtz  et  par  lui-même. 

Dans  la  quinzième  leçon  sont  traitées  l'action  qu'un  courant 
exerce  sur  un  aimant  et  l'aimantation  par  les  courants. 

Pour  découvrir   la  loi   fondamentale  de  l'Kleciromagnélisme, 
G.  Kirchhoff  suit  une  méthode  qui  est,  je  crois,  due  à  Riemann. 
n  admet  que  l'action  d'un  courant  sur  un  pôle  d'aimant  admet  une 
fonction  potentielle  qui  est  une  fonction  harmonique,  mais  non 
uniforme,  des  coordonnées  du  pôle.  Cette  hypothèse  détermine  la 
forme  de  cette  fonction  potentielle,  mais  laisse  indéterminée  la 
valeur  du  coefficient  constant  dont  elle  est  affectée;  cette  valeur 
dépend  de  l'unité  choisie  pour  mesurer  la  quantité  d'électricité; 
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elle  n'est  pas  la  même  dans  le  système  électrostatique  et  dans  le 
système  électromagnéliqiie. 

La  fonction  potentielle  une  fois  connue,  il  est  aisé  de  calculer  les 
composantes  de  la  force  qu'un  courant  exerce  sur  un  pôle  magné- 
tique; ces  composantes  sont  celles  auxquelles  on  est  conduit  si 
l'on  suppose  que  chaque  élément  de  courant  agit  sur  le  pôle  sui- 
vant la  loi  de  Biot  et  Savart.  La  loi  trouvée  s'étend  aisément  au 
cas  où  les  courants,  au  lieu  de  parcourir  un  fil  (lu,  parcourent  une 
masse  métallique  d'étendue  finie  dans  tous  les  sens. 

La  théorie  de  l'aimantation  par  les  courants  est  indiquée  et  ap- 
pliquée à  deux  cas  bien  distincts.  Dans  le  premier  cas,  les  courants 
ne  rencontrent  pas  l'aimant;  celui-ci  a  la  forme  d'un  tore  et  les 
courants  parcourent  une  bobine  annulaire  dont  ce  tore  est  l'âme. 
Dans  le  second  cas,  les  courants  circulent  à  l'intérieur  de  l'aimant 
qui  a  la  forme  d'un  cylindre  circulaire  indéfini. 

La  seizième  leçon  débute  par  Tétude  de  l'action  qu'un  pôle 
exerce  sur  un  élément  de  courant.  KirchhofT  admet  d'emblée  la  loi 
qu'Ampère  a  démontrée.  La  force  qu'un  pôle  exerce  sur  un  élé- 
ment de  courant  est  une  force  appliquée  en  un  point  de  l'élément 
de  courant,  égale  et  de  sens  contraire  à  celle  que  l'élément  de 
courant  exerce  sur  le  pôle.  D'après  Biot,  cette  dernière  est  ap- 
pliquée au  pôle,  en  sorte  qu'elle  forme  avec  la  première  un  couple 
élémentaire.  D'après  Ampère,  elle  est  appliquée  en  un  point 
coïncidant  géométriquement  avec  l'élément  de  courant,  en  sorte 
qu'elle  est  directement  opposée  à  la  précédente.  Comme  Ampère 
la  montré,  ces  deux  hypothèses  sont  équivalentes  lorsqu'il  s'agit 
de  calculer  l'action  d'un  courant  fermé  sur  un  pôle.  Les  lois  de 
Biot  et  d'Ampère  expliquent  les  rotations  électromagnétiques. 

Pour  traiter  des  actions  mutuelles  des  courants,  Rirchhoff  admet 
en  principe  que  deux  courants  fermés  exercent  les  mêmes  actions 
mutuelles  que  les  deux  feuillets  magnétiques  qui  exerceraient,  sur 
un  pôle  d'aimant  quelconque,  les  mêmes  actions  que  ces  deux 
courants.  De  là,  il  déduit  aisément  les  deux  formes  que  F.-E.  Neu- 
mann  et  que  W.  Weber  ont  données  au  potentiel  électrodyna- 
mique. Il  montre  que,  si  l'on  impose  à  l'action  mutuelle  de  deux 
éléments  de  coïncider  avec  leur  ligne  de  jonction,  cette  action  est 
donnée  par  la  loi  d'Ampère. 

La  dix-septième  et  dernière  leçon  traite  de  Tlnduction.  La  loi 
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donnée  par  F.-E.  Neumann  est  reliée  à  la  loi  de  Télecirodyna- 
mique  par  rinlermédiaire  de  la  loi  de  Joule  et  du  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie. 

Les  lois  de  Tinduction  sont  ensuite  étendue  aux  conducteurs  à 
trois  dimensions  traversés  par  des  courants  quelconques.  KirchhofiT 
ne  donne  pas  à  ces  lois  la  forme  générale  que  leur  a  donnée 
M.  Helmholtz.  Il  attribue  la  valeur  i  à  la  constante  d'Helmhoitz; 
en  sorte  qu'il  leur  donne  la  forme  regardée  par  M.  Helmholtz 
comme  celle  de  Maxwell.  Il  démontre  que  cette  forme  entraine  la 
stabilité  de  l'équilibre  électrique  sur  un  conducteur  immobile.  On 
sait  qu'il  eu  est  ainsi  toutes  les  fois  que  la  constante  d'Helmholtz 
n'est  pas  négative. 

Les  lois  de  l'induction  s'étendent  aux  courants  de  déplacement 
au  sein  des  diélectriques  et  fournissent  les  bases  de  la  théorie  élec- 
tromagnétique de  la  lumière.  G.  KirchhofT  termine  ces  leçons  en 
donnant  un  court  aperçu  de  cette  théorie 

Il  nous  semble  que  la  lecture  de  ces  leçons  est  de  nature  à  sug- 
gérer à  ceux  qui  enseignent  la  Physique  d'utiles  réflexions;  il  en 
est  une  sur  laquelle  nous  demanderons  au  lecteur  la  permission 
d'insister. 

La  nature  des  sciences  qui  ont  pour  objet  non  pas  la  contem- 
plation abstraite  de  nos  conceptions,  mais  l'étude  des  réalités  ex- 
térieures, est  de  recommencer  sans  cesse;  chaque  nouvelle  décou- 
verte nous  oblige  à  modifier,  à  corriger,  à  compléter  les  principes 
mêmes  des  théories  par  lesquelles  nous  cherchons  à  représenter 
les  phénomènes.  L'enseignement,  au  contraire,  du  moins  celui  qui 
s'adresse  au  commençant,  a  besoin  de  fixité,  de  stabilité;  s'il  change 
chaque  jour,  s'il  est  sans  cesse  en  évolution,  il  ne  saurait  avoir  la 
clarté,  la  précision,  la  concision,  qu'exige  l'esprit  encore  novice 
de  l'étudiant.  H  en  résulte  que  l'enseignement,  du  moins,  je  le  ré- 
pète, celui  qui  ne  s'adresse  pas  au  chercheur  déjà  rompu  avec  la 
Science  et  en  quête  de  nouvelles  découvertes,  l'enseignement,  dis- 
je,  ne  peut  pas  et  ne  doit  pas  être  un  miroir  où  se  reflète  l'état 
actuel  de  la  Science;  il  doit  se  résigner  à  être  en  retard  sur  les 
vues  nouvelles,  sur  les  idées  en  voie  de  transformation.  Pour  ap- 
prendre à  marcher  à  un  enfant,  on  doit  choisir  une  route  plane  et 
unie,  quitte  à  demeurer  fort  en  arrière  de  ceux  qui  font  sauter  la 
roche  pour  pousser  la  voie  plus  avant. 
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Le  professeur  doit  donc  chercher  à  reconnaître  ces  voies  unies 
et  battues  où  les  débutants  marcheront  à  Taise;  à  les  distinguer 
des  terrains  encore  encombrés,  des  roches  abruptes  où  le  sentier 
est  à  peine  frajé.  C'est  dans  les  premières  qu'il  doit  maintenir  ses 
élèves;  tout  au  plus  peut-il,  parfois,  leur  montrer  de  loin  le  pays 
où,  plus  tard,  ils  seront  de  force  à  s'aventurer,  mais  où  il  doit  bien 
se  garder  de  les  engager  à  la  légère. 

Sa  tâche,  ainsi  comprise,  est  ardue;  elle  exige  un  grand  sens 
critique,  car  il  est  souvent  malaisé  de  délimiter  ce  qui,  à  un  mo- 
ment donné  du  développement  de  la  science  que  l'on  enseigne  et 
des  esprits  à  qui  on  Tenseigne,  est  déjà  classique  et  ce  qui  ne  le 
sera  que  plus  tard;  elle  exige  aussi  une  grande  modestie,  car  un 
marcheur  habile  à  gravir  les  roches  les  plus  escarpées  n'a  guère 
occasion  de  tirer  vanité  de  son  agilité  lorsqu'il  promène  un  enfant, 
par  la  main,  sur  une  grande  route. 

Le  livre  de  Kirchhoff  peut  servir  de  modèle  à  ceux  qui  crain- 
draient de  faiblir  dans  cette  tâche.  La  tentation  devait  être  forte, 
pour  l'illustre  professeur  de  l'Université  de  Berlin,  de  consacrer 
son  enseignement  aux  sujets  les  plus  nouveaux  de  la  Science  élec- 
trique, à  ceux  surtout  que  ses  travaux  créaient  ou  développaient. 
Il  a  su  résister  à  cette  tentation,  se  limiter  aux  questions  devenues 
classiques,  plaçant  seulement  çà  et  là  une  amorce  à  laquelle  ceux 
de  ses  élèves  qui  pousseront  plus  loin  l'étude  de  la  Physique 
pourront  aisément  rattacher  leurs  nouvelles  conquêtes. 

P.    DuHEM. 


H.  MENZEL.  —  Ueber  die  Bewegung  einer  Starren  Geraden,  welche 
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GLEiTET.  Inaugural-Disserlation.  In-S*",  G6  pages.  Munster,  1891. 

La  Dissertation  inaugurale,  présentée  par  M.  Menzel  à  la  Faculté 
de  Munster,  est  un  exposé  très  clair  des  divers  problèmes  qui  se 
présentent  dans  Tétude  du  mouvement  d'une  droite  rigide  dont 
plusieurs  points  décrivent  des  plans  ou  des  droites  fixes. 

Considérons  une  droite  g  et  n  points  P<,  P2,  .. .,  P/i,  sur  cette 
droite,  qui  décrivent  respectivement  n  plans  fixes  A|,  A2,  . . .,  A^. 
L'auteur  remarque,  immédiatement,  qu'on  passera,  aisément,  du 
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cas  où  les  points  décrivent  des  plans  aux  cas  où  ils  décrivent  des 
droites,  en  supposant  que  deux  des  points  P|,  P2,  . . .,  P»  viennent 
se  confondre.  Il  suffit  donc  d'étudier  le  cas  général  où  P|,  . . .,  P^ 
décrivent  des  plans  et  le  cas  des  droites  ne  sera  qu'un  cas  particu- 
lier du  cas  général. 

Le  nombre  n  ne  peut  prendre  que  les  cinq  valeurs  i ,  2,  3,  4 
et  5. 

1°  /i  r=:  I ,  un  point  P<  de  g  décrit  un  plan  A.  Par  tout  point 
M  de  l'espace  il  passe  une  gerbe  de  droites,  g  prend  oo*  positions 
dans  l'espace. 

1^  n  =  2^  deux  points  P<,  P2  de  g  décrivent  respectivement 
deux  plans  A|,  A2.  Les  droites  g  forment  un  complexe* 
.3®  n  ==  3,  les  droites  g  forment  une  congruence. 

4°  n=:  ^,  les  droites  g  engendrent  une  sur/ace  réglée. 

5**  /i  =  5,  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  droites  g. 

Ces  cinq  cas  donnent  lieu  aux  deux  problèmes  généraux  sui- 
vants, que  l'auteur  traite  successivement  : 

L  De  combien  de  manières  peut-on  faire  coïncider  un  point 
P  de  la  droite  g  avec  un  point  arbitraire  de  V espace,  lorsque 
g  peut  prendre  compositions  (2**)  ;  quelle  est  la  sur/ace  ou  quelle 
est  la  courbe  décrite  par  P  quand  g  peut  prendre  c»^  (3**)  ou 
00*  (4°) positions? 

IL  Etudier  le  complexe  du  cas  (2°),  la  congruence  (3°)  et 
la  sur/ace  réglée  (4**)* 

Pour  faire  l'étude  du  problème  I,  M.  Menzel  emploie  deux  mé- 
thodes. La  première  méthode  est  une  méthode  de  substitutions 
successives  :  il  traite  d'abord  le  problème  simple  d'une  droite  g^ 
dont  deux  points  Pi,  P2  décrivent  deux  droites  situées  dans  un 
même  plan;  de  là  il  passe  au  cas  où  les  deux  droites  sont  quelcon- 
ques, puis,  au  cas  où  P<  décrit  une  droite  a<  et  P2  un  plan  A2  et 
ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche.  La  seconde  méthode,  plus  élé- 
gante, rentre  d'ailleurs  mieux  dans  l'esprit  général  de  l'exposition, 
car  elle  permet  à  l'auteur  de  traiter  immédiatement  les  cas  géné- 
raux pour  ne  considérer  les  cas  des  droites  que  comme  des  cas  par- 
ticuliers. Voici,  brièvement,  en  quoi  elle  consiste  : 
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Soit  g  une  droite  dont  trois  points  P< ,  P2,  P3  décrivent  respec- 
tivement les  trois  plans  A« ,  A2,  A3.  Soient  O  le  point  d'intersection 
des  trois  plans  A|,  A2,  A3  et  A'^,  A^,  A3  trois  plans  passant  par  P 
et  respectivement  parallèles  aux  plans  A|,  Aa,  A3.  Menons  par  O 
la  parallèle  g'  à  g^  elle  coupe  les  plans  A',,  A!j,  A3  en  trois  points 
Qi>  Q2>Q3îtels  que  OQ,==P/P(i:=:i,2,3).  Les  points  Qi,Q2îQ3 
décrivent  trois  sphères  K|,  Ka»  K.3  de  centre  O.  D'autre  part,  re- 
marquons que 

/  OQ,       P,P 

ôq;  =  ptp  =  ^"'^^'- =  "• 

^'^  1  OQ,       P,P 

(  ÔQ,  =  PTP  =  '"'^^'*  =  ^- 

Donc,  étant  donné  un  point  Q<  arbitraire,  dans  Tespaee,  les 
points  Q2  et  Q3  de  la  droite  OQi  seront  parfaitement  déterminés 

par  les  relations  j^  =  c,  ^^r^  =  A",  et,  si  par  Q« ,  Q2,  Qs  on  mène 

respectivement  des  plans  A^jAgjAg  parallèles  à  AijAajAg,  ces 
trois  plans  se  couperont  en  un  point  P  bien  déterminé,  vérifiant 
les  relations  (i).  On  voit  ainsi  qu'à  tout  point  Qi  de  l'espace  cor- 
respond un  point  P.  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  qu'à  tout  point 
P  correspond  un  seul  point  Q<.  On  en  conclut  que  P  et  Qi  sont 
liés  par  une  collinéation  et,  par  suite,  immédiatement  que,  Q<  dé- 
crivant une  sphère  K<,  P  décrit  une  surface  du  second  ordre  K. 
De  plus,  comme,  dans  cette  collinéation,  le  plan  de  l'infini  se  cor- 
respond à  lui-même,  K  est  un  ellipsoïde.  L'étude  plus  appro- 
fondie de  cette  collinéation  conduit  alors  l'auteur  aux  conclusions 
suivantes  du  problème  1  : 

1°  Lorsque  g  peut  prendre  00'  positions  {n  =  2),  tout  point 
P  de  la  droite  g  peut,  de  deux  façons  différentes,  prendre  une 
position  donnée  dans  l^ espace.  Les  points  P  de  l'espace,  par 
lesquels  passent  deux  droiles  g  réelles,  sont  séparés  des  points 
par  lesquels  passent  deux  droites  g  imaginaires  par  un  cylindre 
elliptique. 

2"  Lorsque  g  peut  prendre  00^  positions  (/i  =  3),  P  décrit  un 
ellipsoïde.  Tous  ces  ellipsoïdes  sont  concentriques.  La  congruence 
formée  par  les  droites  g  appartient  à  un  complexe  tétraédral  dont 
le  tétraèdre  fondamental  a  pour  faces  les  plans  A«,  A2,  A3,  A^. 

3°  Lorsque  g  peut  prendre  oo'  positions  (n  =  4)?  P  décrit  une 
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ellipse.  Le  lieu  des  centres  de  ces  ellipses  est  la  droite  D,  qui  est 
partagée  par  les  plans  A|,  A2,  A3,  A4  dans  le  même  rapport  que 
les  droites  g,  et  de  telle  façon  que  les  segments  interceptés  soient 
minima.  Toutes  ces  droites  g  sont  également  inclinées  sur  D. 
Ces  propositions  sont  connues,  comme  ou  sait. 

4^  Quand  g  ne  peut  prendre  qui!  un  nombre  fini  de  positions 
(/i  =  5),  le  nombre  est  égal  à  2. 

Pour  étudier  maintenant  le  complexe  du  cas  (2°),  on  cherche 
d'abord  son  ordre,  c'est-à-dire  l'ordre  du  cône  engendré  par  toutes 
les  droites  g  qui  passent  par  un  point  M  de  l'espace.  A  cet  effet, 
soit  p  une  droite  quelconque  passant  par  M  qui  coupe  les  pians 
A|,A2  en  deux  points  P|  et  P2.  Pour  que  la  droite/?  soit  une  droite 
g  il  faudra  que  la  longueur  P|  P2  soit  égale  à  une  longueur  donnée 
c.  Portons  alors  sur/?,  à  partir  du  point  M,  une  longueur 

MQ  =  P,P,. 

Pour  que  p  soit  une  droite  g^  il  faudra  que  Q  se  trouve  sur  la 
sphère  Kde  centre  M  et  de  rayon  c.  Or,  le  lieu  du  point  Q  est  un 
cylindre  hyperbolique  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la 
droite  d'intersection  de  A|  et  A2  :  donc  Q  devra  se  trouver  à  l'in- 
tersection de  la  sphère  K  et  du  cylindre  H.  On  en  conclut  que  le 
cône  du  complexe  qui  a  pour  sommet  M  et  pour  base  la  courbe 
(K,  H)  est  un  cône  K*  du  quatrième  ordre  et,  par  suite,  que  la 
courbe  du  complexe  est  de  quatrième  classe. 

Une  étude  directe  du  complexe  (2°),  de  la  congruence  (3°)  et 
de  la  surface  réglée  (4°)î  conduit  finalement  M.  Menzel  à  énoncer 
les  résultats  généraux  dont  voici  un  résumé  : 

Pour  le  complexe  :  Le  cône  K^  du  complexe  est  du  quatrième 
ordre  et  de  la  huitième  classe,  la  génératrice  de  K*  qui  est  paral- 
lèle à  l'intersection  de  Ai  et  A2  est  telle  qu'il  passe  deux  nappes 
du  cône  par  cette  génératrice,  tangentes  entre  elles.  Les  gerbes, 
issues  des  points  cycliques  de  A,,  A2  et  du  point  à  l'infini  sur  la 
droite  (A^,  A2),  appartiennent  au  complexe.  Toutes  les  droites 
des  trois  plans  A,,  A2,  A«  appartiennent  au  complexe.  La  courbe 
du  complexe  A*^  est  de  quatrième  classe  et  du  sixième  ordre. 

Pour  les  congruences  :  Soit  11,  la  congruence  des  droites  g^ 
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telles  que  P|,  Pa,  Pj  décrivent  respectivement  les  plans  A|,  A2,A3. 
ÏIi  est  du  sixième  ordre,  de  la  seconde  classe  et  du  quatrième  rang. 
Les  six  droites  g  qui  passent  en  un  même  point  sont  sur  un  cône 
du  second  ordre.  Dans  chacun  des  plans  A«,  A2,  A3,  A«,  il  y  a  une 
infinité  de  droites  g  qui  enveloppent  une  courbe  de  quatrième 
classe.  Les  six  côtés  du  tétraèdre  T,  formé  par  les  quatre  plans 
A|,  A2,  A3,  A«,  sont  des  droites  doubles  de  la  congruence. 

La  surface  focale  de  la  congruence  IIi  est  du  douzième  ordre  et 
de  la  quatrième  classe. 

En  supposant  que  les  deux  points  P2  et  P3  se  confondent,  on 
obtient  la  congruence  U^  des  droites  g^  dont  un  point  P|  décrit 
un  plan  A|  et  un  autre  point  P2,  une  droite  «2»  ^2  est  du  quatrième 
ordre,  de  la  seconde  classe,  du  second  rang.  Sa  surface  focale  est 
du  huitième  ordre  et  de  la  quatrième  classe. 

Enfin,  pour  les  surfaces  réglées  :  Lorsque  g  peut  prendre  00* 
positions,  elle  engendre  une  surface  réglée  que  nous  désignerons 
par  RJ,  RJ  ou  RJ  suivant  que  g  a  quatre  points  dans  quatre  plans, 
deux  points  dans  deux  plans  et  un  point  sur  une  droite  a^^  ou  deux 
points  sur  deux  droites  af,  a2.  Ces  surfaces  sont  du  quatrième 
ordre,  chacune  d'elles  possède  une  courbe  double  du  troisième 
ordre  qui,  pour  RJ,  se  décompose  en  «3  et  une  conique,  pour  RJ, 
se  décompose  en  ai,  ^2,  et  en  la  droite  a»,  rejetée  à  l'infini,  qui 
rencontre  ai  et  «2-  Sur  chacune  de  ces  surfaces,  il  existe  une  simple 
infinité  d'ellipses  dont  les  plans  enveloppent  une  surface  dévelop- 
pable  de  troisième  classe  qui,  pour  R*,  se  décompose  en  le  fais- 
ceau de  plans  passant  par  a^i  et  un  cylindre  parabolique,  et,  pour 
RJ,  se  décompose  en  les  trois  faisceaux  de  plans  ayant  pour  axes 
rtf,  «2  et  la  droite  a«  qui  rencontre  ai  et  «2.  C.  Bourlet. 


G.  TUML1RZ.  —  Théorie  électromagnétique  de  la  lumière,  Ouvrage  tra- 
duit de  rallemand  par  G.  veut  der  Mensbrugghe.  In-8%  xvi-iSj  p.  Paris, 
llermann,  1892. 

La  théorie,  imaginée  par  Maxwell,  d'après  laquelle  la  lumière 
serait  due  non  pas  aux  vibrations  périodiques  d'un  éther  élastique, 
mais  aux  courants  périodiques  produits  dans  l'intérieur  d'un  éther 
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diélectrique,  attire,  depuis  plusieurs  années,  Tattention  des  phy- 
siciens. Les  récentes  expériences  de  M.  Hertz  ont  accru  encore  le 
crédit  qu'avaient  rencontré  les  théories  de  l'illustre  continuateur 
de  Faraday. 

Ces  théories,  quoique  fort  en  vogue,  sont  peu  connues  en  France 
et  la  raison  en  est  simple.  Les  vues  que  Maxwell  a  émises  sont 
condensées,  plutôt  qu'exposées,^  dans  un  style  concis,  obscur,  qui 
exige  à  chaque  instant  du  lecteur  un  véritable  travail  d'invention. 
D'ailleurs,  ces  vues  représentent  seulement  l'ébauche  de  la  théorie 
électromagnétique  de  la  lumière  et  non  cette  théorie  elle-même, 
avec  tous  les  développements  qui  la  constituent  aujourd'hui.  Les 
travaux  qui  l'ont  développée  sont  dus  à  M.  Helmhoitz,  à  M.  Bollz- 
mann,  à  M.  Gibbs,  à  une  foule  de  théoriciens-,  ils  sont  dispersés 
dans  les  journaux  scientifiques,  dans  les  publications  académiques 
de  l'Allemagne,  de  l'Angleterre,  des  Etats-Unis.  Pour  beaucoup 
de  physiciens,  il  est  difficile  de  se  procurer  tous  ces  Mémoires, 
encore  plus  difficile  de  les  pénétrer  au  point  d'en  apercevoir  l'en- 
chaînement logique,  de  les  réunir  en  un  tout. 

Il  y  a  peu  de  temps,  M.  H.  Poincaré  a  entrepris  d'exposer  les 
idées  directrices  qui  dominent  ces  travaux  dont  nous  venons  de 
parler.  Tout  le  monde  a  lu  le  Livre  qu'il  a  consacré  à  la  critique 
des  théories  de  Maxwell  et  d'Helmhollz.  Tout,  en  eflet,  dans  ce 
Livre,  contribue  à  retenir  l'attention  :  la  largeur  avec  laquelle  les 
diverses  doctrines  sont  esquissées;  la  vigueur  de  la  lumière  qui 
fait  saillir  les  idées  maîtresses,  les  hypothèses  fondamentales, 
comme  aussi  les  difficult<''s  et  les  objections;  tout,  jusqu'au  sep- 
ticisme  bien  dangereux  peut-être,  mais  à  coup  sûr  bien  captivant, 
qui  nous  séduit  en  même  temps  qu'il  nous  trouble  par  l'éclat  mi- 
roitant des  paradoxes. 

Mais  ce  Livre  entraînant  qu'on  ne  peut  quitter,  lorsqu'on  l'a 
ouvert,  qu'on  lit  avec  impatience  comme  un  drame,  où  l'on  assiste 
à  la  lutte  des  idées,  où  1  on  attend  fiévreusement  le  dénouement, 
la  victoire  ou  la  défaite  des  doctrines  de  Maxwell  ;  où  l'on  ressent, 
lorsque  l'auteur  remet  ce  dénouement  à  plus  tard,  la  déception 
que  font  éprouver  certains  romans  qui  ne  finissent  pas;  ce  Livre, 
dîs-je,  n'est  pas  une  œuvre  didactique.  On  imagine  mal  l'impression 
qu'il  produirait  sur  Tesprit  d'un  étudiant  encore  ignorant  des  tra- 
vaux d'Helmholtz  et  do  Maxwell,  et  l'on  peut  même  affirmer  que, 
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perçue  par  une  intelligence  mal  préparée,  cette  impression  y 
pourrait  engendrer  de  funestes  tendances  :  la  persuasion  que  la 
Physique  n'est  pas,  comme  les  Mathématiques,  soumise  aux  règles 
d'une  inflexible  logique;  qu'un  ensemble  de  théories  y  peut  être 
accepté  alors  même  que  ses  différentes  parties  se  contredisent. 

Aussi,  tandis  qu'aucun  physicien  ne  pourrait  prétendre  a 
quelque  compétence  sur  la  théorie  électromagnétique  de  la  lu- 
mière, s'il  n'a  lu  et  médité  l'ouvrage  de  M.  Poincaré,  cet  ouvrage 
ne  satisfait  pas  aux  exigences  du  professeur  ou  de  l'étudiant;  ceux- 
ci  réclament  un  traité  où  cette  théorie  soit  exposée  d'une  manière 
didactique. 

Ce  Traité  indispensable  a  été  écrit  en  i883  par  M.  O.  Tumlirz, 
professeur  à  TUniversité  allemande  de  Prague.  C'est  ce  traité  que 
M.  van  der  Mensbrugghe,  professeur  à  l'Université  de  Gand,  a 
traduit  en  français;  parla,  il  a  rendu  grand  service  aux  physiciens 
français,  qui,  bientôt,  auront  tous  ce  petit  livre  entre  les  mains. 

M.  O.  Tumlirz  a  adopté,  pour  exposer  la  théorie  électromagné- 
tique de  la  lumière,  un  ordre  qui,  à  coup  sûr,  s'impose  comme  le 
seul  logique  ;  il  prend  pour  point  de  départ  la  théorie  de  l'Électro- 
dynamique  tel  que  M.  H.  von  Helmhoitz  l'a  développée  dans  d'im- 
périssables Mémoires.  C'est  par  là  seulement  que  l'œuvre  de 
Maxwell  peut  être  établie  d'une  manière  claire  et  solide. 

Le  livre  est  construit  sur  un  plan  très  simple  :  il  se  divise  en 
deux  sections,  l'une  consacrée  à  l'établissement  des  lois  fonda- 
mentales de  l'ÉIectrodynamique,  l'autre  à  l'exposé  de  la  théorie 
électromagnétique  de  la  lumière. 

L'auteur  examine  d'abord  les  propriétés  essentielles  des  diélec- 
triques; il  définit  les  courants  de  déplacement  ;  puis  il  rappelle 
brièvement  les  lois  classiques  de  l'ÉIectrodynamique,  de  l'Electro- 
magnétisme  et  de  l'Induction;  généralisant  alors  ces  dernières,  il 
développe,  dans  sa  majestueuse  ampleur,  la  théorie,  donnée  par 
M.  H.  von  Helmhoitz,  du  mouvement  de  l'électricité  dans  les  con- 
ducteurs à  trois  dimensions  :  tel  est  le  sommaire  de  la  première 
Section. 

Dans  la  seconde  Section,  M.  O.  Tumlirz  applique  les  lois 
trouvées  à  l'étude  de  la  lumière,  assimilée  aux  courants  fermés 
et  périodiques  qui  peuvent  prendre  naissance  au  sein  d'un  diélec- 
trique; il  étudie  avec  de  grands  détails  les  lois  de  la  réflexion  et 
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de  la  réfraction  de  la  lumière  à  la  surface  des  corps  soit  isotropes, 
soit  cristallisés. 

Le  livre  de  M.  Tumlirz,  écrit  longtemps  avant  les  recherches 
théoriques  et  expérimentales  de  M.  Hertz,  ne  dit  naturellement 
rien  de  ces  dernières;  c'est  une  lacune;  il  est  regrettable  que 
l'auteur  n'ait  pas  ajouté  à  la  traduction  française  quelques  pages 
pour  la  combler.  Cette  lacune,  toutefois,  ne  saurait  empêcher  ce 
livre  de  rendre  les  plus  grands  services;  nous  en  conseillons  vive- 
ment la  lecture  à  ceux  qui  veulent  se  faire  une  idée  nette  et  pré- 
cise des  récentes  doctrines  au  sujet  de  TÉlectrodynamique. 

P.  DuHEM. 


MÉLANGES. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSEE  A  M.  HERMITE  ; 

Par  m.  LIPSCHITZ. 

Désignons  la  situation  d'un  point  sur  la  surface  donnée  par  les 
deux  variables  indépendantes  P,  Q,  et  supposons  que  le  carré  de 
l'élément  linéaire  correspondant  ait  la  forme 

alors  il  s'agit  de  trouver  un  système  de  deux  variables  F,  U  con- 
struit ainsi  qu'à  l'aide  d'une  quantité  finie  et  positive  N  vaille  l'é- 
quation 

(i)  E  c?P« -T-  aF  t/P  rfQ  -f-  G  rfQ*  =  ^{dF*  -h  </U«). 

Maintenant  lu  décomposition  des  expressions  quadratiques  par 
rapport  aux  différentielles,  à  gauche  et  à  droite,  en  facteurs  li- 
néaires, qui  entraîne  l'emploi  de  l'unité  imaginaire  i  =  ^ —  i,  fait 
voir  que  l'expression  à  gauche  est  la  norme  de  la  fonction  linéaire 

vÊrfP+  ^— i^r/Q,  où  A  =  1:G-FS   tandis  que  dF^ -i- f^{]2 
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est  la  norme  de  rfF  -h  i  dU.  Or  comme  Féquation  (1)  exige  que  la 
fonction  linéaire  de  la  gauche  soit  divisible  ou  par  dF  -\-  i  dU  ou 
par  dF  —  idU,  admettons,  ce  qui  suffira,  la  première  supposition . 
Or,  si  Ton  donne  au  quotient  en  question  la  forme  exponen- 
tielle g*"'"'?,  on  aura  au  lieu  de  (i)  l'équation 

(2)  /Ët/P-h  ^-±±)L^dq  =  e^^i?(dF-^idU), 

d'où  suit  que  N  doit  être  la  norme  du  facteur  g«+'P,  ou  N  =  e^^. 
En  jetant  le  facteur  e«+'P  à  la  gauche,  il  parait  que 

(3)  dF-^id{]  =  tf-«-/p  ( /E  dP  -f-  ^  "^  '  ^  dq\ 

doit  être  une  différentielle  exacte.  On  a  donc  la  condition  néces- 
saire et  suffisante 

^^^  dQ dp -^' 

où  la  séparation  entre  les  quantités  réelles  et  imaginaires  entraîne 
les  deux  équations  différentielles  partielles 

<^P  v/È       <^Q        ~  àP  ^K  "^  "^^   ■"    c^F     ~  °* 

da  v/a  ^  JL  _  ^3   /' ^  - 

En  résolvant  par  rapport  aux  quantités  -^>  -â^'  on  acquiert 


(5) 


(fi) 


à<i     v^  V  <^''       "^^^        "^  '"  /ii  ^^ 


d'où  suit  pour  a  l'équation  diiïiérentielle  partielle  du  deuxième 
ordre   présente,    après  avoir  ajouté  aux  deux  nombres  le   fac- 


ao8  PREMIÈRE  PARTIE, 


(7) 


teur-— 


iU^'^-^Sù] 


/ï 


àV 


JiMrï 


âG       F   a/E 


Ici  le  membre  gauche  est  le  paramètre  second  différentiel,  formé 
pour  a,  par  rapport  au  carré  de  Télément  linéaire  de  la  surface; 
le  membre  droit  est  l'expression  de  la  mesure  de  courbure  dans  le 
point  (P,  Q)  de  la  surface,  prise  négativement,  que  Ton  doit  à 
Liouville.  Au  moment  où  a  est  déterminé,^  les  équations  (6)  four- 
nissent ^  en  intégrant  la  différentielle  exacte 

(8)  /       ^    (/a     L   ^P       c>Q  àP        a  oqj 


/  ^    t/5t  r>  V»  1    l/VJ  F      <)E  \      -  _   1 


doL        ^  doL  I  ôG 


et  après  cela  (3)  conduit  à  l'expression  de  la  combinaison  F  -f-  iV 


(9) 


F-hrU=.    f  e-^-'^  hE  rfP  -H  ^  "^  '/^  dQ\ . 


Dans  la  supposition  spéciale  que  la  mesure  de  courbure  k  est 
nulle  partout,  Téquation  (^)  est  remplie  par  a=  o.  Donc  on  a  le 
facteur  réel  N=  i ,  et  les  expressions  de  ^  et  de  F  4-  tU  rentrent 
en  celles  que  j'ai  développées  dans  le  Sitzungsbericht  de  ^ Aca- 
démie de  Berlin  du  lo  mai  de  l'année  i883. 
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CANTOR  (MoRiTz).  —  Vorleslxwex  leber  Grsciiichte  drr  Matiiematik. 
Zweiter  Band,  von  i^too-iôGS.  Erslcr  Theil.  —  Leipzi^;.  Tcubner;  18951. 
5oo  pages  in-8'*. 

Il  j  a  douze  ans  que  le  premier  VoJume  des  ]orlesungen  est 
paru  et  que  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  l'histoire  des  Mathéma- 
tiques attendent  avec  impatience  la  continuation  de  l'œuvre  entre- 
prise par  l'illustre  professeur  d'Heidelberg.  Ce  long  délai  pouvait 
les  rendre  plus  exigeants,  mais  M.  Cantor  sait  tenir  au  delà  de  ce 
qu^on  espère  de  lui. 

Nous  n'avons  encore  que  la  première  Partie  du  second  Volume, 
et  elle  parait  sans  préface  particulière  comme  sans  index  (*).  L'au- 
teur, sans  s'astreindre  rigoureusement  à  l'ordre  chronologique,  y  a 
adopté  une  division,  d'abord  par  siècles,  puis,  à  partir  de  i4oo, 
par  demi-siècles,  avec  une  subdivision  d'ordinaire  géographique  : 

xiii*"  siècle,  —  Chap.  tl.  Léonard  de  Pise  et  son  Liber  Abaci, 
—  42.  Autres  écrits  de  Léonard  de  Pise.  —  43.  Jordan  us  Nemo- 
rarius.  Son  Aritlimetica  elVAlfi^orit/imus  demonstratus.  —  44. 
Du  même  :  De  numeris  datis;  De  triangulis,  —  t5.  Johannes  de 
Sacrobosco,  Johannes  Campanus  et  autres. 

xiy^  siècle.  —  40.  Mathématiciens  anglais  (Bradwardin). i7. 

Français  (Oresme).  —  48.  Allemands.  —  49.  Italiens. 

xv**  siècle  (i'^  moitié),   —  50.   Maîtres  de  calcul  allemands 
Johann  von  Gemunden.  Georg  von  Peurbach.  —  51.  Nicolas  de 
Cusa.  —  52.  Mathématiciens  italiens. 

XV®  siècle  (2®  moitié).  —  53.  Calcul  sur  les  lignes.  Le  Livre 
de  calcul  de  Bamberg.  —  54.  Johannes  Widmann  et  les  commen- 
cements d'une  Algèbre  allemande.  —  55.  Universités  allemandes. 
Kegiomontanus.  —  56.  Édition  d'Euclide  de  Ratdolf.  Alberti. 
Léonard  de  Vinci.  L'Arithmétique  de  Treviso.  —  57.  Luca  Paci- 
uolo.  —  58.  Autres  Italiens.  Les  Français  Chuquet  et  Lefèvre. 


(•)  La  seconde  Partie  vient  de  paraître  en  librairie:  nous  en  rendrons  compte 
priichainement. 

Huit,  des  Sciences  maChém.,  2"  série,  t.  XVF.  (Août  1892.)  ij 


>io  PUEMIÈKK   PAHTIE. 

\M^  sièci(^  (ï^*"  moifié).  —  59.  Mathémaliciens  français,  espa- 
jçnols  et  portugais.  —  60.  Mathématiciens  des  Universités  alle- 
mandes. —  61 .  Maîtres  de  calcul  allemands  et  cossistes  en  dehors 
des  Universités.  —  62.  Michel  Stifel.  —  63.  Géomètres  allemands. 
Mathématiciens  anglais.  —  6i.  Italiens.  L'équation  cubique.  — 
6S.  Premiers  écrits  de  Cardan.  —  66.  Ouvrages  de  Tartaglia.  Der- 
niers écrits  de  Cardan. 

I^  possibilité  de  consacrer  aujourd'hui  cinq  cents  pages  à  l'en- 
semble des  Chapitres  dont  nous  venons  de  donner  les  titres  té- 
moigne hautement  en  faveur  des  recherches  dont  l'histoire  des 
Mathématiques  pendant  le  moyen  âge  a  été  l'objet,  depuis  un 
quart  de  siècle  surtout.  Ainsi  que  le  dit  M.  Cantor,  cette  histoire, 
dans  Montucla,  fait  l'effet  d'une  carte  d'Afrique  telle  qu'on  aurait 
pu  la  dessiner  à  la  même  époque  :  quelques  noms,  de  vagues 
tracés,  d'immenses  lacunes.  Désormais  les  explorateurs  ont  rap- 
porté assez  de  données  pour  que,  s'il  reste  encore  bien  des  décou- 
vertes à  faire,  le  relief  général  commence  à  s'accuser  et  que  le  ca- 
ractère de  la  contrée  soit  suffisamment  précisé.  En  dépouillant 
avec  soin  et  sagacité  les  documents  de  toute  sorte  publiés  jusqu'à 
ce  jour,  en  y  ajoutant  ses  propres  recherches,  M.  Cantor  a  pu  nous 
présenter  un  tableau  vivant  de  l'enseignement  mathématique  dans 
les  Universités  et  dans  les  écoles  de  divers  degrés,  en  même  temps 
qu'il  nous  a  exposé  avec  détail  les  rares  travaux  originaux  grâce 
auxquels  la  Science  a  progressé. 

Malheureusement,  les  diverses  contrées  de  l'Occident  latin  n'ont 
pas  également  fourni  des  travailleurs  pour  la  moisson  à  faire  ;  il 
s'ensuit  que,  dans  l'Ouvrage  de  M.  Cantor,  l'Allemagne  prend  une 
iinporlance  singulière,  grâce  à  la  richesse  des  informations  qui  la 
concernent;  l'Ilalio  est  également  très  bien  partagée;  mais^  pour 
no  pas  parler  de  l'Espagne  et  du  Portugal,  où  il  j  aurait  cependant 
lant  de  recherches  à  (aire,  il  est  clair  que,  pour  l'Angleterre  et 
pour  la  France,  les  études  sur  renseignement  mathématique  au 
nioven  âge  ont  élé  singulièrement  négligées.  Le  nouveau  Volume 
des  Voriesungen  uen  doit  être  que  plus  précieux  pour  nous, 
parce  qu'il  peut  indiquer  ce  qu'il  y  a  à  faire  aux  chercheurs  de 
bonne  volonté;  la  lâche  en  réclame  un  grand  nombre;  mais,  par- 
tout où  il  y  a  une  bibliothèque  de  livres  anciens  ou  de  manuscrits, 
on  peut  trouver  roccasion  d'une  étude  intéressante  sur  quelque 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  an 

Ouvrage  qui  n^est  pas  connu  ou  qui  ne  Test  que  de  nom.  Il  s^agit, 
d^ailleurs.  de  recherches  qui  peuvent  être  entreprises  comme  dé- 
lassement d'autres  travaux  et  qui  n'exigent  pas  une  longue  prépa- 
ration préalable,  comme  Tétude  des  Mathématiques  grecques. 
Puisse  l'appel  que  je  fais  ici  ne  pas  rester  sans  écho!  Des  décou- 
vertes aussi  intéressantes  que  celle  du  Triparty  de  Nicolas  Chu- 
quet  (*)  peuvent  encore  être  espérées,  et  si  noire  patrie  peut  se 
glorifier  d'un  second  Oresme,  nous  ne  devrions  pas,  ce  semble, 
laisser  à  des  étrangers  le  soin  de  nous  le  révéler,  comme  Curlze  a 
fait  pour  l'illustre  évéque  de  Lisieux. 

Je  n'ai  point  l'intention  d'analyser  en  détail  le  nouvel  Ouvrage 
de  M.  Canlor;  on  n'y  trouve  pas,  au  reste,  comme  dans  le  premier 
Volume  des  Vorlesungen,  de  ces  questions  soulevées  depuis  long- 
temps, souvent  débattues  sans  avoir  été  tranchées  et  sur  lesquelles 
il  est  intéressant  de  connaître  l'opinion  d'un  nouvel  historien  qui 
les  a  étudiées  avec  conscience  et  a  su  y  apporter  des  éléments 
jusqu'alors  négligés.  Faut-il  faire  une  exception  pour  l'histoire, 
déjà  maintes  fois  exposée,  de  la  résolution  des  équations  cubiques? 
C'est  un  point  sur  lequel,  en  tout  cas,  les  conclusions  de  M.  (Can- 
lor ne  me  paraissent  pas  donner  matière  à  critique. 

Il  est  certain  que  depuis  que  l'on  s*est  mis  à  étudier  les  Car- 
tetli  (*)  échangés  entre  Luigi  Ferrari  et  Tartaglia,  le  vent  a 
tourné  contre  ce  dernier.  Auparavant,  on  ne  possédait,  pour  juger 
cette  affaire,  que  les  récits  du  Brescian,  Cardan  s'étant  abstenu 
de  toute  polémique  contre  lui  ;  désormais  il  faut  tenir  compte 
d'autres  pièces  du  procès,  et  reconnaître  que  les  accusations  lan- 
cées par  Ferrari  reposent  souvent  sur  des  faits  incontestables. 

Cardan,  en  général,  distingue  avec  soin,  dans  ses  écrits,  ce 
qui  lui  appartient  et  ce  qu'il  emprunte  à  d'autres;  il  ne  cite  pas 
seulement  les  noms  des  inventeurs  qu'il  connaît,  il  remarque  des 
découvertes  qu'il   ne  sait  à  qui  attribuer  (').   On  peut,  sur  ces 


(*)  Publié  par  Aristide  Marre  dans  le  Bulletin  Bonconipagni,  t.  XIII. 

(')  Ils  ont  été  reproduits  dés  1846  par  Gherardi  {Di  alcuni  materiali  per  la 
storia  délia  Faculté  matematica  di  Bologna).  En  1876,  Giordani  en  a  donné 
à  Milan  une  édition  complète. 

(')  Ainsi  celle  du  mode  de  suspension  qui  porte  son  nom  et  qu'il  décrit  dans 
le  WII*  Livre  de  son  Ouvrage  De  subtililate  comme  étant  une  invention  très 
ancienne. 
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ni  de  la  première  assertion  ni  de  la  seconde.  Dans  son  General 
iraltalo  de  i556,  il  raconte  à  sa  façon  ses  démêlés  avec  Ferrari, 
eo  i547  et  i548,  mais  ne  donne  sur  les  équations  rien  qui  ne  fût 
déjà  connu.  Bien  plus,  il  ne  paraît  avoir  jamais  bien  compris  les 
deux  découvertes  capitales  de  Cardan  :  le  procédé  pour  faire  dis- 
paraître le  terme  du  second  degré  dans  Téquation  cubique  com- 
plète, et  la  reconnaissance  de  l'existence  de  trois  racines. 

On  sait  que  Tartaglia  avait  clairement  expliqué  à  Cardan  la  con- 
struction de  la  racine  réelle  pour  les  formes 

(I)  JL^-\-px  —  q, 

(II)  x^  =  pa'-h(/. 

Quant  à  la  troisième  :  x^  -{-  q  =  px^  il  s'était  contenté  de  dire 
qu'elle  se  résolvait  avec  la  seconde,  qui  lui  était  comme  naturel- 
lement jointe.  11  est  probable  qu'il  entendait  seulement  parla  que 
si  p  ci  q  ont  les  mêmes  valeurs  dans  ces  deux  formes,  la  solution 
positive  pour  (II)  se  change  pour  (IIl)  en  négative  avec  la  même 
valeur  absolue. 

C'est  en  clierchant  si  les  réticences  de  Tartaglia  ne  cachaient 
pas  quelque  autre  mystère  que  Cardan,  en  premier  lieu  pour  celle 
troisième  forme,  déduisit  de  la  racine  réelle  les  deux  racines  ima- 
ginaires {radiées  minits,  comme  il  s'exprime),  cl  qu'en  essayant 
de  déterminer  sous  quelles  conditions  ces  racines  pouvaient  de- 
venir réelles,  il  reconnut  le  cas  irréducliblc.  Dès  lors,  il  avait  dé- 
passé Tartaglia,  qui  resta  incapable  de  le  suivre. 

L'étude  du  General  tratlato  a  d'ailleurs  conduit  M.  Canlor  à 
celte  conclusion  que  Tartaglia,  dont  il  reconnaît  pleinement  la 
Jurande  ingéniosité,  élait  mieux  doué,  en  réalité,  pour  la  Géomé- 
trie que  pour  l'Algèbre;  mais  il  est  certainement  singulier  que  ce 
qu'il  a  de  plus  original  dans  cet  Ouvrage  consiste  principalement 
dans  des  constructions  avec  une  seule  ouverlure  de  compas,  sujet 
dont  nous  savons  que  Scipione  del  Ferro  s'était  occupé  sans  rien 
publier,  de  même  que  pour  l'équalion  cubique  (*). 


(*)  J'ajouterai  ici  à  prr)pos  de  Tartaglia  une  roiiianjno  l>ii>li(i;;ra|)hiqiie.  Jr  pos- 
sède un  voluriie  portant  la  date  de  i ')t)i  «'l  la  firme  de  Curtio  Trojano,  l'éditeur 
vénitien,  ami  et  exérul«'ur  te<ilanientaire  de  Tartaplia  (mort  en  vyb'}).  Ce  volume, 
rni  Trojano  semble  a\"ir  «u   rinlenti'Mi  de  réunir  le«i  érrit<i  dr  Tarlaulia  sur  le*^ 
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La  profonde  originalité  de  Cardan  est,  au  contraire,  loiil  à  l'ail 
incontestable  dans  le  domaine  de  TAIgèbre;  s^il  a  emprunté  à  au- 
trui, comme  il  le  déclare  d'ailleurs  lui-même,  le  point  de  départ 
essentiel,  il  _y  a  ajouté,  en  dehors  de  l'invention  propre  de  Ferrari 
pour  Téquation  du  quatrième  degré,  des  découvertes  capitales,  et 
il  n'a  cessé,  pendant  trente  ans,  de  poursuivre  ses  recherches  et 
de  les  généraliser. 

Je  viens  de  ni'étendre  assez  longuement  sur  le  sujet  des  der- 
niers Chapitres  du  nouveau  Volume  de  M.  Cantor,  précisément 
parce  que  ce  sujet  est  à  |)eu  près  le  seul,  pour  la  période  dont  il 
s'agit,  qui  ait  acquis  une  certaine  célébrité  dans  l'histoire  d€S  Ma- 
thématiques. Le  reste  du  Volume  (44^  psig^s)  paraîtra  entièrement 
neuf  à  la  très  grande  majorité  des  lecteurs,  c'est-à-dire  à  tous  ceux 
qui  n'ont  pas  examiné  par  eux-mêmes  les  Traités  originaux,  ou 
qui  ne  se  tiennent  |)as  au  courant  des  publications  spéciales  sur  la 
matière. 

Dans  l'impossibilité,  dès  lors,  de  signaler  ici  tout  ce  qui  méri- 
terait de  l'être,  je  me  contenterai  d'appeler  l'attention  sur  une 
idée  que  M.  (>antor  a  suivie  avec  patience  et  qui  donne  à  son  Livre 
une  unité  inattendue. 


applications  de  la  Srioiuc.  a  pour  lilrc  :  La  nova  scientia  di  Aicolo  Tarlagiia 
con  una  gionta  al  lerzo  libro  cl  n>rii|)ren(l  : 

I*  Les  trois  livres  de  la  .\o\hi  scientia  de  1^37  (le  litre  annonce  deux  autre<i 
livres  que  Nicolo  n'écrivit  jamais,  parce  que  la  matière  en  passa  dans  ses  Quesiti }. 
l'/est  un  essai  de  Balistique,  pour  lequel  Tarlagiia  admet  comme  principe  qu'an 
commcncemenl  de  sa  course  un  projectile  suit  une  ligne  droite  (mouvement  \iu- 
lent),  à  la  lin  une  droite  verticale  (mouvement  naturel  ),  et  que  ces  deux  parties 
de  la  trajectoire  sont  reliées  par  un  arc  de  cercle.  Celte  réimpression  est  datée 
de  i538.  Puis  viennent,  comme  addition  au  troisième  Livre  : 

2*  Les  huit  premiers  Livres  des  Quesiti  de  i5i6;  le  neuvième»  c'est-à-dire  pré- 
cisément celui  ({ui  concerne  l'équation  culuque,  se  trouve  exclu. 

3*  La  Travagliata  invenzione  de  i.j5i,  en  trois  Livres  et  sous  un  autre  titre: 
Jiegola  générale  di  solevare  ogni  fondata  nave  e  naviliicon  ragione. 

\°  I^es  Jiagionanienti  de  lôji,  en  deux  Livres,  dont  le  premier  est  un  commen- 
taire sur  Arcliimède  De  insidentibus  aquœ^  L 

\jt  point  curieux  de  cette  réimpression  est  (|ue,  tandis  (|uc  la  première  édition 
du  dernier  Ouvrage  le  présente  sous  l'orme  de  dialogue  entre  Tarlagiia  et  l'anglais 
Kicliard  Wenlwortii,  Trojano  a  substitué  son  propre  nom  à  celui  de  Tclranger. 
Il  n'attacliait  donc  aucune  importance  historique  à  cette  forme.  C'est  assez  dire 
que  les  dialogues  des  Quesiti  ne  peuvent  être  considérés  que  comme  purcmcnl 
fictifs  cl  que  leurs  dates  ne  peuvent  être  invoquées  en  faveur  de  Tarlagiia. 
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Celle  idée  est  celle  de  Topposilion  entre  la  tradition  de  Léonard 
de  Pise  et  celle  de  Jordanus  Nemorarius.  Le  premier,  étranger  aux 
Universités,  un  marchand  entre  mille,  n'a  eu  sur  renseignement 
qu'une  influence  très  restreinte.  Ses  manuscrits  sont  restés  con- 
finés en  Italie,  et  ce  n'est  que  peu  à  peu  que  les  innovations  utiles 
qu'ils  renfermaient  se  sont  propagées  dans  les  écoles. 

Jordanus  de  Saxe,  premier  général  des  Dominicains  après  leur 
fondateur,  chef  d'un  ordre  qui  dès  l'origine  se  consacre  à  l'en- 
seignement, avait  composé  des  écriis  mathématiques  d'une  valeur 
incontestable,  qui  furent  adoptés  dans  les  écoles  et  longtemps 
imités  ou  reproduits,  même  avec  leurs  défauts. 

Il  n'y  eut  pas,  en  réalité,  rivalité  entre  deux  traditions,  mais 
lente  pénétration  de  Tuiic,  classique  et  universitaire,  par  l'autre, 
indépendante  et  laïque.  M.  Cantor  relève  avec  soin  les  difl'érences 
caractéristiques  que  présentent  ces  deux  traditions  dès  l'origine. 
Ainsi,  par  exemple,  Jordanus  considère  la  duplication  et  la  dimi- 
diation  comme  des  opérations  de  calcul  particulières,  que  ne  re- 
connaît pas  Léonard.  Celui-ci  enseigne  la  preuve  par  9,  que 
l'autre  ignore.  Pour  la  seconde  puissance,  Léonard  dit  censuSy 
Jordanus  dit  quadralus.  Celui-ci  enseigne  l'extraction  de  la  ra- 
cine cubique  au  même  titre  que  celle  de  la  racine  carrée,  en  s'ar- 
rêtant  d'ailleurs  aux  unités;  Léonard,  au  contraire,  donne  des 
procédés  d'approximation,  et  il  se  présente  comme  l'inventeur  de 
la  méthode  d'extraction  qu'il  expose  pour  la  racine  cubique, 
comme  si,  d'ailleurs,  on  ne  lui  en  avait  jamais  enseigné  aucune. 

Il  n'est  pas  aisé  de  reconnaître  toutes  les  sources  auxquelles  les 
deux  grands  niiithématiciens  du  xiii*'  siècle  avaient  puisé  les  élé- 
ments de  leur  science,  mais,  en  particulier,  pour  les  points  qui 
viennent  d'être  indiqués,  .\L  (Cantor  a  fait  une  remarque  très  cu- 
rieuse. Toutes  les  dillérences  signalées  entre  Jordanus  et  Léonard 
se  retrouvent  entre  deux  auteurs  arabes,  Alnasavi  et  Alkarchi  (ce 
dernier,  par  exemple,  à  la  différence  de  l'autre,  enseignant  à 
pousser  plus  loin  que  l'unité  l'extraction  d'une  racine  carrée,  mais 
non  à  extraire  une  racine  cubique,  en  sorte  que  Léonard  a  dû 
effectivemeivl  inventer  un  procédé  pour  cette  opération). 

Ces  deux  auteurs  arabes,  à  peu  près  contemporains  et  tous  deux 
en  relations  avec  les  souverains  de  Bagdad,  appartenaient  à  deux 
écoles  qui,  séparées  par  des  querelles  religieuses  et  politiques,  ne 
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voulaient  rien  savoir  l'ane  de  l'autre;  Tune  de  ces  écoles,  celle 
d'Alnasavi,  représentait,  d'ailleurs,  de  préférence  en  Mathémati- 
ques la  tradition  hindoue,  celle  d'Alkarchi  la  tradition  grecque. 
Mais  leurs  divergences  réelles  ont  un  caractère  d'opposition  sys- 
tématique qui  ne  peut  s'expliquer  par  des  motifs  purement  scien- 
tifiques ou  pédagogiques.  Il  est  certainement  singulier  que  cette 
rivalité  passagère,  par  suite  évidemment  d'un  simple  hasard,  ait 
eu  son  contre-coup  dans  l'occident  latin  et  y  ait  amené  des  diver- 
gences de  tradition  qui  ne  s'évanouirent  qu'après  trois  siècles  et 
plus. 

II.  J'ajouterai,  aux  remarques  qui  précèdent,  diverses  obser- 
vations de  détail  qui  se  sont  présentées  à  mon  esprit  pendant  la 
lecture  du  nouveau  Volume  des  Vorlesuns^en,  Je  le  fais  d'ailleurs 
bien  moins  dans  le  but  d'adresser  des  critiques  à  M.  Canlor  que 
dans  celui  de  mieux  appeler  l'attention  sur  la  très  grande  richesse 
documentaire  de  son  Ouvrage. 

Page  10,  ligne  8  et  suivantes  :  «  Les  nombres  premiers,  que 
Léonard  (de  Pise)  appelle  numéros  sine  regulis,  se  seraient,  d'a- 
près lui,  nommés  coris  canon  chez  les  Grecs,  hasani  chez  les 
Arabes.  Cette  double  remarque  linguistique  n*esl  pas  tout  à  fait 
exacte.   » 

Il  me  paraît  que,  s'il  y  a  eu  inexactitude  de  la  part  de  Léonard, 
elle  se  trouve  surtout  dans  la  traduction  latine  (|u'il  a  donnée  des 
termes  grecs.  A  la  vérité,  comme  le  constate  M.  Cantor,  on  ne 
retrouve  ces  derniers  termes  dans  aucun  Ouvrage  grec,  et  chez  les 
auteurs  arabes,  le  mot  hasam  est  employé  avec  des  significations 
techniques  différentes  (*).  Mais,  quoique  Léonard  ait  incontes- 
tablement étudié  à  fond  divers  Traités  mathématiques,  il  doit  re- 
présenter beaucoup  plutôt,  pour  nous,  la  tradition  de  l'enseigne- 
ment oral  que  celle  de  la  Science  livresque.  Or,  si  l'on  réfléchit 


(')  Hasam,  proprement  qui  ne  s'énonce  pas^  a  été  Iraduil  au  moyen  âge  par 
surdus  (sourd),  et  a  ordinairement  la  signification  technique  d'irrationnel. 
Alkarchi  et  Bchaeddin  ont  également  employé  ce  terme  pour  désigner  un  nonrbrc 
non  carré  et  non  divisible  par  l'un  des  neuf  premiers  nombres.  On  voit  que  celte 
signification  se  rapproche  de  celle  du  nombre  premier. 
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aux  divergences,  parfois  assez  singulières,  que  l'on  peut  constater 
de  nos  jours  entre  la  terminologie  mathématique  du  professeur 
et  celle  de  l'auteur,  on  ne  trouvera  rien  d'extraordinaire  à  ce  que 
Léonard  nous  ait  conservé  quelques  expressions  réellement  em- 
ployées par  ses  maîtres  arabes  ou  grecs,  mais  n'ayant  jamais  été 
consacrées  ailleurs  que  dans  ses  propres  écrits. 

Que  Fibonacci  ait  parlé  le  grec  au  moins  autant  que  l'arabe, 
c'est  d'ailleurs  ce  dont  on  ne  peut  douter  à  ses  transcriptions;  ce 
sont  des  mots  qu'il  a  entendu  prononcer,  que  peut-être  il  n'a 
jamais  lus.  Mais  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  a-t-il  vraiment,  comme 
je  l'ai  dit,  donné  une  traduction  inexacte? 

Canon,  au  propre  en  grec  (xavtiv),  signifie  règle.  11  est  donc 
vrai  que  sine  regulis  est  bien  une  traduction  et  que  d'ailleurs  il 
faut  lire  coris  canonon  (x^plç  xavdvwv  ). 

Mais  comment  cette  expression  a-t-elle  été  employée  pour  dési- 
gner les  nombres  premiers?  comment  peut-on  dire  qu'ils  soient 
sans  règles? 

Le  mot  /.avdiv  a,  dans  le  langage  mathématique  grec,  un  sens 
technique  tout  spécial.  C'est,  en  effet,  ce  mot  que  Ptolémée  et  tous 
les  auteurs  emploient  pour  désigner  les  Tables  servant  aux  calculs 
astronomiques.  Or  les  marchands  que  pratiquait  Léonard  de  Pise 
se  servaient  évidemment  aussi,  pour  leurs  calculs,  de  Tables  comme 
on  en  rencontre,  au  reste,  plusieurs  dans  les  Ouvrages  du  moyen 
âge  cités  par  M.  Cantor.  Ces  Tables  ou  baréincs,  particulièrement 
indispensables  pour  la  conversion  des  monnaies,  par  exemple,  de- 
vaient nécessairement  être  appelées  y.avovîç  par  les  Grecs. 

L'expression  ^wpl;  y.av6v(i)v,  d'après  le  sens  propre  de  ;(wp{^,  si- 
gnifie donc  «  hors  des  Tables  ». 

Or,  si  une  Table  en  particulier  donne  des  nombres  a  d'après 
des  arguments  6,  l'expression  «  hors  de  Table  »  ne  peut  évidem- 
ment s'appliquer  aux  nombres  6;  elle  se  dira  des  nombres  a  qui 
ne  figurent  pas  dans  la  Table,  et  pour  lesquels,  dès  lors,  si  l'on  veut 
retrouver  l'argument  6  correspondant,  il  faut  faire  une  interpola- 
tion ou  un  calcul  direct. 

Grâce  à  ces  remarques,  il  me  semble  que  la  désignation  /wplç 
xavévwv  pour  les  nombres  premiers  devient  très  claire.  Elle  se 
rapporte  à  cette  propriété  rvidenle  deees  nombres,  de  no  pouvoir 
être  fournis  par  un  barème.  F^lle  est  rraillours  historiquement  in- 
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tércssanle,  en  ce  qu'elle  témoigne  de  rimporlance  pratique  des 
Tables  dans  les  opérations  de  calcul  au  nio^en  âge. 

Page  43,  ligne  22  :  En  rapportant  la  solution  numérique  don- 
née dans  le  Flos  de  Léonard  de  Pise  de  Téquation  du  troisième 
degré 

M.  Cantor  remarque  que  Temploi  des  fractions  sexagésimales 
(allant  jusqu'à  la  sixte)  paraît  poussé  plus  loin  que  partout  ail- 
leurs. Le  fait  n'est  pas  douteux  pour  les  calculs  ordinaires,  mais, 
en  Astronomie,  l'usage  de  la  sixte  comme  limite  extrême  de  Tap- 
proximation  était  classique  depuis  Ptolémée.  Comme  de  fait  les 
astrologues  de  Frédéric  II  étaient  les  seuls  juges  compétents  des 
travaux  de  Léonard,  il  est  naturel  qu'il  ait  voulu  pousser  son  calcul 
jusqu'à  la  fraction  consacrée. 

Quant  à  la  méthode  que  Léonard  a  pu  emplover  pour  obtenir 
une  approximation  aussi  exacte,  II  ne  me  semble  pas  qu'elle  ait 
été  particulièrement  élégante,  sans  quoi  il  l'aurait  probablement 
exposée. 

L'homme  qui,  n'avant  appris  aucun  procédé  pour  extraire  une 
racine  cubique,  avait  su  s'en  forger  un,  ne  devait  pas  se  trouver 
embarrassé  pour  résoudre  numériquement  une  équation  du  troi- 
sième degré;  la  longueur  des  calculs,  avec  les  fractions  sexagési- 
males, a  pu  d'ailleurs  être  singulièrement  réduite,  quel  que  fut  son 
procédé,  grâce  à  l'emploi  de  Tables  de  multiplication  pour  ces  frac- 
tions, Tables  qu'on  devait  nécessairement  posséder  pour  les  calculs 
astronomiques. 

Page  83  et  stn\'anlrs  :  M.  Cantor  [)arle  avec  quelques  détails 
des  Deux  pius  anciens  Traités  français  ciAlgorisnie  et  de  Géo- 
métrie, publiés  par  M.  Ch.  Henry  dans  le  Bulletin  Boncompa- 
gnif  t.  XV. 

Il  est  très  regrettable  que  ces  fragments  du  \m'  siècle,  car  on 
ne  peut  guère  leur  donner  un  autre  nom,  ne  nous  aient  été  con- 
servés que  par  un  manuscrit  non  seulement  très  incorrect,  mais 
clans  un  désordre  complet  et  avec  des  lacunes  énormes;  il  est  re- 
grettable que  l'éditeur  ne  se  soit  pas  donné  la  peine  de  remédier, 
dans  la  mesure  du  possible,  aux  vices  de  Tori^inal  et  qu'il  ne  nous 
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ail  donné  qu'un  texte  à  peu  près  inutilisable.  Je  dois  aie  borner 
à  indiquer  quelques  corrections  sur  les  citations  faites  par 
M.  Canior. 

D'après  le  texte  édité,  la  première  partie  de  la  Géométrie  con- 
siste à  trouver  la  «  mesure  des  planètes  )>  ;  il  faut  lire  planeces. 
Ce  mot  (pour  aire  plane)  s'écrirait  aujourd'hui />/a/te55e;  il  est 
régulièrement  formé  (de  planitid)  et  Ton  peut  regretter  qu'il  ne 
soit  pas  resté  en  usage. 

La  hauteur  d'un  triangle  est  appelée  linel  ou  lunax  :  li^ez  livel 
ou  liviax  (c'est-à-dire  liveau)  (*).  C'est  le  mot  que  nous  em- 
plojons  corrompu  sous  la  forme  nii'eau,  et  qui  désigne  originai- 
rement le  ni-à-plomb. 

Uorneure  du  cercle,  pour  désigner  la  superficie  de  la  sphère, 
est  une  leçon  douteuse,  qui  correspond  probablement  à  notre  mot 
ornière, 

M.  Cantor  aurait  pu  trouver,  dans  le  même  texte,  la  plus  an- 
cienne mention  écrite  du  calcul  avec  les  jetons-unités  tel  qu'il 
fut  usité  au  moyen  âge  (  *•*). 

«  Or  commencerons  de  l'art  d'arismetike  :  si  commence  en  tel 
forme  :  car  tous  li  nombre,  de  I  dus  qu'à  X,  sont  appelé  rf<?-^zy?/e, 
parche  ke  li  uns  se  gete  sor  l'autre.    » 

Il  j  a  là  une  explication  tout  à  fait  fantaisiste,  bien  entendu,  du 
terme  digit  (')  appliqué  aux  neuf  premiers  nombres.  Mais  cette 
explication  suffit  à  prouver  combien  l'usage  des  jetons  de  calcul 
était  répandu. 

Jeter  sur  signifie  d'ailleurs  multiplier  par  :  nous  trouvons,  en 
eflet,  plus  loin,  par  exemple  :  u  toutes  disaines  getées  par  deseur 
cent  valent  mil   ». 

Le  calcul  se  faisait  sur  des  lignes  parallèles  afiectées  aux  unités 
de  difTérents  ordres;  un  jeton  sur  la  ligne  valait  une  unité  de  cet 
ordre;  entre  deux  hgnes,  cinq  unités  de  l'ordre  inférieur.  En  grott- 


es) De  même  le  texte  dont  il  s*agil  porte  indifféremment  tonet  ou  toniax  pour 
notre  mot  tonneau. 

(')  Les  Traités  qui  enseignent  ce  calcul  n'apparaissent  que  vers  la  deuxième 
moitié  du  xv*  siècle,  avec  l'imprimerie. 

(*)  Digitus,  doigt,  par  opposition  à  articulas,  nombre  entier  de  dizaines.  Ces 
ternies  étaient  devenus  classiques  depuis  la  Geometria  du  Ps.-Boècc. 
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pant  les  jetons  dont  on  possédait  un  nombre  suffisant,  on  pouvait 
figurer  sur  les  lignes  plusieurs  nombres  distincts. 

Ce  procédé  (sauf  quelques  variantes  de  détail)  a  été  connu  des 
Grecs  comme  des  Romains,  comme  il  l'avait  été  avant  eux  des 
Égyptiens  et  probablement  des  Babyloniens;  c'est  de  là  que  nous 
est  venu  le  terme  de  calcul  {calculusy  caillou,  jeton  ;  en  grec 
^^çc;,  avec  la  même  signification).  Mais  s'il  est  attesté  par  des 
monuments  figurés  de  la  plus  haute  antiquité,  on  ne  trouve  nulle 
part  de  description  ancienne  des  opérations. 

Les  premiers  Traités  qui  parlent  de  Vabacus,  au  x®  siècle  de  notre 
ère,  enseignent  un  système  tout  différent,  puisque,  au  lieu  de  jetons- 
unités,  on  emploie  des  jetons  marqués  de  i  à  9;  il  faut  attendre 
l'apparition  de  Timprimerie  pour  trouver  des  livres  enseignant  le 
calcul  sur  les  lignes  avec  des  jetons-unités. 

Il  n'y  a  pas  à  supposer  cependant,  malgré  Tapparence,  que  le 
dernier  calcul  ait  été,  à  un  certain  moment,  supplanté  par  l'emploi 
de  l'abacus  de  Gerbert.  puis  qu'il  ait  repris  le  dessus  et  qu'il  se 
soit  même  développé  précisément  au  moment  où  triomphaient  dé- 
finitivement les  chiffres  modernes. 

La  vérité  est  que  le  calcul  avec  les  jetons  a  toujours  été  Tapa- 
nage  des  illettrés;  il  s'est  en  conséquence  transmis  par  simple 
tradition  orale,  jusqu'au  moment  où  l'imprimerie  a  permis  de 
faire  des  livres  assez  bon  marché  pour  faciliter  l'enseignement. 
L'invention  Se  l'imprimerie  a  d'ailleurs  amené,  avant  les  derniers 
progrès  de  l'instruction,  l'existence  d'une  classe  nombreuse  de 
gens  sachant  lire,  mais  ne  sachant  pas  écrire  ou  écrivant  mal. 
Ceux-là  apprenaient  à  calculer  avec  des  jetons,  ce  qui  de  fait  est 
plus  aisé  que  d'apprendre  seulement  à  tenir  une  plume.  L'usage 
en  était  encore  très  répandu  en  France  au  xviii*'  siècle. 

L'abacus  de  Gerbert  et  du  Ps.-Boèce  n'a  jamais  fait  en  réalité 
concurrence  à  l'abaque  populaire;  c'était  une  invention  savante 
pour  l'époque  (elle  exige  que  l'on  connaisse  les  Tables  d'addition 
et  de  multiplication),  calquée  sur  les  procédés  du  calcul  écrit 
(des  Arabes),  répondant  d'ailleurs  aux  besoins  d'une  époque  où 
les  lettrés  eux-mêmes  n'écrivaient  guère  (*),  où  il  leur  était,  par 


(')  Le  p;irflii;min  «'lail  trop  roùt«Mi\  ;  r'«'Mnit  «riiiikMirs  alf>r<i  une  sp<'TialilO  que 
d'écrire. 
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suile,  plus  commode  d'avoir  un  procédé  de  calcul  manuel  relali- 
vement  perfectionné  que  de  recourir  à  l'encre.  La  lulte  des  aba- 
cistes  el  des  algorithinistcs  (calculateurs  employant  les  cliiflres 
modernes),  aux  xi"  et  xii®  siècles,  n'a  donc  été  que  la  lutte,  pour 
la  classe  lettrée,  entre  l'écriture  et  le  procédé  manuel  qui  la  rem- 
plaçait pour  le  calcul;  la  couche  inférieure  des  illettrés  n'a  été 
atteinte  que  trois  siècles  après. 

P.  1 19.  —  M.  Cantor  s'étend  longuement,  à  très  juste  titre,  sur 
le  Tractatus  de  latiludinibus  formaruni  de  Nicole  Oresme,  où 
l'on  trouve  le  principe  de  la  représentation  d'une  quantité  va- 
riable {forma)  au  mojen  d'une  ordonnée  [latiludo)^  rapportée 
à  une  abscisse  {longltudo),  figurant  le  temps,  par  exemple.  Mais 
la  remarque  d'Oresme  que,  si  lajigura  comporte  un  arc  de  cercle, 
il  doit  être  plus  petit  qu'une  demi-circonférence,  me  paraît  devoir 
se  justifier  par  l'impossibilité  de  considérer,  dans  de  telles  repré- 
sentations, deux  ordonnées  pour  une  même  abscisse  plutôt  que 
par  celle  de  considérer  des  abscisses  négatives. 

P.  182.  —  Peut-être  le  savant  auteur  des  Vorlesungen  a-t-il 
été  trop  indulgent  pour  les  malheureuses  tentatives  de  Nicolas 
Cusanus,  sur  la  quadrature  du  cercle.  Je  n'y  peux  guère  voir  qu'un 
singulier  exemple  de  nescience  mathématique.  Ainsi  pour  la  qua- 
drature que  Cusanus  appelle  per  lunulas,  M.  Cantor  nous  dit  : 

«  Il  décrit  un  cercle  de  rayon  7  avec  le  carré  inscrit  et  le  cir- 
conscrit, f^e  premier  de  ces  carrés  a  une  surface  de  98,  le  second 
une  de  196.  Maintenant  Cusanus  choisit  —  il  n'est  |)as  aisé  de  voir 
pourquoi  —  un  carré  ayant  1  fi  i  de  surface,  il  forme  121  — 98  =  28, 
dont  il  retranche  le  double  /\6  de  196;  le  reste  i5o  doit  être  la 
surface  du  cercle,  avec  cette  remarque  toutefois  que  fait  Cusanus, 
que  ce  nombre  est  un  peu  trop  petit  :  il  aurait  fallu,  au  lieu  de  121, 
prendre  un  carré  un  peu  moins  fort,  pour  avoir  un  résultat  abso- 
lument exact.  » 

Il  ne  me  paraît  pas  très  difficile  de  retrouver  la  suite  des  idées 
de  Cusanus.  S'il  est  parti  du  cercle  de  rayon  7,  c'est  évidemment 
qu'il  connaissait  l'approximation  d'Archimède,  7c  =  ^;  il  savait 
donc  que  la  surface  de  son  cercle  était  d'environ  i54.  H  voyait 
d'ailleurs  qu'il  aurait  eu  cette  valeur  exacte,  s'il  en  avait  connu 
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la  dUTérencc  au  carré  circonscrit,  c'esl-à-dire  la  surface  des  quatre 
coins  laissés  entre  le  carré  et  le  cercle  el  qu'il  semble  avoir  dé- 
signée sous  le  terme  de  lunules.  Mais  celte  surface,  il  savait  seule- 
ment qu'elle  devait  être  supérieure  à  196  —  i54  =  4^»  tandis  que 
la  différence  entre  le  cercle  et  le  carré  inscrit  doit  être  inférieure 
à  1  54  —  9^  =  ^6.  Dans  ces  conditions,  il  cherche,  entre  les  divers 
nombres  qu'il  a  posés,  une  relation  numérique  qui  le  satisfasse 
et  comme,  sans  doute  après  des  tâtonnements  au  liasard,  il 
remarque  qu'en  ajoutant  à  98  la  moitié  de  ^'à  on  a  119,  qui  est 
voisin  du  carré  parfait  121  (et  probablement  qu'en  ajoutant  à  ce 
carré  les  \  de  4'^  on  retrouve  à  peu  près  la  surface  du  cercle),  il 
s'imagine  avoir  trouvé  la  relation  qui  doit  conduire  à  la  quadra- 
ture. C'est  sans  doute  un  exemple  historique  de  la  façon  dont  il 
ne  faut  pas  raisonner  en  Géométrie,  mais  il  n'j'  a  rien  de  plus. 

P.  aSj.  —  Le  manuscrit  de  Diophante  vu  à  Venise  par  Regio- 
montanus  vers  i464  est  très  certainement  le  Marcianus  3o8  qui 
a  appartenu  au  Cardinal  Bessarion,  protecteur  du  savant  allemand. 
Le  Cardinal,  alors  en  Grèce,  venait-il  d'envojer  ce  manuscrit  à 
Venise?  En  tous  cas,  Regiomontanus,  malgré  quelques  velléités 
de  le  traduire,  après  en  avoir  reconnu  l'importance,  ne  paraît 
point  l'avoir  sérieusement  étudié. 

P.  238.  —  A  la  liste  des  publications  mathématiques  de  Lefèvre 
d'Etaples,  aurait  dil  être  ajoutée  son  Epilome  el  introductio  in 
libros  arithnxelicos  Severini  Boetiiy  qu'il  joignit  à  son  édition 
des  Elementa  arilhmetica  cuni  demonstrationibus  de  Jordanus 
Nemorarius(i496,  in-f")  et  qu'il  reproduisit  en  i5o3,  i5io,  i5i4, 
i522,  sans  compter  les  réimpressions  postérieures. 

P.  345.  —  J^a  première  édition  de  la  Proloniathesis  d'Oronce 
Fine  paraît  datée  de  ij3o  el  non  de  i532.  Au  reste,  toute  la 
bibliographie  mathématique  du  xvi*^  siècle  serait  à  refaire  pour  la 
plupart  des  auteurs;  l'habitude  des  éditeurs  de  cette  époque,  de 
mettre  en  vente  la  même  composition  sous  des  feuilles  de  titre 
diff*érentes,  occasionne  de  nombreuses  confusions  et  entraîne 
fréquemment  des  incertitudes. 

P.  355.  —  De  l'édition  de   k^c):"»  du   Tractatus  Atithmeticae 
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praciicae  de  Sanchez  Cirvelo,  Indiquée  coinine  douleiise  par 
M.  Cantor,  il  y  a  deux  exemplaires  à  Paris,  l'un  à  la  Mazarine, 
l'autre  à  S'*-Geneviève. 

P.  386.  —  Une  Iraduclion  française  du  Traité  espagnol  d'Arith- 
métique et  de  Géométrie  de  Juan  Ortega  a  paru  dès  i5  i5  à  Ljon, 
(Baland)  sous  son  nom  francisé  :  Jean  de  Lorlie. 

P.  384-  —  Si  l'algorithme  de  Theodorich  ïswivel  (looj)  est 
enseigné per  Ji g uraru m  {more  A lemannorum)  deletionem,  on 
doit  opposer  à  ce  titre  celui  de  V Enchiridion  de  Huswirt(i5oi), 
{/ialorum  more)  sine  Jigurarum  deletione  percommode  trac- 
tum.  Il  j  a  donc  à  cette  date  en  Allemagne  lutte  de  deux  procédés 
de  calcul,  Fun  dans  lequel  on  doit  effacer  et  remplacer  par  d^autres 
les  chiffres  déjà  obtenus,  ce  qui  est  la  méthode  ancienne,  qualifiée 
d'allemande,  l'autre  qui  est  notre  procédé  moderne,  appelé  italien. 

P.  4^0.  —  Il  n'y  a  pas  à  s'étonner  que,  dans  son  Commentarius 
in  i  I  modos  conjiciendœ  cubi  duplicationis  Ae  1022,  Wernerait 
attribué  à  Phyloponus  la  même  solution  qu'à  Philon  de  Bjzance, 
d'après  Eutocius.  Le  commentaire  de  Jean  Philoponus  sur  les 
analytiques  postérieurs  d'Aristote,  commentaire  où  se  trouve  cette 
solution  tout  au  long,  était  de  fait  imprimé  depuis  i5o4  (Venise, 
in-f").  Elle  y  est  d'ailleurs  attribuée  à  Apollonius  de  Perge. 

Paul  Tanker  y. 
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RECHERCHE  DU  MOUVEMENT  D'UN  POINT  MâTËRIEL  SUR  UNE  SURFACE 

DÉPOLIE  ; 

Par  m.  a.  de  S  VINT-GERiM\IN. 

Au  début  d'une  Note  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences  du  1 5  février  1 892,  M.  Appell 
donne  d'élégantes  formules  pour  déterminer  le  mouvement  d'un 
point  sur  une  surface  dépolie,  rapportée  à  trois  axes  coordonnés 
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rectangulaires.  Je  vais  montrer  que,  pour  le  cas  où  l'on  emploie 
des  coordonnées  curvilignes  orthogonales,  on  a  des  formules  ana- 
logues qui  se  déduisent  immédiatement  des  équations  de  Lagrangc 
et  je  les  appliquerai  à  un  problème,  relativement  très  simple,  dont 
la  solution  se  ramène  à  des  quadratures.  Soient 

les  équations  de  trois  familles  de  surfaces  triplement  orthogo- 
nales et 

dsi  =  \/Êidqi,         dsi  =  ^Eidqi,         ds^^^E^dqz 

les  arêtes  du  parallélépipède  élémentaire  compris  entre  trois  sur- 
faces ^1,  ^2?  ya  et  trois  surface*  infiniment  voisines.  Considérons 
un  point  M,  de  masse  égale  ù  Funité,  assujetti  à  rester  sur  la  sur- 
face S  définie  [)ar  Téquation 

(i)  "^{qu  qt.  q%)  —  o. 

et  sollicité  par  une  force  P,  dont  les  composantes  suivant  les  direc- 
tions ds^y  ds2^  ds^  sont  P|,  P2,  P.i  :  il  s'agit  de  déterminer  son 
mouvement  en  supposant  que  S  donne  naissance  à  une  force  de 
frottement /N,  N  étant  la  pression  normale  qu'elle  supporte.  M  se 
mouvra  comme  un  point  libre  sollicité  par  la  force  P,  par  une 
force  IN  représentant  la  réaction  normale  de  S  et  par  une  force^N 
dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse  V.  Les  angles  de  la  normale 
à  S  avec  c/^i,  ds^,  ds-i  ont  pour  cosinus 


ov/î^<>7i'       pv/li^'^7'?'       p^Er^'^'J^'      '' ~'~^V  ^'^iKàqi/    '^"" 

nous  su|>[)()serons  le  signe  de  p  choisi  de  manière  que  la  directioim 
définie  par  ces  cosinus  soit  celle  de  la  réaction  N  elle-même,  dont 
les  projections  sur  <'/.v,,  c/.sv,,  c/.Ç;,  s'expriment  immédiatement:  quant 
à  celles  de  la  force  de  froilement,  elles  sont 


-f^^L,     _/N'/L/is     _^N 


7i  v/lVi 


V 


Cela  posé,  les  lois  du  mouvement  et  la  valeur  de  N  seront  dé- 
terminées  par  Téqualion   (1)   et  par   les    trois   équations  de  La- 
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grange  : 

dq\       ^àEy,        <>E,  ^  «JE,  I  ÔE,  I  dE, 


Des  équations  (2),  nous  déduirons  une  première  relation  indé- 

N         /"N 
pendante  de  N  en  éliminant  entre  elles  —  et  ^~-  qui  y  entrent 

linéairement;  le  résultant  peut  se  mettre  sous  forme  de  détermi- 
nant : 


dq\          I   dE,                             I   (JE,                       ,— 

•      •      • 

(J<p 

(Jgrj 

E.îi 

„   rfy',    ,    I  (JE,  _,,  ,              i  dE,  ^,,      p    /îj- 

(3)        =0 


Si  Ton  ne  regarde  plus  t  comme  la  variable  indépendante,  on 
devra  remplacer  les-~^  par ^^  ,     ^* Aux  éléments  de  la 

première  colonne  ajoutons  ceux  de  la  troisième  multipliés  par  -rr^  : 

au  lieu  des  termes  E/-~>  nous  aurons  jikd^Çij  O"  ^^^'"T»  '  ^^ 

prenant  s  pour  variable  indépendante.  Si  nous  remplaçons  encore 

les  q'^  par  V-^j  nous  reconnaîtrons  que  l'équation  (3)  exprime 

Fégalité  entre  la  projection  de  P  sur  la  normale  géodésique  à  la 
trajectoire  et  le  produit  de  V^  par  la  courbure  géodésique.  Cette 
équation  ne  contient  d'ailleurs  aucune  trace  de  la  force  de  frotte- 
ment. 

Pour  déduire  des  équations  (2)  une  seconde  combinaison  indé- 
pendante de  N,  ajoutons-les,  membre  à  membre,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par 


/      OO          q\ 

f      à-^          .,; 

/  «J?     ?;. 

pE,  dg,  ^  V  ' 

pE,  (Jy,        V  ' 

pE,  (Jg,  ""  V  ' 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XVI.  (A.oùt  1892.)  16 
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dans  l'équalion  résultante,  le  coefficient  de  N  se  réduit  à 


Vp 


*  /  d<f      ,        d9      ,        àf     ,\ 


et  s'annule  en  vertu  de  l'équation  (i);  la  somme  des  termes  indé- 
pendants de  /,  dans  le  premier  membre,  se  réduit,  d'après  un 

calcul  bien  connu,  à  y_ 

i_  rf«V«  _  dV 

V     dt     "  dt' 

il  n'y  a  pas  lieu  d'indiquer  d'autres  réductions  dans  le  cas  général, 

mais  il  sera  facile  de  s'assurer  que  l'équation  obtenue  exprime 

dV 
l'égalité  entre  -rj  et  P'  —  /N,  P'  désignant  la  projection  de  P  sur 

la  tangente  à  la  trajectoire.  L'équation  (i)  et  les  deux  équations 
indépendantes  de  N  que  nous  avons  formées  permettront  de  cal- 
culer gr<,  gra,  g^  en  fonction  de  /.  L'une  des  équations  (2)  fera 
connaître  ensuite  la  valeur  de  N  et  l'on  s'assurera  qu'elle  reste 
positive  :  si  elle  était  négative,  il  faudrait  reprendre  les  calculs  en 
changeant  le  signe  de  p. 

Appliquons  ces  résultats  généraux  à  la  recherche  du  mouvement 
d'un  point  pesant  sur  un  cylindre  de  révolution  dont  Taxe  est  ver- 
tical et  dont  la  surface  est  dépolie.  Pour  les  coordonnées  Çt ,  ^2^  Ci 
d'un  point  quelconque  M  de  l'espace,  nous  prendrons  la  longueur  u 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  l'axe  OZ  du  cylindre, 
l'angle  ^  du  plan  ZOM  avec  un  plan  fixe  ZOX,  enfin  l'ordonnée  z 
par  rapport  à  un  plan  horizontal  OXY,  le  sens  des  z  positifs  étant 
celui  de  la  pesanteur.  Nous  aurons 

dsi  =  du,        dsf  =  u  d^,        ds^  =  dz  ; 

l'équation  de  la  surface  S  se  réduit  à  la  forme 

(4)  çp  =  a  —  a  =  o. 

Pi,  Pj  î>ont  nuls,  P3  est  égal  k  g^  p  à  ±1,  Mais  le  mobile  tendra 
évidemment  à  sortir  du  cylindre;  la  réaction  N  devra  être  dirigée 
à  l'intérieur  et  nous  prendrons  p  = —  i .  Nous  sommes  en  mesure 
d'écrire  les  équations  (2),  qui  prennent  une  forme  très  simple  : 
mais  je  les  simplifie  encore  en  tenant  compte  de  l'équation  (4)^^ 
j'ai  le  système 

(5)  -a^-'»  =  -N,        a-^=-/N^.  rf7=^-/N^. 


MÉLANGES.  227 

L'élimination  de  /N  entre  les  deux  dernières  équations  nous 
donne  Téquation  correspondante  à  l'équation  (3)  : 

Ajoutons  maintenant  membre  à  membre  les  équations  (5)  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  — /",  -^  >  -r^  :  nous  aurons 


./,.^'(«,,4'^v^) 


V^l^V^Uf'; 


conformément  à  une  remarque  que  j'ai  faite  dans  le  cas  général, 
les  termes  indépendants  de /dans  le  premier  membre  ont  pour 

somme  -t-  et  l'équation  devient 

(7)  -^^a/V^=^. 

Il  s'agit  de  déterminer  5  et  '|  à  l'aide  des  équations  (6)  et  (7). 
Aceteflet,  j'envisage  l'angle  (0  que  la  vitesse  en  un  point  quelconque 
fait  avec  la  tangente  à  la  section  droite  du  cylindre  :  on  a 

a4''=Vcosto,         -3'=Vsinii>, 
et  les  équations  (6)  et  (7)  deviennent 

,,  dm 

(8)  V-^=^cosw, 

,    ,  dW        ^V»cos«w 

(9)  -^-^Z-^^—  =^sinco. 


Différentions  l'équation  (8)  par  rapport  au  temps,  puis,  dans  le 

de 


d\ 
résultat,  remplaçons  V  et  -7-  par  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 


tions (8),  (9)  et  posons 


d(s>         .  d^ui       dit}'        I   dtii'^ 


=  to 


de         '         de^        de       >.  dm  ' 
nous  aurons,  entre  w  et  co'^,  l'équation 

— ; 1-4^2  tanpjto  =  -=^—  cos'w, 

dio  a 
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dont  l'Intégrale  est  de  la  forme 

(!)'«=  cos^w    Ah — î^ log tang  f  ^ -h  ^  j    . 

On  en  déduit  immédiatement  la  valeur  de  dt  en  fonction  de  eu 
et  de  rfco;  mais,  pour  faciliter  la  discussion  du  problème,  je  po- 
serai ' 


d'où 


sinti)  =  -r >  COSU)  = r-  »  dixi  =   -r ^ 


Nous  aurons  alors 
(lo)  rf/ =  dz  -  - —  - 


\/'^'-i 
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en  supposant  co  d'abord  compris  entre et  ->  l'équation  (8) 

montre,  et  il  est  évident,  a  priori,  que  l'angle  co  doit  d'abord  aller 
en  croissant;  il  en  sera  de  même  pour  X,  et  l'équation  (lo)  montre 

que,  t  croissant  indéfiniment,  X  croît  jusqu'à  l'infini  et  w  jusqu'à;^  : 

la  trajectoire  coupe  les  génératrices  suivant  des  angles  de  plus  en 
plus  aigus.  Les  équations  (8)  et  (lo)  donnent 

\  =  ^ -. =  -^ -= 


Cfti}  7. 


/ 


v  +  i^x 

a 


la  vitesse  finit  par  augmenter  indéfiniment.  Nous  avons  enfin 

,,        Ycosvù  dt        £'       e^-i-e-^      ,> 
M  =  =  ^ —  dl, 

a 

rf^  =  V  sin  to  rfr  =  --  7 —  dH.  : 

^A  +  ^X 
a 

^  et  z  augmentent  indéfiniment,  mais  ;;  devient  infiniment  plus 
grand  que  ^. 

Quant  à  la  réaction  du  cylindre,  elle  est  donnée  par  une  formule 
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bien  connue  et  aussi  par  la  première  des  équations  (5)  : 


a  Aa  -+-  'àjg\  ' 

elle  diminue  de  plus  en  plus  avec  le  temps. 


SUR  DES  LETTRES  INÉDITES  DE  DESCARTES  A  LA  BIBLIOTHÈQUE 

DE  L'INSTITUT; 

Far  m.  Paul  TANNERY. 

M.  Ludovic  Lalanne  vient  d'avoir  Textrême  obligeance  de  m'in- 
former  de  la  récente  rentrée,  à  la  Bibliothèque  de  Tlnstitut,  de  six 
pièces  de  la  collection  des  lettres  de  Descartes,  pillée  par  Libri. 
Ces  six  pièces  comprennent  trois  lettres  inédites. 

La  plus  ancienne  n'est  pas  datée,  mais  en  la  rapprochant  de 
celle  du  20  octobre  16^2  {Clerselier,'ll^  '07)1  ^^  reconnaît  qu'elle 
a  été  écrite  le  i3  octobre  précédent.  Cette  pièce  n'a  pas  été  com- 
prise dans  le  classement  dom  Poirier- Arbogast,  probablement  parce 
que  la  date  en  semblait  douteuse.  Elle  porte  au  bas,  à  gauche,  la 
cote  2,  et  doit  donc  représenter  le  n°  82  (=84  —  2)  de  Lahire. 
Si,  pour  ce  numéro,  les  annotations  de  Texemplaire  des  Lettres 
de  M.  Descartes  de  l'Institut  (III,  i5)  renvoient  à  la  lettre  latine 
de  Descartes  au  P.  Bourdin  (*),  il  se  trouve  que,  précisément,  la 
lettre  française  à  Mersenne  est  suivie  d'une  copie  (autographe  de 
Descartes)  de  la  lettre  latine  au  jésuite,  auteur  des  Septièmes 
objections  contre  les  Méditations.  L'ensemble  de  ces  circonstances 
explique  comment,  lorsque  j'ai  cherché  à  déterminer  les  lettres 
inédites  encore  perdues  de  la  collection,  je  n'ai  pas  soupçonné  que 
celte  pièce  82  en  contenait  une. 

Les  deux  autres  lettres  figurent,  au  contraire,  dans  la  liste  que 
j'ai  donnée  : 

L'une,  43*  d'Arbogast,  datée  du  4  janvier  i643,  est  cotée  35  C. 
C'était  donc  la  49*^  de  Lahire. 


(')  Celte  lettre  doit  être  datée  du  7  septembre  \f>^i  et  non  pas  i6^|0,  comme  a 
fait  Cousin. 
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La  dernière,  64 "^  d'Arbogasl,  datée  du  4  avril  1648,  est  colée  10, 
cl  représente  la  74**  de  Lahire. 

J'extrais  ci-après  de  la  première  et  de  la  troisième  les  passages 
intéressants  pour  Thistoirc  des  Mathématiques  (*).  La  dernière  est 
particulièrement  curieuse,  comme  jugement  de  Descartes  sur  sa 
Géométrie.  J'ajoute  que  la  seconde  lettre  mérite  d'appeler  l'atten- 
tion des  physiciens  comme  contenant  une  discussion  des  précau- 
tions à  prendre  pour  déterminer  la  densité  de  l'air  en  le  raréfiant 
par  la  chaleur  (^),  tandis  que  la  troisième  lettre  nous  montre  Des- 
cartes observant  assidûment  les  variations  du  baromètre  (*). 

On  trouverait  peut-être  difficilement,  dans  son  immense  corres- 
pondance, des  passages  plus  décisifs  pour  attester  qu'il  possédait 
toutes  les  qualités  de  l'expérimentateur.  La  limitation  de  ses  res- 
sources pécuniaires  et  l'extension  démesurée  de  ses  recherches 
doivent  sans  doute  être  considérées  comme  les  véritables  causes 
qui  ne  lui  permirent  pas  d'arriver  en  Physique  à  des  résultats  sail- 
lants et  définitifs,  comme  Pascal,  par  exemple,  devait  le  faire. 

Lettre  du  13  octobre  1642. 
Exlrail. 

...  Le  secret  pour  savoir  le  point  de  conjonction  de  la  Lune  ne 
mérite  pas  qu'on  y  pense,  car  il  est  sans  apparence. 

Ceux  qui  reprennent  les  figures  de  ma  Dioptrique  et  Géo- 
métrie sont  aussi  ridicules  et  ne  font  paroître  qu'une  ignorance  ou 
malignité  puérile.  Car,  pour  la  figure  de  Toeil,  elle  vaut  beaucoup 
mieux  comme  elle  est,  que  si  elle  représenloit  un  œil  d'homme  tel 
qu'il  se  peut  voir  au  naturel,  à  cause  qu'elle  en  distingue  mieux 
les  |)arties.  Et  en  la  figure  de  la  page  19,  si  l'angle  est  plus 
grand  qu'il  ne  doit,  c'est  aussi  afin  qu'on  le  voie  mieux.  Et  en 
la  page  17  j'ai  parlé  de  la  proportion  double  à  cause  qu'étant 
plus  simple  que  les  autres,  elle  est  plus  facile  à  concevoir,  au  lieu 
(lue  la  figure  en  exprime  une  au,tre  qui  approche  plus  de  ce  qui  se 


(')  Lcft   lr(»is  lettres  seront  publiées  in  extenso  dans  VArchiv  fur  Geschichtt 
ticr  l*hilosophie  (Berlin,  Heimer)  de  cette  annce.iStja. 
(•)  Lit  uiiicliiiie  pneumatique  n'était  pas  encore  connue. 
(»)  l.u  «(Hèbre  e\f)érience  du  I*u}-de-Domc  ne  fut  faite  que  l'année  suivante. 
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voit  par  expérience,  afin  de  montrer  que  ce  même  discours  se  doit 
entendre  de  toute  sorte  de  proportions. 

El  de  vouloir  p.  33 1  (*)  qu'on  marquât  tous  les  points  où  la 
ligne  droite  coupe  Thyperbole,  c'est  vouloir  une  chose  imperti- 
nente, à  cause  que  ces  intersections  ne  servent  de  rien  au  sujet  et, 
l'hyperbole  étant  une  figure  sans  fin,  on  ne  la  peut  jamais  tracer 
tout  entière.  Le  discours  de  la  page  3^2  (^)  ne  se  rapporte  pas 
seulement  à  la  figure  qui  y  est,  mais  aussi  aux  deux  suivantes,  dans 
lesquelles  est  la  ligne  AB  que  vous  cherchiez,  et  il  n'y  a  rien  en 
tout  cela  qui  n'ait  été  fait  avec  dessein,  ni  que  je  voulusse  changer 
en  faisant  réimprimer  le  livre  . . . 

Lettre  du  4  avril  1648. 
Extrait. 

. . .  Au  reste,  je  n'ai  pu  lire  sans  quelque  indignation  ce  que 
vous  me  mandez  avoir  écrit  au  S*"  Schooten  (')  touchant  ma  Géo- 
métrie^ et  vous  m'en  excuserez,  s'il  vous  plaît.  J'admire  votre  cré- 
dulité :  vous  avez  vu  plusieurs  fois  très  clairement,  par  expérience, 
que  ce  que  le  Roberval  disoit  contre  mes  écrits  étoit  faux  et  imper- 
tinent, et  toutefois  vous  supposez  que  j'y  dois  changer  quelque 
chose  en  ma  solution  du  lieu  ad  "i  et  /\  lineas  (*),  comme  si  les 
visions  d'un  tel  homme  dévoient  être  considérables.  Ma  Géométrie 
est  comme  elle  doit  être  pour  empêcher  que  le  Rob.  et  ses  sem- 


(')  Géométrie  de  Descaries,  éd.  Hcrmann  (Paris,  i886),  p.  26.  Sur  cette  figure. 
la  droite  TGH  devrait  être  coupée  en  G  par  la  branche  d'hyperbole  dessinée. 

(*)  Éd.  Hermann,  p.  33.  Dans  l'édition  originale,  les  droites  AB,  BC  ne  sont 
pas  tracées. 

(»)  Schooten,  professeur  de  Mathématiques  à  Leyde,  préparait  de  la  Géométrie 
de  Descartes,  la  traduction  latine  avec  commentaires  dont  la  première  édition 
parut  en  1649. 

(*)  Évidemment  Mersenne  avait  écrit  à  Schooten  sous  l'impression  de  la  solu- 
tion donnée  de  ce  problème  par  Biaise  Pascal,  solution  qu'il  signalait  en  même 
temps  à  Constantin  Huygens  {Correspondance  Huygens,  n*>  46).  Descartes  de- 
vait donc  avoir  été  informé  de  cette  solution,  sinon  directement  par  Mersenne,  au 
moins  par  Schooten.  Mais,  à  son  point  de  vue,  il  n'y  attache  pas  d'importance, 
sachant  très  bien  que  Roberval  avait  dès  longtemps  reconnu  le  point  capital  que 
lui-même  (volontairement  ou  non)  n'avait  pas  mis  en  évidence  dans  sa  Géométrie, 
à  savoir  que  le  lieu  est  formé  par  l'ensemble  de  deux  coniques  et  non  par  une 
seule.  Il  ne  s'en  prend  donc  qu'à  Roberval. 
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blables  n^en  puissent  médire  sans  que  cela  tourne  à  leur  confu- 
sion ;  car  ils  ne  sont  pas  capables  de  Tentendre  et  je  l'ai  composée 
ainsi  tout  à  dessein  en  y  omettant  ce  qui  étoit  le  plus  facile  et  n  j 
mettant  que  les  choses  qui  en  valoient  la  peine.  Mais  je  vous 
avoue  que,  sans  la  considération  de  ces  esprits  malins,  je  Taurois 
écrite  tout  autrement  que  je  n'ai  fait  et  Taurois  rendue  beaucoup 
plus  claire,  ce  que  je  ferai  peut-être  encore  quelque  jour,  si  je  vois 
que  ces  monstres  soient  assez  vaincus  ou  abaissés.  Ce  qui  est 
cause  que  je  n'ai  point  voulu  voir  la  version  de  Schooten,  encore 
qu'il  l'ait  désiré,  car  si  j'eusse  commencé  à  la  corriger,  je  n'eusse 
pu  m'empêcher  de  la  rendre  plus  claire  qu'elle  n'est,  ce  que  je  ne 
désire  point.  Je  m'assure  que  la  version  sera  bien  obscure  et  qu'il 
y  aura  peut-être  des  équivoques  qui  donneront  lieu  à  des  prétextes 
de  cavillation  à  ceux  qui  en  cherchent,  mais  on  ne  pourra  me  les 
attribuer,  à  cause  que  mon  latin  n'est  point  du  tout  semblable  au 
sien  .  . . 
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HALPHEN.  —  Traité  des  ponctions  elliptiques  et  de  leurs  applications. 
Troisième  Partie  :  Fragments,  i  voL  in-8";  xvi-i7a  p.  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  Gis;  1891. 

L'Éditeur  a  mis,  en  tête  de  ce  dernier  Volume  du  beau  Livre 
d'Halphen,  ces  quelques  lignes  qu'a  rédigées  M.  Hermite  : 

«  Madame  Halphen  a  conGé  les  manuscrits  laissés  par  son  mari 
aux  Membres  de  la  Section  de  Géométrie  de  l'Académie  des 
Sciences,  en  exprimant  le  désir  que  tout  ce  qui  semblerait  pouvoir 
^tre  publié  soit  communiqué  au  monde  mathématique. 

»  Nous  remplissons  ses  intentions,  et  nous  faisons  paraître,  avec 
le  concours  dévoué  de  M.  Stieltjes,  ces  quelques  pages,  où  l'illustre 
géomètre  a  laissé  ses  dernières  pensées. 

»  Elles  seront  accueillies  par  les  amis  d'Halphen  et  les  admi- 
rateurs de  son  talent  avec  les  sentiments  de  tristesse  et  de  regrets 
«|ue  nous  laisse  à  jamais  sa  mort  prématurée.  » 

On  ne  saurait  mieux  dire,  et  l'émotion  profonde  que  trahissent 
ces  dernières  paroles  sera  assurément  ressentie  par  tous  ceux  qui 
ouvriront  ce  Volume  inachevé.  Il  était,  en  quelque  sorte,  attendu 
avec  un  désir  particulier  :  «  c'est  là,  dit  M.  Picard  (*),  que  se 
serait  déployé  dans  tout  son  éclat  le  talent  d'Halphen,  rompu  aux 
problèmes  les  plus  abstraits  de  l'Algèbre  ».  Les  fragments  que  Ton 
a  pu  publier,  grâce  à  M.  Stieltjes,  sont  très  intéressants  :  outre 
leur  intérêt  propre,  ils  mettent  en  évidence  la  manière  de  travailler 
d'Halphen  :  le  goût  qu'il  avait  pour  les  problèmes  particuliers,  le 
talent  qu'il  avait  pour  y  voir  et  y  montrer  le  général^  la  rare  pé- 
nétration qui  lui  permettait  d'aller  jusqu'au  bout. 

Deux  Chapitres,  placés  en  tête,  auraient  sans  doute  figuré  sans 
grandes  modifications  dans  la  rédaction  définitive.  Le  premier  se 
rapporte  à  la  division  d'une  période  par  cinq,  pour  la  fonction 


(*)  Notice  sur  C-H.  Halphen. 

liuU.  des  Sciences  mat  hem.,  7*  série,  t.  \VI.  (Scptcinhro  1892.)  17 
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p{ii,  w,  ti)')  :  en  posant 

et  en  parlant  du  théorème  d^addition,  Halphen  parvient,  au  mojen 
d'un  calcul  très  simple,  aux  équations  do  sixième  degré  qui  ont 
pour  racines  respectivement 

X  =  a -4- 6,        y  =1  ab,         t  =  (a  —  b)*. 

Ces  équations  sont  étudiées  au  point  de  vue  des  formes  symbo- 
liques qu'on  peut  leur  faire  revêtir,  du  discriminant,  des  relatioos 
entre  les  racines.  Ces  relations  manifestent  l'existence  d'une  résol- 
vante du  cinquième  degré.  Les  deux  premiers  coefficients  de  cette 
résolvante  s'obtiennent  sans  difficulté  ;  quant  aux  autres,  on  montre 
qu'il  suffit  de  les  calculer  dans  un  cas  particulier,  par  exemple 
dans  le  cas  où  ^s  est  nul,  et  où,  comme  on  sait,  l'équation  du 
sixième  degré  se  résoud  entièrement.  La  recherche  du  développe- 
ment des  racines  de  ces  diverses  équations  en  fonction  de  q  amène, 
en  général,  à  considérer  le  produit  infini  qui  représente 


m 


lr,co 


et  les  éléments  introduits  par  M.  Kiepert.  L'étude  des  racines  de 
la  n*solvanle  du  cinquième  degré  conduit  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion générale  du  cinquième  degré. 

Le  Chapitre  suivant  contient  une  étude  détaillée  de  la  division 
par  sept  de  Tune  des  périodes  :  le  cas  où  g^  est  nul,  et  quelques 
autiTs  cas  particuliers  sont  examinés  à  fond.  Le  lecteur  se  trouve 
ainsi  en  possession  de  deux  cas  importants,  où  le  nombre  premier 
par  lequel  on  divise  les  périodes  est  de  la  forme  4/*  H-  i  ou  4/»  H-  3, 
et  où  apparaissent  d'une  façon  très  nette  les  propositions  géné- 
rales relatives  à  la  division  des  périodes  par  un  nombre  premiers. 
Ces   propositions  générales,   Halphen   les   développe    ensuite,  il 
montre  comment  le  problème  dépend  d\ine  équation  du  (/i  -j-  iV*** 

degré,  dont  l'inconnue  est,  par  exemple,  la  somme  des  valeurs 

<i,  /*,  c que  prend  la  fonction  pu,  quand  on  prend  pour  Tar- 

gument  u  les  multiples  de  la  /i"'"*'  partie  d*une  j>ériode  déterminée. 
Ces  \aleurs  ci.  A,  c.  ...  se  séparent  en  groupes  qui  correspondent 
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aux  diverses  racines  de  IMqualion  du  ( /i  H- 1  )'^"*  degré  ;  les  éléments 
d*un  même  groupe  s^expriment  par  radicaux  au  moyen  de  la  racine 
correspondante  ;  chacun  de  ces  groupes,  ou  chacune  de  ces  racines, 
est  caractérisé  par  un  indice  [jl  qui  caractérise  en  même  temps  la 

fraction  de  période ^^^-î- —  dont  les  multiples  entiers  fournissent 

les  arguments  de  p  qui  donnent  les  valeurs  a^  by  c,  ...  ;  l'absence 
d'indice  correspond  au  cas  où  Ton  prend  pour  ces  ar«i^uments  les 

multiples  de — •  L'étude  des  lois  de  permutation  de  ces  indices 

est  du  plus  haut  intérêt  pour  Tétude  de  Féquation  du  (n-h  i)**"* 
degré  et  de  ses  résolvantes  :  elle  conduit  aux  propositions  fonda- 
mentales que  l'on  doit  à  Galois  et  à  M.  Hermite.  Halphen  revient 
ensuite  au  cas  particulier  de  /i  =  7  pour  former  explicitement  une 
des  résolvantes  du  septième  degré  ;  c'est  l'étude  de  cette  résolvante 
qui  termine  le  second  Chapitre,  et  c'est  là  qu'apparaissent  dans  la 
rédaction  les  premières  lacunes. 

Le  reste  de  l'Ouvrage  contient  des  fragments  dii^ers.  Le  plus 
important  et  le  plus  complet  se  rapporte  à  la  multiplication  com- 
plexe dans  les  fonctions  elliptiques  et,  en  particulier,  à  la  multi- 
plication complexe  par  ^ —  28.  Il  a  déjà  paru  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées  (*),  et  comprend,  sous  le 
titre  Principes  généraux,  un  exposé  du  problème  de  la  multipli- 
cation complexe  et  des  diverses  méthodes  qui  permettent  de  le 
traiter  ;  celle  sur  laquelle  Halphen  appelle  particulièrement  l'atten- 
tion est  rf/rec^^  et  ramène  à  une  élimination  algébrique  la  recherche 
du  module  des  fonctions  elliptiques  à  multiplication  complexe  : 

elle  est  appliquée  au  cas  de  la  multiplication  par  y/ —  28,  de  façon 
à  pousser  le  problème  jusqu'au  bout. 

Le  second  fragment,  intitulé  :  Parties  aliquoles  des  périodes, 
complète  dans  une  certaine  mesure  ce  qui  a  été  dit  dans  les  (cha- 
pitres I  et  II  sur  la  division  des  périodes.  Halphen  y  montre 
comment  les  arguments 

2/?(i)  -h  2/?'w' 

n 
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où  /?,  />',  n  sont  des  entiers,  cl  où  l'on  regarde  comme  idenliques 
ceux  qui  ne  diffèrent  que  d'un  nombre  entier  de  périodes,  se  sé- 
parent en  groupes,  quand  on  regarde  n  comme  fixe  et  qu'on  donne 
k  Pj  p'  des  valeurs  entières  telles  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  /?,  p'  et  n  soit  l'unité.  Les  éléments  d'un  même  groupe 
se  déduisent  de  l'un  d'eux  en  le  multipliant  par  des  nombres  entiers  ; 
il  calcule  le  nombre  des  groupes  dans  les  différents  cas  :  n  pre- 
mier, n  puissance  d'un  nombre  premier,  n  quelconque.  Les  élé- 
ments d'un  même  groupe  se  décomposent  en  groupes  cycliques. 
Les  fonctions  p  pour  toutes  les  n***°*"  parties  de  périodes,  effectives 
ou  non,  sont  les  racines  d'un  polynôme  aisé  à  former,  et  ce  poly- 
nôme se  décompose  en  facteurs  qui  correspondent  aux  groupes. 
Halphen  étudie  cette  décomposition  et  donne  différents  exemples 
de  calcul  des  fonctions  symétriques  de  quantités  telles  que  jxv^, 
nVi  prenant  les  diverses  valeurs  qui  appartiennent  à  un  groupe. 

Enfin  le  Volume  se  termine  par  des  fragments  relatifs  à  la 
transformation,  très  précieux  et  très  lisibles,  grâce  sans  doute  aux 
soins  pieux  qu'a  pris  M.  Stieltjes  pour  les  trier  et  les  classer,  mais 
qui  échappent  naturellement  à  une  analyse  succincte. 

On  ne  ferme  pas  ce  Volume  sans  tristesse,  en  pensant  à  ce  qu'il 
aurait  pu  être  :  tel  qu'il  est,  il  rendra  de  très  grands  services,  car 
les  exemples  particuliers  qui  y  sont  traités,  avec  ce  goût  des  choses 
précises  et  terminées,  cette  puissance  et  cette  patience  de  péné- 
tration qui  étaient  comme  la  marque  particulière  du  génie 
d'Halphen,  sont  la  meilleure  initiation  possible  aux  théories  géné- 
rales, théories  qui  d'ailleurs,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  sont,  le 
plus  souvent,  au  moins  esquissées.  La  tâche  qui  avait  été  confiée 
à  M.  Slielljes,  et  qui  ne  pouvait  être  mieux  accomplie  que  par  lui, 
est  de  celles  qui  n'effrayent  pas  les  esprits  généreux,  bien  qu'on 
les  qualifie  d'ingrates  :  j'ose  croire  qu'elle  ne  l'aura  pas  été,  qu'elle 
a  apporté  à  celui  qui  Ta  entreprise  et  mené  à  bien  une  satisfaction 
légitime,  el  que  le  monde  savant  sera  reconnaissant  à  M.  Slieltjes 
et  à  MNL  Gaulhler-Villars  de  nous  avoir  donné  ce  troisième 
Volume.  J.  T. 
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MOUCHOT.  —  Les  nouvelles  bases  de  la  Géouétrie  supérieure  (Géomé- 
trie DE  POSITION).  I  voL  in-8°;  vii-179  p.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils, 
1892. 

M.  Mouchot,  dont  le  nom  est  bien  connu,  grâce  à  ses  belles 
recherches  sur  rutilisalion  de  la  chaleur  solaire,  est  de  ceux  qui 
suivent  avec  persévérance  leurs  propres  idées,  et  qui  se  préoccu- 
pent peut-être  plus  du  progrès  qu'elles  font  dans  leur  esprit  que 
de  la  façon  dont  pensent  les  autres;  voici  trente  ans  et  plus,  nous 
dit-il,  qu'il  poursuit  les  recherches  dont  il  publie  aujourd'hui  le 
résumé;  je  serais  étonné  si,  avant  de  donner  à  sa  pensée  une 
forme  définitive,  il  s'était  beaucoup  préoccupé  des  recherches  de 
von  Staudt,  des  publications  dont  elles  ont  été  l'objet,  ainsi  que 
des  travaux  de  Laguerre  dans  le  même  ordre  d'idées.  En  prenant 
ensuitie  connaissance  des  travaux  des  autres,  M.  Mouchol  se  sera 
simplement  réjoui  de  ce  qu'ils  pouvaient  présenter  de  commun 
avec  ses  propres  conclusions.  Au  reste,  il  convient  de  dire  que  sa 
méthode  pour  introduire  géométriquement  les  imaginaires  se  dis- 
tingue des  autres,  tout  en  ajant  avec  elles  des  relations  inévi- 
tables. Il  y  a  toujours  profit  à  entrer  en  communication  avec  des 
esprits  de  cette  trempe,  et  le  petit  Livre  de  M.  Mouchot  sera  sans 
doute  bien  accueilli  des  philosophes  et  des  mathématiciens. 

C'est  la  nécessité  d'introduire  en  Géométrie  les  éléments  ima- 
ginaires, afin  de  pouvoir  faire  des  raisonnements  applicables  à 
tous  les  états  d'une  figure  qui  est  la  préoccupation  essentielle  de 
M.  Mouchot;  voici  comment  il  arrive  à  cette  introduction. 

Il  désigne  par  point  l'ensemble  de  ce  que  l'on  appelle  habi- 
tuellement deux  points;  ces  deux  points,  qu'il  appelle  compo- 
santes, doivent  être  rangés  dans  un  ordre  déterminé;  quand  les 
deux  composantes  sont  distinctes,  le  point  (au  sens  de  M.  Mouchot) 
est  imaginaire;  et  l'interversion  de  l'ordre  dans  les  composantes 
correspond  à  l'échange  entre  deux  points  imaginaires  conjugués; 
si  les  composantes  sont  confondues,  le  point  est  réel.  Cette  con- 
ception du  point  entraîne  une  conception  correspondante  des 
droites  et  des  courbes,  et  ce  sont  les  conséquences  de  ces  concep- 
tions que  développe  M.  Mouchot  :  dans  son  système,  les  points 
d'intersection  de  deux  courbes  réelles  ou  imaginaires  prennent 
un  sens  concret  très  précis.  D'ailleurs  l'étude  des  figures  (prinlro- 
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duit  ainsi  M.  Mouchot  offre  un  incontestable  intérêt  géométrique. 
Est-ce  à  dire  qu'il  ne  s'exagère  pas  quelque  peu  l'intérêt  de 
ses  recherches?  On  aurait,  à  coup  sûr,  mauvaise  grâce  à  le  lui  re- 
procher, mais  on  peut  reconnaître  aussi  qu'une  représentation 
géométrique  concrète  des  éléments  imaginaires  n'est  pas  indis- 
pensable. Il  suffit,  et  la  chose  est  amplement  faite  aujourd'hui, 
d'une  bonne  théorie  analytique  des  nombres  imaginaires,  consi- 
dérés comme  l'ensemble  de  deux  nombres  réels,  rangés  dansuo 
ordre  déterminé,  sur  lesquels  on  a  défini  d'une  façon  précise  les 
opérations  arithmétiques.  Dès  lors   la   Géométrie  de  Descartes 
suffit,  et,  si  l'on  parle  d'un  point  imaginaire  dont  on  a  les  coor- 
données, on  sait  que  Ton  ne  parle  que  de  ces  coordonnées.  Les 
démonstrations  analytiques  doivent  ensuite  être   présentées  de 
façon  à  bien  mettre  en  évidence  ce  fait  que  les  propriétés  des  élé- 
ments imaginaires  que  l'on  veut  établir  ne  dépendent  pas  des 
axes;  dès  lors  on  n'a  nul  besoin  ni  du  principe  de  continuité  de 
Poncelel,  ni  du  principe  des  relations  contingentes  de  Chasies. 
A  l'époque  où  ont  écrit  ces  grands  géomètres,  la  théorie  analy- 
tique des  /iom6re5  imaginaires,  quoiqu'elle  eût  été  déjà  constituée 
(en  particulier  par  Cauchy),  n'était  pas  encore  classique;  Poncelel 
et  Chasies  ont  raisonné  en  Géométrie  comme  on  a  fait  longtemps 
en  Analyse,  quand  on  se  bornait  à  dire  qu'on  calcule  avec  les 
nombres  imaginaires  comme  avec  les  nombres  réels  et  que  Ton 
arrive  ainsi  (sans  trop  savoir  pourquoi)  à  des  résultats  exacts.  Eln 
Géométrie  comme  en  Analyse,  la  connaissance  des  faits  mathéma- 
tiques  les  plus  importants  a  devancé,  et  de  beaucoup,  l'établisse- 
ment de  bases  indiscutables  sur  lesquelles  il  a  été  ensuite  possible 
de  faire    reposer   solidement    cette    connaissance,    et  Descartes^ 
auquel  M.  Mouchot  aime  à  se  rattacher,  a  donné  les  plus  étonnants 
exemples  des  progrès  que  Ton  peut  faire  faire  aux  Mathématiques^ 
en  se  souciant  fort  peu  de  la  rigueur.  Quoi  qu'il  en  soit,  aujour- 
d'hui que  la  théorie  analytique  est  entièrement  constituée,  l'intérêt 
d'une  interprétation  géométrique   ne  disparaît  pas,   à   coup  sûr; 
mais  il  est  quelque  peu  diminué.  La  tentative  de  v.  Staudt,  toute- 
fois, en  ce  sens  cju'elle  fait  abstraction  de  toute  idée  de  mesure, 
canstM've  un  grand  intérêt  philosophique.  J.  T. 
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Voici  lOiU  un  gros  Volume  sur  le  nombre  ciilier,  ou  plutôt  sur 
ta  notion  de  nombre  entier.  Le  Livre  de  M.  Husserl  est  fuit  pour 
les  philosophes;  il  peal  inlércsser  cependant  tes  mathématiciens 
(fui  essayent  d'être  philosophes  el  c'est  à  ce  titre  que  nous  le  si- 
gnalons; s'il  m'arrivp,  en  parlant,  de  dire  quel.^ue  hérésie  philo- 
sophique, à  supposer  qu'il  y  ait  des  hérésies  en  Philosophie,  le 
lecteur  vouiJra  bien  m'eseuser. 

Le  Livre  de  M.  Husserl  esl  divisé  en  deux  Parties  :  la  première 
a  pour  titre  les  concepts  propres  de  multiplicité,  d'unité  et  de 
nombre,  et  la  seconde,  les  concepts  symboliques  de  nombre  el 
les  sources  logiques  de  l'Arithmétique. 

Dans  les  deux  Parties,  il  convient  d'admirer  la  richesse  d'inlbr- 
malions  de  M.  Husserl  :  les  opinions  des  philosophes  el  des  ma- 
ihématiciena  qui  ont  touchi^  la  matière  sont  diîveloppécs  avec 
ampleur,  quelquefois  même  avec  plus  d'ampleiirque  n'ont  fait  les 
auteurs  eus-iuômes;  le  procédé  de  M.  Husserl,  pour  chaque 
théorie  qu'il  analyse  et  qu'il  combat,  consiste  à  l'exposer  de  la 
Façon  la  plus  cohérpoie  qu'il  est  possible,  d'une  façon  si  cohé- 
rente que  le  lecteur  naïf  est  souvent  disposé  k  accepter  tout 
d'abord  celte  théorie  et  s'étonne  ensuite,  quelques  pages  plus 
loin,  des  lacunes  et  des  inconséquences  qu'on  lui  dévoile.  C'est 
sur  la  première  Partie,  ou  plutôt  sur  quelques  points  qut  y  sont 
Iraités,  que  j'insisterai. 

La  notion  de  nombre  entier,  pour  M.  Husserl,  résulte,  par 
abstraction,  de  l'idée  de  réunion,  de  collection  d'objets  distincts; 
ces  objets  peuvent  d'ailleurs  être  de  nature  quelconque,  maté- 
rielle ou  immatérielle;  ils  peuvent  ^trc  de  même  nature,  ou  hété- 
rogènes; ils  doivent  être  distincts;  mais  l'attention  se  porte  sur  ce 
qu'ils  sont  distincts,  non  sur  ce  qui  tes  distingue;  les  unités  dis- 
tinctes de  la  collection,  prises  ensemble,  forment  un  loul;  cette 
union  entre  les  parties  peut  s'exprimer,  si  l'on  veut,  par  la  con- 
jonction et,  en  sorte  que  les  diverses  cotleclions  que  l'on  peut 
former  (')  peuvent  être  représentées  par  un  objet  et  un  objet  (ein 
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Etwas  undeîn  Elwas)^  un  et  un  et  un,  un  et  un  et  un  et  un,  etc.; 
les  mots  deux,  trois,  quatre,  etc.  ne  signifient  pas  autre  chôs^* 
C'est  le  nombre  cardinal  que  définit  donc  M.  Husserl,  et  auquel 
il  attribue  ainsi  le  rôle  prépondérant  :  quelques  auteurs,  et  non 
des  moindres,  attribuent,  au  contraire,  ce  rôle  aux  nombres  ordi- 
naux, et  pour  eux  c'est  l'idée  de  rang,  de  succession,  qui  est 
ridée  génératrice  du  nombre,  non  celle  de  collection. 

Laissant  de  côté  les  innombrables  discussions,  d'ordre  psycho- 
logique, auxquelles  donnent  lieu  ces  notions,  je  voudrais  m'arrêler 
un  instant  à  l'idée  à!égalitéy  qui  intéresse  peut-être  plus  parti- 
culièrement les  mathématiciens. 

C'est  à  bon  droit,  à  ce  qu'il  me  semble,  que  M.  Husserl  critique 
la  célèbre  définition  de  Leibnitz,  bien  souvent  reproduite  :  Eadem 
suntf  quorum  unum  potest  substitui  alteri  salva  veritate.  Qui 
ne  voit  tout  ce  qu'il  j  a  de  vague  et  d'obscur  dans  ce  substitui 
potest  et  dans  ce  salva  veritate?  ie  crois  bien,  comme  M.  Hus- 
serl, qu'il  n'y  a  pas  de  définition  possible  de  Fégalité  en  général, 
mais  bien  des  définitions  de  l'égalité  de  tels  ou  tels  êtres  mathé- 
matiques particuliers;  ainsi  on  peut  définir  l'égalité  de  deux  seg- 
ments de  droite,  ou  de  deux  angles,  l'équipoUence  de  deux  seg- 
ments, l'équivalence  de  deux  aires  ou  de  deux  volumes,  etc.  Ces 
définitions  doivent  satisfaire  à  certaines  conditions,  et  peut-être 
est-ce  ici  le  lieu  de  faire  remarquer  que  ces  conditions  ne  sont 
autre  chose  que  ce  qu'on  appelle  les  axiomes  relatifs  à  V égalité  : 
ainsi  l'égalité  doit  être  réciproque,  et  deux  quantités  égales  à  une 
troisième  doivent  être  égales  entre  elles.  Au  reste,  il  me  paraît 
que  c'est  là  le  rôle  des  axiomes  en  Mathématiques,  au  moins  de 
ceux  qui  ne  sont  ni  des  truïsmes,  ni  des  postulats  :  les  axiomes 
sont  des  conditions  imposées  aux  définitions.  Quoiqu'il  en  soit, 
pour  ce  qui  est  du  nombre  entier,  M.  Husserl  conteste  l'utilité 
d'une  définition  de  l'égalité;  la  notion  de  l'égalité  étant,  d'après 
lui,  suffisammentéclairée  parla  notion  même  de  nombre  :  pourquoi 
chercher  à  expliquer  que  un  et  un  et  un  est  égal  à  un  et  un  et  un? 
il  critique  assez  vertement  les  mathématiciens  qui  ont  cherché  à 
définir  l'égalité  en  nombre  de  deux  collections  par  la  possibilité 


voir  si  toutes  les  collections  peuvent  être  obtenues  ainsi  par  l'adjonclion  répétées 
d'un  objet  n'est  pas  soulevée  par  M.  Husserl. 
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de  faire  correspondre,  d'une  façon  univoque,  les  éléments  d'une 
collection  aux  éléments  de  l'autre;  et  la  prétention  surtout  lui  pa- 
raît insoutenable  de  faire  sortir  en  quelque  sorte,  de  cette  défi- 
nition de  l'égalité,  une  définition  du  nombre,  en  considérant  par 
exemple  une  suite-type  de  collections,  comme  celle-ci,  où  chaque 
collection  est  formée  de  traits  verticaux 
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el  en  comparant  chaque  collection  possible  d'objets  à  celle  de  la 
suite-tvpe  qui  lui  est  égale  en  nombre,  d'après  la  définition  pré- 
cédente. A  ce  sujet,  il  prend  quelque  peu  M.  Stolz  à  partie.  Je 
n'ai  pas,  bien  entendu,  à  prendre  ici  la  défense  de  M.  Stolz,  mais, 
à  la  réflexion,  il  ne  me  paraît  pas  certain  que  l'opinion  de 
M.  Husserl  soit  foncièrement  distincte  de  celle  qu'il  combat. 

Pour  lui,  je  Tai  déjà  dit,  il  est  inutile  de  définir  l'égalité  en 
nombre  de  deux  collections;  tant  mieux,  s'il  en  est  ainsi  ;  d'autant 
que,  alors,  on  est  dispensé  d'examiner  cette  ennuyeuse  question  : 
après  avoir  vérifié  que  deux  collections  sont  égales  en  nombre  en 
faisant  correspondre  chaque  élément  de  l'une  à  chaque  élément 
de  l'autre,  est-on  assuré  que,  en  choisissant  un  autre  mode  de 
correspondance,  on  trouvera  encore  que  les  deux  collections  sont 
égales  en  nombre?  En  d'autres  termes,  quand  on  compte  les  élé- 
ments d'une  collection,  le  résultat  est-il  indépendant  de  l'ordre 
dans  lequel  on  compte  les  éléments? 

Rien  que  pour  éviter  cette  question,  je  serais  heureux  que 
M.  Husserl  eût  raison;  mais  allons  un  peu  plus  loin.  Pour  lui, 
cette  correspondance  n'est  qu'une  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante au  moyen  de  laquelle  on  peut  vérifier  l'égalité  en  nombre 
de  deux  collections,  nullement  une  définition,  et  encore,  pour  vé- 
rifier cette  égalité,  est-il  plus  simple  et  plus  commode  de  compter 
les  deux  collections.  Sur  celte  commodité,  il  n'y  a  pas  de  doute, 
et  le  commerçant  européen  qui,  pour  trafiquer  avec  quelque  sau^ 
vage,  est  obligé  de  troquer  un  à  un  les  objets  qu'il  vend  contre 
ceux  qu'il  reçoit  est  assurément  du  même  avis  que  M.  Husserl; 
mais  cette  pratique  même  de  l'échange,  usitée  chez  des  peuples 
sans  culture,  n'est-elle  pas  une  présomption  en  faveur  de  la  valeur, 
et,  en  quelque  sorte,  du  caractère  primitif  de  cette  définition  de 
l'égalité  par  la  correspondance  entre  les  éléments  de  deux  collée- 
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lions,  <pie  quelques  malhéiiiatieiens  oot  adoptée?  El  nesl-ce  pas  à 
cause  même  de  sa  coltnre  que  M.  Husserl  n*a  pas  besoin  de  défi- 
nition (  *  ). 

Dans  la  claire  idée  qa'il  se  fait  de  réalité,  est-il  certain  qu'une 
certaine  suite-tjpe  n*intenrienne  pas  d*une  façon  quelque  peu  in- 
consciente, ainsi  que  cette  correspondance  dont  il  conteste  Fuli- 
lité?  En  disant  qu'une  collection  concrète  se  compose  de  quatre 
éléments,  qu'elle  est  un  Eiwcu  et  un  Eiwcts  et  un  Etwas  et  un 
Eiwcu,  n'en  fait-il  pas  correspondre  chaque  élément  à  ce  mot  un 
Etwas  ou  plutôt  à  l'idée  qu'il  se  fait  d'un  Etwas?  Outre  que,  à 
ce  degré  d'abstraction  que  suppose  le  concept  d*une  chose  quel- 
conque,  d'un  ElwaSy  il  est  peut-être  difficile  de  distinguer  entre 
un  concept  et  son  signe,  il  n'importe  nullement,  pour  que  la  suite- 
type  existe  dans  l'esprit  de  M.  Husserl,  que  les  éléments  de  cette 
suite  soient  des  mots  ou  des  concepts  abstraits  répétés;  dans  l'un 
ou  l'autre,  car  la  correspondance  est  possible  et  si  chacun  des  pe- 
tits traits  de  M.  Stolz 


•  •  I 


a  le  même  sens  que  un  Etwas,  si  leur  rapprochement  dans  un 
même  groupe  figuré  a  la  même  signification  que  la  copule  et  y  où 
est  la  différence  entre  les  deux  points  de  vue  (-)?  D\in  autre  côlé, 
si  l'on  compte  les  éléments  d'une  collection,  ne  les  conipte-l-on 
pas  un  à  un,  ne  les  fait-on  pas  ainsi  correspondre  siiccessivemeol 
aux  mots  un,  deux,  trois,  .. .?  Ne  sépare-l-on  pas  ainsi  la  collec- 
tion en  collections  partielles  dont  les  éléments  correspondent  suc- 
cessivement au  mot  ufij  ou  à  l'idée  A\in,  dans  les  expressions  un, 
un  et  un,  un  et  un  et  un,  . . .?  El,  ainsi,  les  idées  de  nombre  car- 
dinal et  de  nombre  ordinal  ne  se  recouvrent-elles  pas,  et  si  M.  von 
Helmholt7.  observe  que  le  nom  de  nombre  qui  correspond  à  la 
collection  que  Ton  compte  n'est  que  le  nom  de  nombre  qui,  au 
premier  point  de  vue,  correspond  au  dernier  élément  coniplé, 


(')  Une  autre  présomption  en  faveur  de  cette  définition  est  le  parti  que 
M.  Cantor  en  a  tiré  pour  arriver  à  la  notion  d'égalité  en  puissance  (Mdchtigkeit) 
pour  deux  ensembles. 

(•)  Au  reste,  il  me  semble  que  M.  Husserl  s'est  aperçu  lui-même  de  la   possi- 
bilité de  présenter  les  choses  de  façon  que  celte  différence  disparût  à  peu  prè 
{voir  Cbap.  VII,  p.  lio). 
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partielle,  laquelle  iiVst  anlre  que  la  collection  lolale,  faiil-il  en 
cnnoliire  que  la  notion  de  nombre  esL  radicalement  distincte  chei; 
M.  von  Helmhoitz  el  chez  M.  Husserl? 

Quant  à  la  diriJcullë  dont  j'ai  parlé  au  d^but,  l'indépendance 
'  du  nombre  des  i^^léments  d'une  collection  et  de  l'ordre  dans  lequel 

on  les  compte,  dîfliciillé  que  M.  Husserl  supprime,  je  croîs  bien, 
avec  M.  von  Helmliollï,  qu'elle  est  d'ordre  psychologique  plutôt 
que  mathématique  :  il  me  semble  qu'elle  dépend  de  la  façon  dont 
nous  nous  représentons,  dont  nous  sommes  peut-être  obligi's  de 
nous  représenter,  les  éléments  d'une  collection  comme  distincts: 


presque 


niblement  D 


s  nous  les  représentons  comme  séparés 


dans  l'espace,  ou  comme  successifs  dans  le  temps,  et  c'est  à  cause  de 
nette  représentation  que  la  question  se  pose,  et  elle  se  pose  parce 
que,  alors,  nous  portons  noire  altenlion  sur  ce  qui  distingue  les 
éléments  les  uns  des  autres,  non  sur  ce  seul  fait  qu'ils  sont  dis- 
tincts, et,  comme  l'a  fait  tn';9  justement  observer  M.  Husserl,  c'est 
cela  seul  qui  importe.  En  vérité,  quand  nous  nous  représentons 
une  collection,  nous  n'arrivons  guère  à  supprimer  toute  dîfl'érence 
de  rôle  entre  les  éléments  de  celte  collection  et  c'est  cette  im- 
puissance de  penser  â  des  objets  distincts  sans  penser  un  peu  U 
ce  qui  les  distingue,  c'est  cette  impuissance  qui  crée  la  difficulté. 
La  première  Partie  du  Livre  de  M,  Husserl  se  termine  par  une 
excellente  étude  sur  les  opérations  fondamentales  de  l'Arithmé- 
tique et  sur  leur  signilication  quand  on  regarde  le  nombre  comme 
une  collection  d'unités,  sans  recourir  aux  symboles  (systèmes  de 
numération)  qui  servent  à  les  représenter.  Signalons  en  passant, 
au  point  de  vue  pédagogique,  la  nécessité  (')de  faire  une  pareille 
étude,  d'où  résultent  clairement  les  propriétés  fondamentales  des 
opérations,  avant  de  donner  la  théorie  des  règles  pratiques  quï 


[•)  Je  5iiii  hcurfin  lie  me  rcnconlr 
rc»BDI  irtklc  île  la  Revue  bourgaig 
y\n  1891).  a  (ortcntent,  cl  dans  les  n 
MulemcDt  je  doit  dire  qu'elle  tA  souvi 
ne  wmble  le  «rolrc  M.  Uéray;  ainsi, 
un  tMit  de  la  classe  de  lixiéme,  j  ai  ri 
l«  iMlInilinn  théorique  de  chaque  op^. 
thiffiyu.  le  rttullat  Ae  ]*i>p#ration  qii.ii 


il  leurs 


dsec  M.  ML-rii,.qui.rianj  im 
e  de  l'entcignemeitt  tupéri 


a  Teuillclanl  dn  u 
le  plaisir  d'y  trouver  nettement  di&tinguiïes 
li<iD  d  la  r^gle  pratique  pour  irouver,  en 
le»  rtnniiéet  Siint  wï primées  en  ebiffret. 
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permettent  d'effectuer  ces  opérations  dans  le  système  déclmaf, 
théorie  qui  suppose  la  connaissance  de  ces  propriétés  fondamen- 
tales. 

J'avoue  avoir  été  très  étonné  de  rencontrer  dans  un  esprit  aussi 
philosophiqne  que  M.  Husserl  et  aussi  bien  informé  des  choses 
mathématiques  une  conception  singulièrement  étroite  de  r  Arithmé- 
tique. M.  Husserl,  si  je  l'ai  bien  compris,  la  réduit   au  calcul. 
D'après  lui,  pour  quelqu'un  qui  aurait  de  tous  les  nombres  une 
conception  aussi  nette  que  celle  que  nous  pouvons  en  avoir  pour 
les  nombres  deux,  trois  ou  quatre,  toute  l'Arithmétique  se  rédui- 
rait à  des  propositions  aussi  évidentes  que  celle-ci  24-2  =  4?  ^ 
la  seconde  Partie  de  son  Livre  est  consacrée  à  développer  cette 
idée  que  l'Arithmétique  est  fondée  tout  entière  sur  la  représenta- 
tion symbolique  des  nombres,  que  ces  symboles  passent  au  pre- 
mier plan,  et  que  l'idée  propre  de  collection  d'unités  disparaît  en 
quelque  sorte.  Tout  cela,  encore  une  fois,  n'est  vrai  que  du  calcul. 
Aussi  bien  M.  Husserl  s'élève-t-il  contre  la  paraphrase  (ô  Ôec? 
ap'.OfjLTjTiÇs'.)  que  Gauss  a  faite  d'une  formule  célèbre  :  pour  M.  Hus- 
serl «  ap'.0[JLr^TiÏ£'.v  ))  est  le  fait  d'un  être  fini.  Nul  doute  pour  ce  qui 
est  du  calcul.  Mais  il  est  probable  que  Gauss  ne  se  faisait  pas  de 
la  Divinité  l'idée  d'un  Inaudi  monstrueux,  ou  d'un  mathématicien 
comme  celui  de  je  ne  sais  quel  roman  de  M.  Jules  Verne,  qui 
passe  son  temps,  dans  les  situations  les  plus  invraisemblables,  à 
extraire  de  tête  des  racines  cubiques.  La  pensée  de  Gauss  était  que 
toutes  les  vérités  mathématiques  ne  sont  que  la  traduction  dans  le 
langage  de  la  Géométrie,   de  la  Mécanique  ou   de  la   Physique, 
d'identités  d'Algèbre  ou  d'Analyse,  qui  embrassent  ainsi  les  lois 
les  plus  diverses  de  la  réalité  sensible,  qui  en  sont  l'expression  la 
plus  abstraite  et  la  plus  générale,  et  qui  se  résolvent  finalement  en 
propriétés  numériques,  assurément  indépendantes  de  tout  système 
de  numération.  Pour  rester  dans  le  domaine  de  la  pure  Arithmé- 
tique du  nombre  entier,  ou  du  moins  de  ce  que  l'on  entend  habi- 
tuellement par  là,  les  propriétés  des  nombres  premiers  ne  sont-elles 
pas  entièrement  indépendantes  de  tout  système  de  numération, 
et  la  possibilité  de   concevoir  clairement   toutes  les  collections 
possibles,  aussi  clairement  que  les  collections  de  deux  ou  trois 
objets,  nous  aiderait-elle   beaucoup  à  découvrir  le  théorènr>e  de 
Fermât,  ou  la  loi  de  rrriprocilc?  Oui,  sans  doute,  si  Ton  enicnd 
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par  <c  concevoir  »  une  vue  tellement  claire  des  choses  qu'elle  en 
pénètre  toutes  les  propriétés,  mais  il  n'j  a  assurément  aucune  de 
nos  conceptions  qui  soit  dans  ce  cas.  J.  T. 


KCENIGS  (G.).  —  Leçons  sur  l'agrégation  classique  de  Mathématiques. 

Lith.  2o3  p.  in-4'*.  Paris,  Hermann,  1892. 

Peut-être  convient-il  de  dire  ici,  pour  ceux  de  nos  lecteurs  qui 
ne  sont  pas  familiers  avec  les  choses  de  renseignement  français, 
que  Tagrégation  de  Mathématiques  est  un  concours  qui  donne  à 
ceux  qui  y  réussissent  le  droit  d'être  professeurs  (titulaires)  de 
Mathématiques  dans  un  lycée.  Ce  concours  comporte  diverses 
séries  d'épreuves,  d'ordre  assez  élevé,  parmi  lesquelles  figurent  des 
leçons,  faites  devant  un  jury  d'Etat,  sur  des  sujets  qui  se  rap- 
portent à  l'enseignement  des  lycées,  et  qui  sont  connus  un  an 
d'avance.  Ces  sujets,  d'ordinaire,  sont  très  incomplètement  traités 
dans  les  livres  d'enseignement,  et  c'est  même  là  une  des  raisons 
pour  qu'on  les  choisisse  :  ils  sont  naturellement  l'objet  de  la 
préoccupation  de  ceux  qui,  comme  M.  Kœnigs,  sont  chargés 
d'aider  les  candidats  qui  se  préparent  à  l'agrégation  :  c'est  de 
celle  préoccupation  qu'est  sorti  le  Volume  dont  nous  rendons 
compte. 

Il  comprend  deux  Parties  bien  distinctes  :  l'une  contient  des 
développements  relatifs  à  quelques-unes  des  leçons  les  plus  diffi- 
ciles qui  figurent  au  programme  d'agrégation  pour  l'année  1892, 
développements  qui  sont  d'ailleurs  de  nature  à  intéresser  d'autres 
personnes  que  les  candidats  à  l'examen.  Voici  les  titres  des  sujets 
traités  : 

Intersection  de  deux  quadriques  dans  le  cas  où  cette  inter- 
section se  décompose;  élude  des  contacts.  —  Sur  les  propriétés 
métriques  d'un  faisceau  de  coniques.  —  Axes  d'une  section  plane 
d'une  quadrique  :  centre  de  la  section,  axes;  axe  et  paramètre 
'  dans  le  cas  de  la  section  parabolique.  —  Les  quadriques  en  coor- 
données langentielles  :  centre  de  la  surface;  dégénérescences  pro- 
jeclives;  discussion  métrique;  résumé.  —  Sur  les  nombre  e  et  7:. 
—  Sphères  tangentes  ù  quatre  [)lans  donnés.  —  Sphères  tangentes 
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à  quatre  sphères  données.  —  Sur  Féquation  en  )<  (•)  :  discussion 
relative  à  la  réalité;  résumé  de  la  discussion.  —  Nous  signalerons 
particulièrement  parmi  ces  leçons  la  première  et  les  deux  der- 
nières. 

L'étude  de  l'intersection  de  deux  quadriques  est  faite  d'une 
façon  très  élégante  au  mo^'en  de  l'équation  qui  définit  cette  courbe 
sur  une  des  surfaces  quand  on  prend  pour  variables  les  para- 
mètres de  ses  génératrices  rectilignes.  —  La  leçon  sur  les  sphères 
tangentes  à  quatre  sphères  montre  tout  ce  qu'il  faut  ajouter  à  Is^ 
solution  de  Gergonne  quand  on  veut  en  faire  d'une  façon  précise 
soit  l'analjse,  soit  la  synthèse.  Enfin  l'étude  de  l'intersection  d& 
deux  coniques,  exposée  par  une  méthode  dont  M.  Darboux  avait 
fait  connaître  le  principe  dans  ses  conférences  à  l'École  Normale, 
ne  laisse  rien  à  désirer  ni  pour  la  simplicité,  ni  pour  la  rigueur. 

La  seconde  Partie  est  consacrée  à  l'étude  de  l'inversion,  des  sur- 
faces et  des  courbes  anallagmatiques.  L'objet  de  M.  Kœnigs  a  été 
de  familiariser  les  étudiants  avec  un  des  plus  beaux  Chapitres  de 
la  Géométrie,  qui  leur  était  difficilement  accessible  depuis  que  le 
livre  de  M.  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et 
de  sur/aces  algébriques,  est  devenu  introuvable  :  d'ailleurs  la 
façon  détaillée  et  lumineuse  dont  M.  Kœnigs  a  traité  le  sujet  à  son 
tour  rendra  singulièrement  facile  au  lecteur  l'acquisition  des  ré- 
sultats essentiels.  Après  avoir  exposé  les  propriétés  fondamentales 
de  l'inversion,  des  systèmes  de  sphères,  des  surfaces  et  des  courbes 
anallagmatiques,  l'auteur  fait  une  étude  spéciale  des  cycliques 
sphériques,   qu'il  range   en  trois  classes,   suivant  qu'elles   n'ont 
pas  de  point  double,  qu'elles  admettent  un  point  double  à  tan- 
gentes distinctes,  ou  un  point  de  rebroussement.  Cette  classifica- 
tion s'applique  aux  cycliques  planes,  qui  proviennent  par  inver- 
sion des  cycliques  sphériques.  Il  étudie  ensuite  les  propriétés 
de  ces  diverses  courbes  et,  en  particulier,  leurs  propriétés  focales. 
Cette  élude,  faite  au  point  de  vue  de  la  Géométrie,  est  complétée 
par  la   discussion   des   équations  qui  représentent  les  cycliques 
planes  du  quatrième  et  du  troisième  ordre.  Dans  l'élude  des  sur- 
faces cycliques  qui  termine  le  travail  de  M.  Kœnigs,  nous  signa- 


(<)  On  désigne  habituellement  ainsi,  dans  l'enseignement  français,  Téquation  du 
troisième  degré  dont  dépend  la  reclierclic  des  sécantes  communes  à  deux  coniques. 
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lerons  particulièremeDi  la  belle  discussion  relative  à  inéquation 
générale  des  surfaces  du  quatrième  degré  bicirculaires,  discussion 
qui  permet  de  reconnaître  à  quel  type  de  surface  cyclide  on  a 
affaire. 

On  voit  que  M.  Kœnigs  a  abordé  dans  son  livre  des  sujets  très 
divers,  les  uns  d'une  nature  tout  élémentaire,  les  autres  plus 
relevés  :  on  y  retrouvera  partout  cette  façon  de  voir  les  choses 
sous  leur  aspect  le  plus  général,  et  d'assigner  ainsi  aux  faits  par- 
ticuliers leur  vraie  nature  et  leur  vraie  raison,  qui  est  une  des 
marques  de  son  talent.  J.  T. 


MÉLANGES. 


A  PROPOS  DE  LA  CORRESPONDANCE  DE  HUTGENS; 
Par  m.  Paul  TANNERY. 

i.  Le  compte  rendu  des  trois  premiers  Volumes  de  la  Correspon- 
dance de  HuygenSy  inséré  dans  le  numéro  de  janvier  du  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques,  renferme  quelques  inexactitudes 
historiques  que  je  crois  intéressant  de  relever.  Ce  n'est  point 
qu'elles  soient  bien  graves,  mais  elles  me  fourniront  l'occasion 
de  remarques  diverses  qui  pourront  contribuer  à  faire  ressortir  la 
singulière  importance  de  la  publication  admirable  que  poursuit 
la  .Société  hollandaise  des  Sciences.  Je  me  bornerai  au  reste  au 
premier  Volume,  le  seul  que  j'aie  pu  étudier  suffisamment  jusqu'à 
ce  jour. 

Page  12  du  Bulletin^  a.  —  «  A  Tâge  de  dis-sept  ans,  Huygens 
retrouva  un  des  plus  beaux  résultats  d'Archimède,  celui  du  rap- 
port des  aires  du  paraboloïde  de  révolution  et  du  cône  inscrit.  » 
Au  lieu  du  mot  aires,  -il  faut  lire  volumes.  Le  même  lapsus  se 
retrouve  encore  page  18. 

Pour  l'aire  des  surfaces  courbes,  l'antiquité  n'avait  pas  laissé  de 
modules  en  dehors  des  trois  corps  ronds.  La  cubalure  du  conoïde 
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parabolique  d'Archîmède  (paraboloïde  de  révoluiion)  était,  au 
contraire,  bien  connue  depuis  la  Renaissance,  et  si  Hujgens  en  a 
trouvé  une  démonstration  nouvelle,  malheureusement  perdue,  il 
n^ignorait  point  Tancienne.  Mais,  à  la  même  date,  il  a  Tidée  de 
faire  tourner  la  parabole  autour  d'une  parallèle  ^  son  axe  et  de 
cuber  le  volume  ainsi  engendré.  Il  n'avait,  semble-t-il,  été  de- 
vancé que  par  Fermât  (lettre  à  Roberval  du  4  novembre  i636). 
Voilà  certes,  à  17  ans,  un  singulier  exemple  d'aptitude  précoce 
pour  les  Mathématiques. 

D'après  le  n**  20  de  la  Correspondance  de  Huvgens  (à  Mer- 
senne,  novembre  1646),  on  peut  conjecturer  que  les  Cogitala 
physicomathematica  du  Minime  de  i644  avaient,  plus  que  tout 
autre  Livre,  contribué  à  l'éveil  du  génie  chez  le  jeune  étudiant  de 
l'Université  de  Lejde.  Celte  lettre  nous  prouve  d'ailleurs  qu'il 
avait  aussi,  dès  cette  époque,  pensé,  non  seulement  au  volume, 
mais  aussi  à  Vaire  du  paraboloïde. 

((  Dans  ce  mesme  vostre  livre,  là  où  vous  venez  à  parler  des 
proprietez  de  la  parabole,  j'ay  trouvé  celle-cj  qui  est  de  la  super- 
ficie du  conoides  parabolicum,  laquelle  si  vous  me  pouvez  véri- 
fier, je  vous  puis  donner  une  ligne  droite  esgalle  à  la  circonfé- 
rence d'une  parabole,  mais  je  ne  cro}'  pas  que  vous  en  ayez  la 
démonstration.  » 

Hujgens  a  bifi'é  cet  alinéa  ('),  qui  contenait  une  erreur  dont 
on  ne  s'étonnera  pas  vu  son  âge;  il  n'en  est  pas  moins  clair  que 
ses  recherches  postérieures  sur  l'aire  des  surfaces  de  révolution 
du  second  degré,  recherches  qu'il  menait  à  bien  dix  ans  plus  tard, 
ont  eu  pour  point  de  départ  l'indication  donnée  par  Mersenne. 

Mais  l'énoncé  des  Cogitala  est  faux  (^).  Doit-on  en  imputer 
Terreur  à  Mersenne,  assez  coutumier  de  transcriptions  inexactes, 
ou  à  Roberval  qui  lui  a  fourni  la  matière  pour  cet  endroit  de  son 
Livre?  La  seconde  hypothèse  est  la  plus  probable,  car  autrement 


(')  La  Lettre  est  publiée  d'après  la  minute. 

(')  Hydraulic,  p.  99.  —  «  Adde  cylindrurn  ciusdem  basis  et  altiludinis  cum 
recto  conoide  parabolico  habere  superficicm  quae  sine  basibus  sil  ad  superficiem 
conoidis  absque  base,  ut  axis  lotus  ad  duas  tortias  rectaî  qua^  polest  semissem 
axis  et  totam  diametruni.  » 
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Boberval  eût  sans  doule  réclamé  la  priorité  lorsque  Huygens  et 
Fermât,  en  i658,  à  l'occasion  des  problèmes  de  Pascal  sur  la  cj- 
cloïde,  firent,  Vun  etTautre,  connaître  à  Paris  qu'ils  connaissaient 
une  méthode  pour  la  quadrature  des  surfaces  de  révolution  (*). 
D'autre  part,  Roberval  avait  dû  reconnaître  d'assez  bonne  heure 
son  erreur,  sans  cependant  parvenir  à  un  résultat  exact;  car  dans 
son  grand  factum  contre  Torricelli  (1647),  ^^  ^'  énumère  ses  tra- 
vaux, il  garde  sur  celui-là  un  silence  complet.  On  peut  cependant 
lui  laisser  l'honneur  d'avoir  soulevé  le  premier  un  problème  nou- 
veau et  d'une  importance  capitale. 

Page  12,  B.  —  «  Quatre  années  plus  tard  (en  i65o),  Huygens 
découvrit  une  grosse  inadvertance  dans  un  raisonnement  de  Ca- 
valieri,  l'introducteur  des  indivisibles  dans  l'analyse.  Ce  paralo- 
gisme se  retrouve  d'une  manière  plus  évidente  dans  la  démonstra- 
tion bien  connue  du  paradoxe  de  l'égalité  de  la  circonférence 
d'un  cercle  à  son  diamètre.  » 

Ainsi  présentée,  cette  indication  peut  induire  en  erreur.  Cava- 
lieri  ou  ses  disciples  ont  pu  faire  des  démonstrations  sans  rigueur, 
ils  n'en  ont  point  donné  qui  constituent  des  paralogismes.  En 
fait,  c'est  Huygens  qui  semble  avoir  inventé  le  paradoxe  précité 
pour  montrer  à  Schooten  l'insuffisance  d'une  démonstration 
donnée  non  par  Cavalieri,  mais  par  Torricelli,  et  portant  sur 
une  vérité  non  contestée  :  De  sphœra  et  solidis  sphœralibus 
Ubri  duo  (De  dimensione  parabolse,  p.  qS). 

Page  i5,  r\,  —  a  L'inadvertance  de  Descartes  (sur  ce  point  que 
le  lieu  de  Pappus  à  4  droites  est  formé  par  l'ensemble  de  deux 
coniques  et  non  par  une  seule)  a  été  remarquée,  pour  la  première 
fois,  par  Biaise  Pascal.  »  A  l'appui  de  cette  assertion  est  citée  une 
lettre  de  Mersenne  du  17  mars  1648,  où  il  est  effectivement  parlé 
d'une  solution,  que  venait  d'achever  le  jeune  Pascal,  de  ce  fameux 
problème  «  qu'on  prétend  icy  n'avoir  pas  esté  résolu  par  M.  Des- 
cartes en  toute  son  es  tendue  ».  Mais  cet  «  on  »  désigne  avant 
tout  autre  Roberval  qui,  s'il   n'avait  rien  publié,  n'en  avait  pas 


(*)  La  priorité  de  commuDicalion,  à  Télranger,  appartient  inconleslablemeDt  i 
Haygens. 
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moins  résolu  le  même  problème  dès   i64o  (lettre  à  Fermât  du 
4  août  1640). 

Page  i5,  7)  (suite).  —  «  Mais  c'était  l'étude  d'un  Livre  de  P- 
de  Fermât,  qui  induisit  Huygens  à  écrire  à  Fr.  de  Schooten,  qui 
avait  publié  une  édition  latine  de  la  Géométrie  de  Descartes  : 
In  prima  tamen  Pappi  propositione  uniçersali,  quœ  legitur 
in  fine  paginœ  162,  aliqiiid  amplius  habet  nisifallor  quam  a 
te  inspectum  sit.  Par  rapport  à  ce  nisi/altor,  G. -P.  de  Roberval 
rassure  Huygens  •  • .  » 

Il  y  a  là  une  confusion  qui  semble  avoir  été  amenée  par  l'index 
V  du  premier  Volume  de  la  Correspondance  de  Huygens;  cet 
Index,  en  effet,  pour  le  problème  de  Pappus,  renvoie,  entre  autres, 
à  la  page  827  d'où  est  tirée  la  citation  qui  précède.  Mais  il  ne 
s'agit  nullement  là  du  problème  ad  4  lineas^  à  propos  duquel 
Roberval  entrera  plus  tard  en  correspondance  avec  Huygens.  Il 
ne  s'agitpas  davantage  de  l'édition  de  la  Géométrie  de  Descartes 
procurée  par  Schooten  en  1649.  La  page  162,  que  cite  Huygens 
dans  l'Extrait  ci-dessus  de  sa  lettre  du  26  mai  i655,  est  celle  de 
la  traduction  de  Pappus  par  Commandin,  et  la  proposition  en 
question  est  le  premier  énoncé  relatif  aux  Lieux  plans  d'Apollo- 
nius. Depuis  trois  ans  (le  28  juillet  i652),  Schooten  avait  com- 
muniqué à  Huygens  la  restitution  qu'il  avait  faite,  d'après  les 
indications  de  Pappus,  de  l'Ouvrage  perdu  du  géomètre  de  Perge, 
restitution  qu'il  fit  imprimer  comme  troisième  Livre  de  sesExer- 
citationes  mathematicœ,  parues  en  i656.  Avant  cette  Communi- 
cation, Huygens  avait  déjà  (n°*  93  et  94  de  la  Correspondance) 
discuté,  avec  Schooten,  un  des  lieux  d'Apollonius.  Or,  en  i655, 
son  père  retrouve,  dans  les  papiers  que  Mersenne  lui  avait  autre- 
fois envoyés  (peut-être  depuis  dix-huit  ans),  la  restitution  du 
même  Ouvrage  par  Fermât.  Il  le  fait  savoir  à  Schooten,  et  propose 
de  lui  envoyer  le  manuscrit,  en  faisant  la  remarque  que,  pour  la 
première  proposition,  le  travail  de  Fermât  est  plus  complet.  La 
réponse  de  Schooten  est  curieuse. 

«  En  (  *  )  ce  qui  concerne  les  Lieux  plans  d'Apollonius  restitués 

(*)  Je  Iraduis  le  lexte  latin. 
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par  Fermât,  quoique  vous  m'offriez  de  vous-même  de  me  les  faire 
voir,  je  préfère  ne  pas  les  connaître  pour  le  moment,  jusqu'à  ce 
qu'après  l'impression  des  miens  j'aurai  trouvé  une  occasion  de  les 
lire;  car  je  ne  voudrais  pas  qu'un  autre  les  voyant  pût  croire  que 
je  suis  un  plagiaire  ou  que  j'aie  été  aidé  par  quelqu'un;  je  veux 
pouvoir  dire  nettement  que,  tels  je  les  ai  publiés,  tels  je  les  ai 
trouvés.  Quant  à  la  première  proposition  universelle,  c'est  à 
dessein  que  je  l'ai  omise.  Car,  pour  l'expliquer  ou  la  construire, 
je  voyais  qu'il  fallait  un  grand  nombre  de  figures  qui  auraient 
accru  plus  qu'il  ne  convenait  les  dépenses  d'impression,  et  je 
n'aurais  pas  alors  trouvé  facilement  un  typographe  pour  l'entre- 
prendre. D'ailleurs,  cette  proposition  ne  m'a  pas  paru  autant  que 
les  autres  correspondre  à  des  propriétés  particulièrement  élégantes 
et  j'ai  préféré  la  négliger  plutôt  que  de  la  développer.  » 

Il  est  remarquable  qu'après  avoir  cité  élogieusement  Fermât 
dans  son  Ouvrage  de  1646,  De  organica  conicarum  sectionum 
descriptione,  Schooten  semble  l'ignorer  complètement  dans  les 
Exercitationes,  Cependant  l'existence  du  travail  de  Fermât  sur 
les  Lieux  plans  était  publiquement  connue  depuis  la  Synopsis 
de  Mersenne  de  1644*  Ce  silence  calculé  de  Schooten  semble  avoir 
blessé  Fermât  et  l'avoir  conduit  à  provoquer  le  professeur  de 
Leyde  au  commencement  de  1637  par  les  célèbres  défis  sur  des 
questions  numériques  ;  car  s'ils  furent  adressés  également  à  Wallis, 
c'est  certainement  à  l'incitation  de  Digby,  tandis  que  pour 
Schooten,  qui  au  reste  ne  s'en  tira  pas  très  heureusement,  Fermât 
n'avait  aucune  occasion  particulière  de  le  viser. 

II.  Les  remarques  qui  suivent  se  rapportent  aux  pages  du  pre- 
mier Volume  de  la  Correspondance  deHuygens. 

Page  216,  note  i.  —  Dans  une  lettre  de  Iluygens  à  Schooten, 
du  27  décembre  i654,  il  est  parlé,  évidemment  d'après  des  indi- 
cations données  à  Schooten  par  Mylon  et  communiquées  à 
Huygens,  de  Traités  d'Arithmétique  {et  de  Géométrie)  de 
Pascal  qui,  remarquent  les  éditeurs,  ne  se  trouvent  point  dans  les 
Œuvres  de  ce  dernier  comme  ayant  été  imprimées  avant  cette 
date.  «  Il  est  évident  d'ailleurs  »,  ajoutent-ils,  «  que  Huygens  n'en 
connut  que  les  titres  ». 
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Ces  traités  qui  n'ont  jamais  été  non  seulement  imprimés,  mais 
même  eflfectivement  rédigés  en  vue  d'une  publication,  sont  très 
certainement  ceux  qui  sont  mentionnés  dans  le  placard  de  i654  - 
Celeberrimœ  Matheseos  Academiœ  Parisiensi,  reproduit  dans 
les  Œuvres  de  Pascal.  Il  semble  seulement  que  Mjlon  ait  suivi 
dans  sa  relation  un  ordre  difTérent  de  celui  dudit  placard,  sur 
lequel  je  vais  revenir  tout  à  Theure. 

Page  898.  —  Dans  une  lettre  du  8  avril  i656,  Chapelain  écrit 
à  Hujgens  qu'il  a  donné  lecture  de  l'imprimé  De  Saturni  Luna 
observatio  nova  «  en  nostre  assemblée  académique  de  chez  M.  le 
Chancelier  frequenti  senalu  et  dans  une  autre  d'hommes  de 
letlres  de  chez  M.  Ménage  ».  Les  éditeurs  (noie  3)  pensent  qu'il 
s'agit  dans  ce  passage  d'un  des  deux  chanceliers  de  l'Université. 
Mais  il  ne  peut  élre  douteux  que  la  première  communication  de  la 
découverte  astronomique  de  Huygens  n'ait  été  faite  parChapelaio 
à  V Académie  française,  qui  eut  comme  protecteur,  de  1642 
à  1672,  le  chancelier  Séguier  et  qui  se  réunissait  à  son  hôtel. 

Il  n'y  a  évidemment  rien  d'extraordinaire  à  ce  que  .Chapelain, 
qui  avait  d'ailleurs  engagé  Huygens  à  publier  sa  découverte,  se 
soit  hâté  d'en  faire  part  à  ses  confrères  de  l'Académie  française. 
La  découverte  d'un  satellite  de  Saturne  (on  ne  connaissait  encore 
que  ceux  de  Jupiter)  était  certainement  de  nature  à  intéresser 
vivement  les  lettrés  du  xvii®  siècle.  Mais  ce  qu'il  y  a  de  singulier, 
c'est  que  la  correspondance  si  complète   de  Huygens   ne  nous 
indique  aucune  communication  semblable  à  une  Société  scienti- 
fique; bien  plus,  elle  ne  nous  laisse  pas  même  soupçonner  pour 
cette  époque,  Texistence  à  Paris  d'une  pareille  Société.  Cepen- 
dant Huygens,  dès  son  premier  voyage  en  France  (i655)  s'est 
mis  en  rapport  avec  les  mathématiciens  de  Paris  les  plus  en  vue; 
il  est  bientôt  en  correspondance  directe  ou  indirecte  avec  tous, 
pour  ainsi  dire,  et  en  particulier  avec  Roberval  et  Carcavi,  qui 
seront  ses  confrères  lors  de  la  fondation  de  l'Académie  des  Sciences 
en  1666.  Qu'est  donc  devenue  cette  (c  très  célèbre  Académie  de 
Mathématique  de  Paris  »  à  laquelle  Pascal  dédiait  le  placard  que 
nous  rappelions  tout  à  l'heure? 

Déjà  V histoire  de  la  roulette,  de  Pascal,  pouvait  faire  douter 
que  cette  Académie  subsistât  en  i658,  quelle  qu'ait  été  la  fréquence 
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des  relations  entre  les  principaux  mathématiciens  de  Paris  à  cette 
époque.  La  correspondance  de  Huygens  nous  paraît  apporter  sur 
un  point  de  cette  obscure  question  une  lumière  décisive  ;  dès  1 655, 
TAcadémie  ne  se  réunissait  plus. 

Je  dis  obscure  question,  d^autant  que  la  tradition  courante  sur 
les  origines  de  TAcadémie  des  Sciences  me  paraît  tout  à  fait  inac- 
ceptable. Dans  sa  notice  historique  sur  cette  Académie,  M.  Ernest 
Maindron,  par  exemple,  a  formulé  cette  tradition  en  disant  que 
«  c'était  une  Société  de  savants  qui  se  réunissaient  depuis  long- 
temps déjà,  à  des  jours  fixés  d'avance,  chez  le  P.  Mersenne,  puis 
chezle  maître  des  requêtes  Montmort  et  plus  tard  chez  Melchi- 
sedech  Thevenot  ».  Voilà  ce  qui  est  constamment  répété,  sans 
qu'il  ait  été  seulement  constaté  que  ces  diverses  réunions  aient 
bien  appartenu  à  la  même  Société  et  qu*il  n'y  en  ait  pas  eu 
plusieurs,  soient  successives,  soient  simultanées. 

Qu'il  y  ait  eu,  dès  avant  i654,  une  Société  scientifique  à  Paris 
se  parant  du  titre  d'Académie,  on  n'en  peut  douter.  Je  citerai,  par 
exemple,  la  lettre  de  Descartes  à  Mersenne  du  2  novembre  1646, 
que  j'ai  publiée  dans  le  Bulletin  (1892,  p.  35),  «  à  cause  que 
Roberval  en  faisoit  parade  en  son  Académie  ». 

Cette  Société  se  réunissait  régulièrement  depuis  1 636  au  moins, 
chaque  semaine  à  un  jour  fixe,  mais  c'était  à  tour  de  rôle  chez 
l'un  ou  l'autre  de  ses  membres  et  nullement  toujours  chez 
Mersenne.  Dans  sa  lettre  à  Fermât  du  4  avril  163^,  Roberval  dit, 
en  eflfet,  que  la  Compagnie  des  mathématiciens  se  réunissait  le 
jeudi,  et  que,  le  2  avril,  l'assemblée  avait  eu  lieu  chez  M.  de  Mon- 
tholon,  conseiller  (*). 

De  même,  en  i645  probablement.  Descartes  se  rencontra  avec 
Roberval  dans  une  réunion  de  cette  Académie;  le  second  voulut 
soulever  une  discussion  pour  prouver  l'impossibilité  du  mouve- 
ment dans  le  plein  ;  Descartes  refusa  de  s  y  prêter.  C'était  «  chez 
une  personne  de  marque  (^)  ». 

Quoique  Roberval  ait  fait  partie  plus  tard  de  l'Assemblée  de 
M.   de  Montmor,  celle-ci   doit    être    absolument  distinguée  de 


(')  Il  indique,  comme  autres  membres,  Etienne  Pascal  et  Le  Pailleur.  Il  n'est 
pas  douteux  que  Carcavi  n'en  ait  fait  partie  dés  lors. 
(*)  Lettres  de  Descartes,  Clerselier,  III,  p.  ô.lg. 
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TAcadémie  dont  il  vient  d'être  parlé.  Rappelant  l'incident  de  i645, 
Roberval  s'était  vanté,  dans  cette  Assemblée  de  M.  de  Montmor, 
d'avoir  une  fois  fermé  la  bouche  à  Descartes  en  bonne  Compagnie. 
Cela  souleva  des  discussions  et  Clerselier  lut  le  1 3  juillet  i658(un 
samedi)  une  longue  défense  de  l'opinion  de  son  maître  sur  le  mou- 
vement dans  le  plein.  Dans  la  Préface  du  Tome  III  des  Lettres  de 
Descartes,  en  s'^xpliquant  à  ce  sujet,  il  affirme  que  l'Assemblée 
de  M.  de  Montmor  est  peut-être  une  aussi  bonne  Compagnie  et 
sans  doute  pour  le  moins  aussi  savante  que  l'autre  pouvait  être. 
Ces  expressions  prouvent  à  la  fois  que  la  rencontre  de  Descartes 
et  Roberval  avait  eu  lieu  au  sein  d'une  Société  savante,  et  que  la 
nouvelle  Société  était  tout  à  fait  différente. 

Celte  Société  de  Montmor  subsiste  encore  en  1662;  Clerselier 
y  fait  lecture  des  lettres  qu'il  adresse  à  Fermai  pour  défendre  la 
Dioptrique  de  Descartes  et  c'est  par  ordre  de  l'assemblée  (qui  se 
tient  alors  le  mardi  de  chaque  semaine)  qu'il  écrit  son  épîlre  du 
i3  mai  {Lettres  de  Desc.,  III,  p.  284-285).  Cette  Société,  où, 
dès  i658,  les  Descartistes  (pour  parler  comme  Clerselier)  domi- 
naient évidemment  déjà,  a  donc  tout  à  fait  le  caractère  d'une 
Société  cartésienne;  ce  n'est  pas  une  Société  scientifique  propre- 
ment dite  et  ce  serait  à  tort  qu'on  la  cousidérerait  comme  l'em- 
bryon de  l'Académie  des  Sciences. 

Enfin,  si  nous  considérons  plus  attentivement  le  très  curieux 
placard  de  Pascal  en  i654,  il  est  bien  difficile  de  s'expliquer  celle 
pompeuse  énuméralion  de  travaux  immenses  qui  sont  à  peine 
ébauchés  sur  le  papier,  si  elle  s'adresse  véritablement  à  une 
Société  fonctionnant  régulièrement.  Il  ne  s'agit  pas  d'ailleurs  d'un 
morceau  de  réception,  puisque  Pascal  se  donne  comme  admis  dans 
la  Compagnie  dès  son  enfance  (inter  vos  educatus)  et  rappelle 
l'approbation  donnée  autrefois  (avant  1649)  à  sa  machine  arithmé- 
tique. Tout  devient  clair  au  contraire  si  Ton  regarde  ce  placard 
comme  un  prospectus  destiné  à  faire  renaître  une  Société  dissoute 
en  attirant  de  nouveaux  adhérents  autour  d'un  petit  noyau  d'an- 
ciens membres. 

L'Académie  de  Roberval  semble  avoir  été  en  majorité  constituée 
par  des  magistrats;  les  troubles  de  la  F'ronde  durent  suspendre 
les  réunions  et  amener  entre  ses  membres  des  divisions  politiques 
qui    les    empêchèrent,    après   le   rétablissement    de    l'ordre,   de 
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renouer  les  anciennes  traditions.  En  i654)  une  tentative  de 
reconstitution  eut  lieu,  mais  elle  échoua.  Quelques  années  après, 
une  autre  Société  se  forma,  mais  elle  prit  un  tout  autre  caractère 
qui  devait  en  écarter  plus  ou  moins  vile  les  savants  réfractaires 
aux  doctrines  cartésiennes.  Or  ce  sont  eux  qui,  dans  ^Académie 
de  1666,  formeront  le  groupe  le  plus  marqué. 
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taires.  On  peut  remarquer  toutefois  des  constructions  approxi- 
matives de  polygones  réguliers  de  côtés  donnés;  celle  du  penta- 
gone, avec  une  seule  ouverture  de  compas,  est  nommément 
empruntée  à  Albert  Durer. 

La  dernière  pièce  du  Volume  nous  ramène  au  sujet  des  deux 
premières;  c'est  une  page  écrite  par  Galilée  à  la  demande  de 
Pietro  Duodo,  capitaine  de  Padoue  pour  la  République  de  Venise, 
lequel  avait  institué  une  Accademia  Délia,  pour  l'instruction 
militaire  des  jeunes  nobles  padouans  ;  cette  page,  où  sont  résu- 
mées les  connaissances  dépendantes  des  Mathématiques  que  doit 
posséder  un  bon  militaire,  a  été  retrouvée  par  M.  Favaro  dans  les 
Archives  de  la  ville  de  Padoue.  Il  en  avait  déjà  publié  une  repro- 
duclion  photolithographique  dans  la  Rivista  d'Artiglieria  e 
GeniOy  Rome,  1886. 

II.  Les  Mecaniche  de  Galilée  représentent,  de  même  que  le 
Trattato  di  fortificazione,  une  rédaction  faite  pour  des  leçons 
particulières;  elles  ont  d'ailleurs  probablement  coïncidé^  comme 
date,  avec  le  cours  public  professé  à  Padoue  par  Galilée  en 
1 597-98  sur  les  Questions  mécaniques  d'Aristote.  Cette  rédaction 
eut  un  très  grand  succès,  comme  en  témoignent,  d'une  part  le 
nombre  considérable  de  copies  manuscrites,  quelques-unes  très 
anciennes,  qui  en  subsistent,  et  d'un  autre  côté,  cette  circon- 
stance qu'avant  d'avoir  été  imprimé  en  Italie  (il  ne  le  fut  qu'après 
la  mort  de  Galilée,  en  1649,  P^**  '^^  soins  de  Luca  Danesi),  l'ou- 
vrage fut  traduit  en  français  et  publié  dans  cette  langue  par  le 
P.  Mersenne,  dès  i634. 

On  chercherait  cependant  vainement  dans  ce  petit  Traité 
quelqu'une  des  idées  concernant  le  mouvement  que  Galilée  agitait 
déjààPiseen  i  Sgo;  l'auteur  s'y  est  simplement  proposé  de  donner 
une  théorie  élémentaire  des  puissances  simples  (levier,  treuil,  pou- 
lie, vis)  en  insistant  sur  le  principe  que  ce  qui  se  gagne  en  force 
se  perd  en  vitesse.  Sauf  la  clarté  de  l'exposition  et  la  mise  en 
pleine  lumière  de  ce  [)rincipe,  il  n'y  aurait  là  aucun  progrès  réel 
par  rapport  à  l'antiquité  si,  à  propos  de  la  vis,  Galilée  n'éta- 
blissait pas  la  théorie  du  plan  incliné  et  ne  faisait  pas  ressortir 
l'erreur  dans  laquelle  est  tombé  Pappus  à  ce  sujet  au  Livre  VIII 
de  sa  Collection  mathématique. 
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A  la  fin  du  Traité,  se  trouve  cependant  soulevée  une  question 
nouvelle  dans  un  Chapitre,  qui,  à  la  vérité,  devait,  semble-t-il,  faire 
partie  originairement  d*un  autre  ensemble  perdu  ou  resté  inachevé. 
Il  s'agit  de  la  force  du  choc  ;  Galilée  rejette  les  explications  aristo- 
téliques et  en  propose  une  nouvelle,  reposant  sur  le  principe  fon- 
damental qu'il  a  développé  dans  ses  Mecaniche ;  mais  il  ne  possède 
pas  encore  les  éléments  suffisants  pour  trouver  une  formule  pré- 
cise et  il  n'y  a  là  qu'une  simple  tentative. 

Les  éditeurs  en  ont  rapproché  une  Leçon  académique,  où 
Torricelli  a  relaté  plus  tard  de  curieuses  expériences  poursuivies 
par  Galilée,  sans  doute  vers  la  même  époque,  pour  montrer  que 
la  force  du  choc  est  infinie  par  rapport  à  une  puissance  en  repos. 

III.  Une  troisième  série  de  leçons  publiques  ou  particulières  de 
Galilée  a  été  l'origine  d'un  troisième  Traité,  rédigé  en  italien, 
comme  les  précédents,  et  qui  concerne  l'Astronomie  (  Trattato 
délia  sfera  OK'vero  Cosmografia),  Ce  Traité  , publié  pour  la  pre- 
mière fois  en  i656  par  frère  Urbano  Daviso  (Buonardo  Savi),  a  été 
considéré  comme  apocryphe,  en  particulier  par  Libri,  pour  ce 
motif  que  l'auteur  y  suit  le  système  de  Ptolémée  et  rapporte  les 
arguments  classiques  sur  l'immobilité  de  la  Terre,  en  se  contentant 
de  dire  que  de  très  grands  philosophes  et  mathématiciens  ont 
estimé  que  la  Terre  était  une  étoile  et  l'ont  considérée  comme 
mobile.  Cependant,  au  moins  depuis  iSgy,  Galilée  avait  embrassé 
le  système  de  Copernic.  Il  n'en  a  pas  moins  été  démontré  que, 
dans  son  enseignement,  il  continua  à  répéter  et  à  commenter  les 
formules  traditionnelles;  l'authenticité  de  la  Cosmograjia  est 
d'autre  part  suffisamment  établie  par  les  manuscrits  indépendants 
l'un  de  l'autre  qui  l'attribuent  expressément  à  Galilée  et  dont  les 
deux  plus  anciens  remontent  jusqu'aux  années  i6o5  et  1606. 

La  plus  ancienne  preuve  de  l'adoption  des  idées  de  Copernic 
par  Galilée  nous  est  d'ailleurs  donnée  par  un  petit  écrit  sous  forme 
de  lettre  (du  3o  mai  1097)  ^  ^^^  ^^^  ^^  maître  Jacopo  Mazzoni, 
qui  venait  de  publier  un  Ouvrage />e  comparatione  Aristotelis 
et  PlatoaiSy  où  il  avait  incidemment  réfuté  la  doctrine  du  mou- 
vement de  la  Terre.  L'objet  de  l'écrit  de  Galilée,  qu'il  fit  circuler 
manuscrit  dans  le  cercle  de  ses  amis  intimes,  et  qui  fut  pour  la 
première  fois  publié  par  Venturi  (1818),  est  de  prouver  mathé- 


2Go  PREMIÈRE  PARTIE. 

maliquement  Terreur  où  était  tombé  Mazzoni  en  affirmant  que  si 
la  Terre  n^était  pas  au  centre  du  monde,  l^horizon  astronomique 
ne  pourrait  diviser  sensiblement  la  sphère  céleste  en  deux  hémi- 
sphères égaux. 

IV.  En  ce  qui  concerne  les  lois  du  mouvement,  nous  ne  trou- 
vons à  proprement  parler  dans  le  second  Volume  qu'une  première 
rédaction  latine  (publiée  d'après  un  autographe  qui  paraît  remonter 
à  Tannée  i6o4)  de  la  théorie  du  mouvement  accéléré  insérée  dans 
les  Dialogues  des  nouvelles  Sciences  de  i638.  La  loi  de  ce  mou- 
vement j  est  posée  a  priori;  Texpérience  (celle  de  la  force  du 
choc)  n'y  est  invoquée  que  pour  prouver  la  possibilité  qu'un  corps 
puisse  passer  par  tous  les  degrés  de  vitesse;  le  même  fait  est 
développé  théoriquement  par  la  considération  du  mouvement  sur 
le  plan  incliné. 

V.  Vers  le  lo  octobre  i6o4,  une  nouvelle  étoile  apparut  dans 
le  ciel  et  renouvela  Télonnement  produit  par  celle  de  1072.  Elle 
paraît  avoir  été  remarquée  en  premier  lieu  à  Padoue  par  un  jeune 
Milanais,  Baldassare  Capra,  qui  y  étudiait  la  Médecine  et  qui 
recevait  en  même  temps  des  leçons  d'Astronomie  d'un  Allemand 
(Simo  Marius).  Galilée  qui,  cette  année-là,  faisait  un  cours  sur 
la  théorie  des  planètes,  consacra  à  la  nouvelle  étoile  trois  leçons, 
dont  il  reste  quelques  fragments,  rédigés  en  latin,  en  partie  seu- 
lement publiés  d'après  les  autographes,  par  Venturi  (1821).  H 
devait  plus  tard  revenir,  dans  ses  Massinii  sistemi,  sur  les  questions 
que  soulevaient  les  apparitions  de  ce  genre.  Pour  le  moment,  il 
semble  qu'il  ait  prudemment  évité  toute  polémique  compromet- 
tante. 

Il  y  fut  cependant  provoqué  dès  lors  par  Baldassare  Capra,  qui, 
au  commencement  de  i()o5,  fît  imprimer  à  Padoue  un  opuscule 
intitulé  :  C  on  sidéra  tione  astronomica  circa  la  noi-a  et  portent 
tosa  Stella  che  nelV  anno  i6o4  ^  di  10  ottobrc  apparse,  con  un 
brève  giudicio  delli  suoi  signi/icati.  Les  éditeurs  ont  reproduit 
cet  opuscule  avec  les  annotations  marginales  de  Galilée,  d'après 
un  exemplaire  conservé  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Florence. 
Capra,  tout  en  qualifiant  (TJEccellentissimo  le  professeur  de  TUni- 
versité,    lui    avait   adressé    quelques    critiques;    elles    ne    furent 
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relevées,  ainsi  que  les  erreurs  de  l'auteur,  que  quand  Galilée  eut 
à  défendre,  contre  le  même  personnage,  son  invention  du  compas 
de  proportion. 

Un  Antonio  Lorenzini  da  Montepulciano  publia  également  à 
Padoue,  en  i6o5,  un  Discorso  sur  la  nouvelle  étoile,  où  il  soutint 
qu'elle  appartenait  à  la  sphère  de  la  Lune  et  que  les  raisonnements 
des  mathématiciens,  touchant  l'absence  de  parallaxe,  ne  pouvaient 
prouver  le  contraire.  Galilée  était  encore  directement  visé,  sinon 
nommé  cette  fois.  Mais  Lorenzini  n'obtint  comme  réponse  qu'un 
Dialogue  burlesque,  écrit  en  patois,  et  qui  parut  sous  le  pseudo- 
nyme de  Cecco  de'  Ronchitti  da  Brugene.  Dès  Torigine,  il  fut 
attribué  à  Galilée,  et  en  conséquence  les  éditeurs  l'ont  reproduit, 
avec  une  traduction  en  italien  et,  en  notes,  les  passages  visés 
du  Discorso  de  Lorenzini.  Mais  M.  Favaro  pense  que  Galilée  n'a 
fourni  que  les  matériaux,  et  que  le  véritable  rédacteur  est  un  moine 
bénédictin,  intime  du  professeur,  et  nommé  Girolamo  Spinelli. 
Ce  dialogue,  dont  les  interlocuteurs  sont  deux  paysans,  est 
d'ailleurs  franchement  gai,  et  les  plaisanteries  dirigées  contre 
Aristote  et  les  philosophes  qui  se  mêlent  de  ce  qu'ils  ne  savent  pas 
n'étaient  guère  de  nature  à  blesser  personne. 

W.  Le  premier  Ouvrage  que  fit  imprimer  Galilée  est  l'opuscule 
eu  italien  dédié  à  Corne  de  Médicis,  et  intitulé  :  Le  operazioni 
del  compasso  geometrico  e  militare  (1606).  L'ingénieuse  inven- 
tion de  Galilée  était  parfaite  dès  iSg-j,  et  dès  lors  il  avait  dû 
rédiger  une  instruction  pour  la  joindre  aux  instruments  que 
prenaient  ses  élèves  ou  qu'il  offrait  à  divers  personnages  de 
marque,  italiens  et  étrangers.  Cette  instruction  subsiste  dans  des 
manuscrits  antérieurs  à  1606,  et  est  maintenant  publiée  pour  la 
première  fois;  d'un  second  texte,  qui  donne  au  contraire  à  très 
peu  près  la  forme  définitive,  les  éditeurs  n'ont  reproduit  que  la 
seule  variante  notable  qu'il  offre  par  rapport  à  l'imprimé. 

Baldassare  Capra  osa,  dès  l'année  suivante,  faire  imprimer  à 
Padoue  même  un  opuscule  latin  :  Usiis  et  fabrica  circini  cuj us- 
dam  proportionis,  per  quem  omnia  fere  tum  Euclidis,  tum 
Mathematicoruni  omnium  problemata  facili  negotio  resol- 
vuntur,  dans  lequel,  sans  nommer  Galilée  et  sans  s'expliquer 
nettement  sur  l'invention  de  l'instrument,  il  ne  craignait  pas  de 
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dire*  4]uVll<f  éuJt  iiDpudt^miiïeDt  r^laisée  pur  l£J  qui  iii\  ifviua  HDnm 
droit  «t  ^'ntlribuait  aa  moîxi§  l'eiplicadoa  de  la  <v09ifdTncûrai  fiM" 
Galilée  n'avait  pa$  doonéej.  Cette  euplicaiâoD  av^l  -^uîEkfiir^  «tr 
empruDtée  par  Capra  à  ao  écrit  mann^cnt  d'os  Flasuoid.  lea»- 
Eutel  ZîecLme«<rr^  qui.  vers  i6o3.  était  pa«f>é  à  PadoiM*  a^«cc  «a 
îostrumeot  copié  sur  celai  de  Galilée^  et  v  a^ait  été  oosi^^îaiCB  ^ 
plapat.  Capra  avait  é^alemeot  pris  on  certain  s^ooiiijpe  iTcipera- 
tîoDS  dans  le  maniuicrit  da  Flamaxid  ;  il  avait  compilé  le  renfle  éc  soa 
êcril  ^l  sur  celui  de  Galilée  lai-méme,  soit  dans  des  0«iT*pes -de 
MagÎDÎ,  professeur  de  Mathémaliques  k  Bologne:  le  to«l  e<«  Huia- 
droîtenient  fait,  a%ec  de  grossières  erreurs,  que  Galilée  reieiaavec 
50ÎQ  sur  un  exemplaire  conservé  à  la  Bibliothèqne  nalionale  de 
Florence  et  que  les  éditeurs  ODtJotégralemeoi  reproduit  avec  les 
annotations  marg^inales. 

L^inventeur  du  compas  géométrique  et  militaire  ne  pouvait  to- 
lérer cet  in>oleDt  plagiat.  11  fit  citer  Capra  à  Venise^  devant  les 
Réformateurs  de  TUniversité.  et  obtint  la  suppression  de  Tédit ion 
dont  il  avait  à  se  plaindre;  mais  comme  une  trentaine  d^xemplaires 
étaient,  avant  la  saisie,  sortis  des  États  %'éniiiens(*)^  il  crut  néces- 
saire d\  opposer  sa  Dt/esa  di  GalHeo  Galiieiy  nobiU  fioreniino^ 
leUore  deiie  Matematiche  neiio  Studio  di  Padaa,  contra  aiie 
caiunnie  ed  imposture  di  Baidessar  Capra,  milanese^  le  second 
Ouvrage  qu'il  ait  fait  imprimer  (Venise,  1607^,  et  où  il  raconte 
tout  au  long,  avec  pièces  justificatives  à  Tappui.  cette  singulière 
histoire.  Elle  révèle  un  état  de  mœurs  scientifiques  dont  nous  nous 
faisons  dinicilemenl  une  idée;  aussi  la  Défense  de  Galilée  mér'iie 
une  lecture  attentive;  on  v  trouvera  d'ailleurs  nombre  de  détails 
historiques  intéressants.  Elle  est  très  sérieusement  menée,  avec 
des  détails  minutieux  et  un  langage  plutôt  sévère  que  violent  vis- 
à-vis  de  Tadversaire,  si  Ton  lient  compte  des  habitudes  du  temps; 
mais  on  s^explique  difficilement  que  Galilée  ait  cru  indispensable 
de  lui  donner  de  tels  développements. 

Nous  le  voyons  ainsi  arrivé  à  près  de  cinquante  ans  sans  qu'il 
eût  en  réalité  dépassé  par  ses  travaux  connus  un  niveau  bien  infé- 
rieur à  celui  au-dessus  duquel  devait  s'élever  sa  vieillesse.  C'est 


(')  L'écrit   de   Capra  est  dédié  à  Joachim-Erncst,   marquis  de   Brandebourg, 
auquel  Sitno  Marius  de  (^«untzhausen  dut  ic  présenter. 
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un  ëminent  professeur  de  Mathématiques,  mais  il  n'a  pas  réelle- 
ment fait  de  recherches  originales;  deux  inventions  pratiques,  sa 
balancette  et  son  compas,  témoignent  hautement  des  facultés 
spéciales  qui,  tout  à  l'heure,  vont  lui  permettre  de  renouveler 
l'Astronomie;  mais  l'autre  face  de  son  génie  n'apparaît  pas  en  lui. 
Il  ne  s'est  pas  révélé  comme  théoricien  ;  il  l'est  cependant  avant 
toutes  choses  et  il  coordonne  patiemment  les  idées  qu'il  ne  publiera 
que  bien  plus  tard.  On  dirait  qu'au  sortir  de  Pise  et  au  moment 
d'engager  la  lutte  contre  l'enseignement  scolastique,  il  a  senti  qu'il 
n'était  pas  suffisamment  armé  et  qu'il  n'avait  pas  d'autre  part  con- 
quis une  situation  personnelle  suffisante  pour  lui  donner  des 
chances  sérieuses  de  succès.  Il  s'est  dit  qu'il  attendrait  l'heure 
opportune  et  jusque-là  il  réserve  ses  forces,  sentant  bien  qu'elles 
ne  font  que  grandir.  Paul  Tannery. 


A.  SOMMERFELD.  —   Die  willkûrlichen  Functionen  in  der  mathema- 
TiscuEN  Physik.  Inaugural-Disscrtalion.  75  p.  Kônigsberg,  1891. 

Dans  un  Mémoire  très  remarquable,  intitulé  :  Ueber  die  ana- 
lytische  Darstellbarkeit  sogenannter  willkurlicher  Functio- 
nen einer  reellen  Verànderlichen  (*),  M.  Weierstrass  a  fait  l'élude 
d'une  intégrale  définie  qui  est,  en  quelque  sorte,  une  généralisation 
de  l'intégrale  de  Dirichlet  qui  joue  un  rôle  prépondérant  dans  la 
théorie  des  séries  trigonométriques  et  a  tiré  de  cette  élude  de 
belles  conséquences  pour  la  représentation  des  fonctions  uni- 
formes au  moyen  d'un  polynôme  entier,  avec  une  approximation 
donnée  et  pour  la  recherche  des  intégrales  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  de  la  Physique  satisfaisant  à  des  conditions  li- 
mites données.  Voici,  en  quelques  mots,  un  résumé  de  ce  Mémoire  : 

Soit  f{x)  une  fonction  réelle,  continue,  bien  déterminée  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  x  et  dont  la  valeur  absolue  reste  infé- 
rieure à  une  limite  supérieure  et,  d'autre  part,  soit  i({x)  une 


(*)  Sitzungsberichte  der  koniglich  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berliriy 
g  et  3o  juillet  i885.  (  Une  traduction  française  de  ce  Mémoire  a  paru  dans  le  Jour- 
nal de  Mathématiques  pures  et  appliquées  de  M.  Jordan  pour  rannée  1889.) 
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fonction  de  même  forme  que  f{x)y  pairSy  c'est-à-dire  telle  que 
A( — x)  ^  ^{x)  et  telle,  en  outre,  que  Tintégrale 


ail  une  valeur  finie  co.  Si  Ton  pose 

•'<-•*>=. ibj[r/(«)4'(^)«^«. 

où  u  est  une  variable  réelle  et  A*  et  x  des  quantités  positives,  indé- 
pendantes de  w,  la  fonction  F(a:,  k)  est  telle  que 

\\m¥{x,k)=f{x). 

De  là  on  conclut  que,  à  tout  nombre  positif  ^,  aussi  petit  qu'on 
le  voudra,  on  pourra  faire  correspondre  un  nombre  positif  A' tel 
que  pour  a  <  ^  <C  6,  k  <,  k'  on  ait 

\¥{x,k')-f{x)\<g\ 

Si  alors  on  développe  F  (a:.  A*')  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x  et  si  l'on  désigne  par  G(^)  la  somme 
des  n  premiers  termes,  on  pourra  prendre  n  assez  grand  pour 
que,  pour  tontes  les  valeurs  de  x  comprises  dans  Tinlervalle  (a,  b) 
la  différence  F(.r,  A*')  —  tj(j:)  soit,  en  valeur  absolue,  plus  petite 
qu'un  nombre  donné  à  l'avance  g"  et,  par  suite,  pour  a<ix<Cb 

on  aura 

\/(x)-Gix)\<g'-^g\ 

De  ce  résultat,  M.  Weierstrass  tire  aisément  la  proposition 
importante  suivante  :  Toute  fonction  /{x)j  de  la  forme  énoncée, 
peut  se  représenter,  d'une  infinité  de  manières,  par  une  série  infime 
dont  les  termes  sont  des  polynômes  entiers  en  x  et  cette  série  est 
uniformément  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises dans  un  intervalle  donné  (a,  b), 

La  première  Partie  de  la  Dissertation  inaugurale  de  M.  Som- 
merfeld  est  une  exposition  de  la  proposition  fondamentale  de 
M.  Weierstrass  dans  les  cas  particuliers  où  l'on   prend  pour  la 

fonction  ^{x)  Tune  des  deux  fonctions  f  *^"  ou  ^  et  où  l'on 
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remplace  les  limites  d'inlégratioa  —  oo  et  -f-  oo  par  deux  nombres 
quelconques  a  et  6. 

Dans  le  cas  de  <|^(^)  =  e~^'  on  a  20)  =  ^;  la  notation  de 
M.  Sommerfeld  revient  à  poser  /r  =  2  v^,  u  =  a  et  il  faut  alors 
prouver  que 


Dans  le  cas  de  i({x)  =  -9  2(0  =  7:  et,  en  posant,  k  =  t, 

u  =  aiy  on  a  à  démontrer  l'égalité  suivante  : 

r^  t 

(2)  lim     /     fia)— ; T7df3L  =  itf(x). 

L'auteur,  au  lieu  de  considérer  immédiatement  les  intégrales 
qui  figurent  dans  les  premiers  membres  des  égalités  (i)  et  (2), 
énonce  la  proposition  de  M.  Weierstrass  sous  la  forme  suivante  : 

Les  deux  intégrales 

J  =  i    r    e-^tdk    f  /(a)cos\(x  —  a)doL 
et 

K=-    r    c-^''^   r /(a)cosX(a?  — a)rfa, 

ont  toutes  deux  pour  limite  /(x)  lorsque  t  tend  vers  zéro.  Sous 
cette  forme,  on  voit  mieux  que  l'on  obtient  ainsi  une  généralisa- 
tion de  la  formule  de  Fourier  qui  donne  le  développement  en 
série  trigonométrique  d'une  fonction 


n=:ao 


y(a:)  =  \^  -    /    /(a)cos/i(a?  —  aL)d(i, 


n=.0  ^ 


Les  quantités  e~^'^  et  e~'*'  jouent  le  rôle  de  facteur  de  conver- 
gence pour  pouvoir  passer  du  signe  S  au  signe/. 

M.  Sommerfeld  démontre  alors,  en  premier  lieu,  qu'on  a 


da 


et 


K=  -    /    /(a)- -1 -doL. 
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1)  est  alors  ramené  à  prouver  les  égalités  (i)  et  (2),  ce  qu'il 
fait  en  suivant  la  marche  indiquée  par  M.  Weierstrass.  Il  partaî^e 
l'intervalle  a,  b  en  trois  intervalles  (a,  x — S),  [x — 0,  x-\-l) 
el{x  -f-  S,  6),  5  désigne  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  voudra. 
Les  limites  (pour  /  =:  o)  des  intégrales  relatives  au  premier  et  au 
dernier  intervalle  sont  nulles,  il  ne  reste  plus,  alors,  qu'à  prouver 
que 


et 


ce  qui  se  fait  aisément  en  cherchant  les  limites  supérieures  et 
inférieures  de  ces  intégrales  et  en  faisant  tendre  5  vers  zéro. 

Après  avoir  démontré  les  égalités  (i)  et  (2)  lorsque  a  et  6  sont 
finis  et,  en  supposant /(x)  continue  entre  a  et  6,  Tauteur  étend 
les  propositions  aux  cas  où  ^r  et  6  sont  infinis  et  où  /(x),  au  lieu 
d'être  continue,  est  seulement  intégrable  dans  Tintervalle  (a,  b). 

Pour  terminer  la  première  Partie,  M.  Sommerfeld  donne  l'ap- 
plication suivante,  qui  se  trouve,  d'ailleurs,  dans  le  Mémoire  déjà 
cité  de  M.  Weierstrass.  Considérons  la  série 


«  =  » 


M=    ^   t'-"*'!  Art  co^/ur-»- Brt  sin/ix), 


m      0 


OÙ  \h  <*ï  l^Ai  sont  calculés,  au  moveu  dey(x),  par  la  loi  connue 
de  Kourior.  Fourier  admettait  que  u  a  pour  limite  /{x)  lorsque  / 
tond  vers  zén>  puisque,  si  I  on  lait  /  =  o,  on  trouve  le  développe- 
ment de  J\ti^  en  série  Irigonométrique.  Le  raisonnement  de 
Kouricr  supposait  donc  /(x)  développable  en  série  trigonomé- 
Iriquo.  NL  Marnack  ^  *  ^  a  d<*montré  que,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion J\x^  intt'^rable.  on  a  toujours 


limii  —  t\i\. 


r.e  qui  pivoèdo  pormol  aisément   de  démontrer  la  proposition 


y»\    \s:hL^fHit<\  f<it$\'h*ift.  »<>-. 
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de  M.  Harnack.  On  a,  en  effet,  comme  on  sait,  l'identité 


't  =  -h«o  n=z~t-^ 


n-=z  —  00  n  =  —  ao 


on  en  conclut 


-hr.  n—-h»        (.r-a-4-S7riii« 


e  *' 


n=z  —  90 


Le  second  membre  de  cette  dernière  formule  est  une  somme 
d'intégrales  de  la  forme  du  premier  membre  de  (i)  où  l'on  a  rem- 
placé ^  par  ^ -4- 2ir/î.  Pour  toutes  les  valeurs  de  n  autres  que 
zéro,  la  valeur  x  -h  2Tzn  est  extérieure  aux  limites  de  l'intégration 
—  7:,  -f-u  et,  par  suite,  toutes  ces  intégrales  ont  pour  limite  zéro, 
sauf  celle  pojur  laquelle  n  =  o  :  on  a  donc 


7C  {.r—OL)* 


lim w  =  lim  — .^    /       /(a)c        *'     d%\ 

d'où 

lima  =/(x). 
r  =  0 

Le  second  et  le  troisième  Chapitre  du  travail  de  M.  Sommerfeld 
sont  des  extensions  aux  fonctions  à  deux  et  à  trois  variables  des 
propositions  démontrées  dans  le  Chapitre  I  pour  les  fonctions  à 
une  variable.  L'auteur  obtient  ainsi  des  généralisations  des  dé- 
veloppements des  fonctions  à  deux  et  à  trois  variables  en  séries 
de  fondions  cylindriques  et  sphériques.  C.  Bourlet. 
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SUR  LA  RELATION  QUI  EXISTE  ENTRE  LES  COURBURES 
DE  DEUX  SURFACES  INVERSES; 

Par  m.  Alphonse  DEMOULIN, 
Docteur  cd  Sciences  physiques  et  mathématiques,  à  Bruxelles. 

Soit  (2)  une  surface  quelconque  et  (S')  son  inverse  par  rapport 
à  un  pôle  O.  A  tout  point  A,  pris  sur  (S),  correspond,  sur  (!'), 
un  point  A'.  Les  normales  AN  et  A'N' aux  surfaces  (2)  et  (S')  sont 
situées  dans  un  même  plan  et  font,  avec  le  rayon  OAA',  des  angles 
égaux  dont  nous  appellerons  u  la  valeur  commune. 

Par  la  droite  OAA',  menons  un  plan  quelconque  qui  coupe  la 
surface  (2)  suivant  une  courbe  (T)  et  la  surface  (S')' suivant  une 
courbe  (F').  Soit  Aï  la  tan^^cnte,  en  A,  à  la  courbe  (F)  et  A'P  la 
lanp^ente,  en  A',  à  la  courbe  (F').  On  peut  appeler  correspon- 
dantes deux  sections  normales  telles  que  NAT  et  N' A'T'. 

Dans  son  Ouvrage,  Des  méthodes  en  Géométrie,  M.  Paul  Serrct 
a  énoncé,  sans  démonstration  (p.  23),  la  propriété  suivante  : 

Si  Von  désigne  par  R  et  IV  les  rayons  de  courbure  de  deux 
sections  normales  correspondantes  NAT,  N^VT',  on  a,  quelle:^ 
que  soient  les  sections  considérées  autour  des  points  A  et  A', 

OV       OA' 

Nous  nous  proposons  de  compléter  le  théorème  de  AL  Paul 
Serrel  en  montrant  que  la  constante  est  égale  à  i  cosw. 

Observons  que  les  lignes  planes  (F)  et  (F')  sont  inverses  par 
rapport  au  pôle  O.  Si  donc  nous  appelons  po  cl  pj,  les  rayons  de 
courbure  de  ces  lignes  aux  points  A  et  A',  nous  aurons,  en  vertu 
d'une  formule  connue,  due  à  M.  Nicolaïdès  ('), 

(i)  1 ,-  =  2sinOAT. 


(')  Nousr'ellcs  Annales  de  Mathcmatiqucs,  2«  béric,  l.  IV,  p.  \l\\\  i8(o. 
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D'autre  part,  le  théorème  de  Meunier  donne 

po=  Rcos(OAT,  NAT), 
pi  =  R'cos(OA'T',  N'A'T'). 

Substituant  dans  (i)  et  observant  que 

cos(OAT,  NAT)=  cos(OA'r,  N'A'T), 
on  trouve 

(2)  ^  4-  ^'  =  2  sinOAT  cos(OAT,  NAT). 

Décrivons  une  sphère  de  centre  A  et  de  rayon  égal  à  l'unité. 
Cette  sphère  sera  percée  par  les  droites  AO,  AN,  AT  en  des 
points  o,  /î,  t  qui  seront  les  sommets  d'un  triangle  sphérique  ont. 
Le  côté  nt  est  égal  à  un  quadrant  :  donc 

cosno  =  sino^  cos/i^o, 
c'est-à-dire 

cosa  =  sinOATcos(OAT,  NAT). 

L'égalité  (2)  devient,  par  suite, 

/Q.  OA       OA' 

(3)  — -h-^  =9.cosa. 

C'est  la  relation  de  M.  Paul  Serret,  complétée  comme  nous 
l'avions  annoncé.  Il  est  possible  de  lui  donner  une  forme  plus 
élégante.  Soit  N  la  portion  de  la  normale  AN  qui  est  comprise 
entre  le  point  A  et  le  point  où  cette  normale  coupe  le  plan  mené, 
par  l'origine  O,  perpendiculairement  au  rajon  OAA'.  Employons 
une  notation  analogue  pour  le  point  A'.  On  a 

OA  =  N  cosa, 
OA'=N'cosm: 

donc,  en  substituant  dans  (3), 

N       N' 

(4)  R-^ÏV=^- 

Cette  formule  montre  clairement  que,  sur  deux  surfaces  inverses, 
les  lignes  de  courbure  se  correspondent. 

Soient  R| ,  R2  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  (S) 
au  point  A  et  R', ,  R!.  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  sur- 
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face  (2')  au  point  A'.  On  a 

N        N'  __ 
R7  "^  R\  ~  ""' 

N         N^  _ 

r;  "^  h;  ""  ^' 

d^où,  par  addition, 

^'^  '^(ïïI-^R.)-^'^"(ïïî  +  H;)=^- 

11  existe  donc  une  relation  entre  les  courbures  moyennes  de 
deux  surfaces  inverses. 


SUR  UNE  FORMULE  GÉNÉRALE  DE  GAUGHT; 
Par  m.  W.  KAPTEYN. 

Dans  la  séance  du  ^  juin  i84i  de  l'Académie  des  Sciences, 
Cauchy  a  présenté  une  formule  générale  pour  la  sommation  des 
intégrales  dont  les  dérivées  renferment  une  ou  plusieurs  fonctions 
implicites  d'une  même  variable.  Je  me  propose  de  faire  voir  avec 
quelle  facilité  se  déduisent  de  cette  formule  : 

i"  l/expression  du  ihéorème  d'Abel('); 

•a"  I/evpression  du  théorème  généralisé  dWbel  dont  se  sont  oc- 
cupés MM.  Clebsch  (^),  Forsvth  (')  et  Poincaré  (*)^ 
A^  Quelques  cas  particuliers  du  théorème  d'Abel. 

Ilappelous  d*abord  les  notations  et  la  formule  de  Cauchv. 
Siïil  f\j\  y)  une  fonction  des  variables  x  et  v,  y  étant  liée  hx 
par  une  équation 

{\)  \[x.  y)  —  \  =  o, 

dont  le  premier  membre  renferme  x  ci  y;  supposons  d'ailleurs 


(M    U^rmoirr  sur  une  pn^prirte  senirra/e.  etc.  {CâîuK'res  complètes). 

^M  Journat  de  Ct-elte.  i.  i\\:  l'^î. 

(M  i*hili>sophictil   Tm  n  Stic  t  ions.  t.  i'I.WlV.  iv*>. 

(M  American  Journtti  of   Ifitthematirs.  l.  VIII.  i'^''i»>. 
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qu'à  celte  équation  on  joigne  une  autre  équation  de  la  forme 

(2)  F(ar,7,  0  =  0, 

dont  le  premier  membre  soit  fonction  de  :r,  ^  et  de  la  nouvelle 
variable  t.  Désignons  par  y^^  y^j  ...,  yn  les  diverses  racines  de 
Téquation  (i)  résolue  par  rapport  à^  et  par  s  la  somme  totale  des 
valeurs  de  l'intégrale 

f{x,y)dx, 


s. 


correspondantes  non  seulement  aux  diverses  valeurs  y^^  y^^  ..., 
y„,  mais  encore,  pour  chaque  valeur  de  y^  aux  diverses  valeurs 
de  X  qui  vérifient  l'équation  (2),  en  sorte  qu'on  ait 


s 


=  2/    /(^'^»)^-^2/    /(^»7s)^^-*-  — -+"2  /    S^^^yn)dx, 


Dans  le  premier  terme  de  la  valeur  de  5,  le  signe  S  se  rapporte 
aux  seules  valeurs  de  x  qui  vérifient  l'équation 

dans  le  second,  aux  seules  valeurs  de  x  qui  vérifient  l'équation 

tandis  que  \  représente  toujours  la  valeur  de  x  correspondante  à 
la  valeur  /  =  t. 

Cela  posé,  Caucliy  a  établi  la  formule 


ou,  en  posant,  pour  abréger 

(5)  5=^an(a7,0-n(;r,T)))-y     V^{{JdtïV{x,i)))dt     (1), 


(•)  Dans  le  texte  des  Œuvres  complètes  de  Cauchy,  1"  série,  l.  VI,  p.  167 
et  168,  lisez  D^U{x,  t)  au  lieu  de  D,/n(a:,  t). 
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pourvu  que,  dans  le  premier  terme  du  second  membre,  on  étende 
l'extraction  de  résidus  indiquée  aux  seules  valeurs  de  x  qui  ren- 
dent inGnies  les  fonctions 

Lorsque  le  résidu  partiel  de  la  fonction 

ïi ' 

relatif  à  une  valeur  nulle  de  x,  se  réduit  à  une  constante  déter- 
minée, on  a 

et  la  formule  (5)  prend  la  forme 

(6)    .=  ^((n(x,o-n(x..)))-^^^^"    L»))  • 

En  remplaçant /(^,  j^)  p^^  f{Xy  y,  z,  ...),y,  ^,  ...  étant  des 
fonctions  de  œ  liées  à  x  par  les  équations 

(7)  Y(x,7,iî,  ...)  =  o,        Z(a7,j,-5,  ...)  =  o,     ..., 

et  F{Xj  yy  ()  =  o  par 

(8)  F(x,y,z,  ...,0  =  0, 

la  somme  s  des  valeurs  de  l'intégrale 

/     A^j^y^i  ...)dx, 

correspondantes  non  seulement  aux  divers  systèmes  des  valeurs 
de  j^,  5,  ...  considérées  comme  fonctions  de  x^  mais  aussi  aux  di- 
verses valeurs  que  fournira  Téqualion  (8)  pour  la  variable  x^ 
considérée  comme  fonction  de  t,  Cauchy  démontre  qu'on  arrivera 
à  la  même  formule  (6)  pourvu  que  l'on  pose 

(9)  \\{x,t)  =  Zf{x.y,z,  ...)lF{x,y,z,  ...,0. 

la  sommation  que  le  signe  S  indique  s'élendant  aux  divers  sys- 
tèmes de  valeurs  de  j%  g,  ...  qui  vérifient  les  équations  (7). 
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1.  Pour  faire  les  applications  que  nous  avons  en  vue,  il  importe 
de  distinguer  trois  cas,  selon  que  la  dérivée  de  l'intégrale  ren- 
ferme une,  deux  ou  r  —  i  fonctions  implicites  d'une  même  va- 
riable. 

a.  Soient  Y(j:,y)  =  o  et  F{x^  y^  t)  =  o  des  équations  algé- 
briques dont  les  premiers  membres  représentent  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  des  variables  x  et  y.  Supposons  d'ailleurs 
que 

où  U(ar,  ^)  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x  et  ^, 
f(x)  une  fonction  entière  de  x  et  Y'(y)  la  dérivée  de  la  fonction 
Y(x^y)  par  rapport  ky. 
Cela  posé,  on  aura 

b.  Soient  Y{Xj  y,  z)  =  o,  Z(:r,  ^,  ^)  =  o  et  F(^,  y,  z^  t)  =  o 
des  équations  algébriques  dont  les  premiers  membres  représen- 
tent des  fonctions  rationnelles  et  entières  des  variables  x^  y  et  z. 
Supposons  d'ailleurs  que  Y  =  o  et  Z  =  o  admettent  [jl  systèmes 
de  valeurs 

et  que 

où  U(j:,  y,,  z)  est  une  fonction  rationnelle  de  x^  y^  z  Gif{x)  une 
fonction  entière  de  x» 

Dans  ce  cas,  la  fonction  II (:r,  /)  prend  la  forme 

c.  Soient  F|  (j^i,  ^Ta,  ...,  ^r)  =  o?    F2('^h  «^ï^a^  •••1  ^r  =  o,  ..., 
/^£<//.  des  Sciences  malhém.y  2*  série,  t.  XVI.  (Octobre  i8yi.)  jo 
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Fr_i  {'r^^  jr.ji  •••'  -^r)  =  o  et  F/.(x,,  x^,  ...,  x^,  /)=  o  des  équa- 
tions algébriques  dont  les  premiers  membres  représentent  des 
fonctions  rationnelles  et  entières  des  variables  j^i,  x^^  ...,  x^. 
Supposons  d^ailleurs  que  les  équations  F|  =  o,  Fj^o,  ..., 
Vr-i  =  O  admettent  |jl  systèmes  de  valeurs 

et  que 


Dans  ce  cas,  on  a 

{](  r,    :r  ^^  7.1 1  )  \ 

"(■r,/)=  —   ;',T'  ,v  ',/  X  /F,.(r.,TU>, ...,x^.".o+-- 

N  •*    î       '   **    3  ?     •    •    •  1   •'  /.        / 


, .  /  »^>F, ly  I  \ 

î2.    Pour  délerniiner  dans  ces  Iroi-i  cas 

^((n(:r,/)-n(x,T))), 

il  faut  remarquer  que  l'cxtraclion  des  résidus  se  rapporte  aux 
seules  valeurs  de  x  qui  rendent  -f-  zéro  les  fonctions  renfermées 
dans  les  dénominateurs  de  la  fonction 

Il(.r,  O— n(.r,  t). 

Or  ces  dénominateurs  possèdent  dans  les  trois  cas  distingués  un 
facteur  y(^)  et  un  autre  facteur.  En  considérant  ce  dernier,  nous 
allons  démontrer  que  les  valeurs  de  x  qui  rendent  —  zéro  ce  fac- 
teur ne  sauraient  rendre  infinie  la  fonction  correspondante 
\\(xj  t)  —  n(  j:,  t),  de  sorte  que  cette  fonction  ne  possède  d'autres 
résidus  que  ceux  qui  corres|)ondcnt  aux  racines  de  Féqualion 
f(x)  =  o. 

a.  Théorème.  —  Lorsque  dans  un  point  x  =  a,  réquoiion 
Y(.r,  y)  =^0  admet  p  racines  égales,  la  somme  des  p  valeurs 

infinies  de  la  fonction  yr- — :  dans  ce  point  a  une  valeur  con- 
stante. 
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Supposons  quc^  pour»r  =  a,  l'équation  Y=:o  admet  les  racines 

égales  j^i,  r-j,  •••?  JK;>  et  les  racines  inégales y^^,,  j> -^^2^  •••^J)'/?»  ^^ 
remarquons  que  d'après  un  théorème  connu  on  a,  //  étant  plus 
grand  que  l'unité, 


-h  T77^ h.  .  .-4-  -rr. =  O. 


En  substituant  dans  cette  formule,  qui  aura  lieu  quelle  que  soit 
la  valeur  de  x,  la  valeur  a:  =  a,  on  obtient 


-*-  ^rr. r-  -+-•  ..-H 


Or,  dans  le  second  membre,  les  dénominateurs  ayant  des  valeurs 
différentes  de  zéro,  la  somme  des  valeurs  infinies  du  premier  mem- 
bre a  une  valeur  constante.  D'après  ce  théorème,  en  posant  pour 
X  =  a,^i  =^2  =:...  =  yy,  =  6  la  fonction  II(rt,/)  —  n(«,  t)  se 
réduit  à  la  valeur  constante 

VJ(a,b)    F(a,b,r)/        I  I        \ 

Aa)      F(a,6,T)VY'(jK,)«       "         Y'(^»a/ 
_^      U(at7p-x-i)      ^  V(a,yp^i,  t)  _^       _^      {}{a,y„)      ^  V{a,y„,  t) ^ 

Dans  ce  premier  cas,  on  aura  donc 

SI  1  on  désigne  par  2^  -y'ÔO      P(x/r,z)  *^  ^*^'"">^ 

U {^j y\ )  i F(3:,  ri^  ^)    .         .    ^ (-^^  .v'/i )  /  F(J-,  r;,.  /) 
Y'(ri)      F(a7,7,,T)"^---'^"V(^r,)      F(.r,  r«,T/ 

b.  Théorème.  —  Lorsque  dans  un  point  x  =i  a  les  équations 
\(^x,  y,  z)z=,o  et  Z{x,  y,  z)  =  o  admettent  p  systèmes  de  so- 
lutions y^ ,  5|  ;  j^,,  Zi\  . . .; yp^  Zp  qui  se  confondent,  la  somme 
des  p  valeurs  infinies  de  la  fonction 


I 


dy  dz        dz  dy 


'm 


dans  ce  point  a  une  valeur  constante. 

En  effet,  le  nombre  lolal  des  systèmes  de  solutions  étant  «jl,  on 
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a,  diaprés  un    théorème  de  Jacobi(*),   [jl  étant  plus  grand  que 
l'unité, 


=  0. 


En  substituant  dans  cette  formule,  qui  aura  lieu  pour  toute  va- 
leur de  X,  la  valeur  x  =  a  avec  laquelle  correspondent  les/?  sjs- 
tèmes  identiques  yt,  z^;  y^-,  ^2  »  •••  î  y'p'^  ^pt  on  obtient  TéquatioD 


YZ   \ 

y\^\)a 


YZ^\ 


\  y p^pj a 


( 


YZ 


yit-\-\  ^/>-^-l 


). 


(— ) 


dont  le  second  membre  a  une  valeur  constante. 

En  raisonnant  comme  précédemment,  on  voit  qu'on  a  de  même 
dans  ce  second  cas 

où  la  somme  s'étend  à  rous  les  jji  systèmes  de  valeurs  v',  z. 
c.  Théorème.  —  Lorsque  dans  un  point  j:,  =  a  les  équations 

ndwettent  p  systèmes  de  solutions  x[^\  x^^ \  . . . ,  x^^ *;  x\^\  x'f,  --> 
jr^^^;  x[[\  x[f\  ...,  x/*^  qui  se  confondent,  la  somme  des  p  va- 
le  u  rs  in  fin  ies  de  la  fonct  io  n 

r/F,         ^F,  ^F, 


rtVj 


rt.r^ 

dVj 
rt.r:x 


dVr-\        fl^'r-\ 

f/.r^  r/.r  j 


r/jr,. 
rf.r,. 

•  •    •    • 

Ht,. 


\    '^J»  ^3»  •••»  ^r   I 


dans  ce  point  a  une  valeur  constante. 


(  '  )  Journal  de  Crclfc,  l.  11. 
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D'après  le  même  ihéorème  de  Jacobi,  élendu  par  Clebsch  ('), 
on  a,  IL  étant  le  nombre  total  des  solutions,  ce  nombre  étant  plus 
grand  que  l'unité, 


j  /    P|)  Pli     '  •>  Pr-i   \ 


=  o. 


J  /     Fit  F»>  '•«?  Fr-l    \  .  /   ^U^\ Fr-l  \ 

\x^}\x'^\.,,,x\>^}  ^\xf,xf\,,.,x^}^*) 

De  cette  formule  on  lire  comme  précédemment  le  théorème 
proposé  qui  nous  permet  d'écrire 

£^((n(:r,0-n(a7,T))) 


=  r 


i  V^      VjXi.Xjy  ...,Xr)       ,F(Xi,Xt Xr,   i) 


3.  Évaluons  maintenant  le  résidu  intégral 


J    r^({Dell(x,t)))dt 


du  dernier  membre  de  l'équation  (5).  Dans  les  trois  cas,  la  fonc- 
tion Df  n(j:,  /),  qui  est  fonction  symétrique  des  racines  d'une  ou 
de  plusieurs  équations  algébriques,  peut  être  considérée  comme 
une  fonction  rationnelle  de  x.  Or,  pour  toute  fonction  rationnelle 

/i(x)  .  .  .  -^^xx) 

•Vp  )    [  le  résidu  partiel  de  la  fonction ^—-^  relatif  à  la  valeur 

nulle  de  x  se  réduisant  à  une  constante  déterminée,  on  aura  dans 
tous  les  cas 

Pour  donner  encore  une  autre  forme  au  dernier  membre  de 
cette  équation,  je  suppose  que  la  fonction   U{x^  t)  —  n(j:,  t), 


(•)  Journal  de  Crelle,  i.  (')3. 
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développée  suivanl  les  puissances  descendantes  de  jr*,  donne  lieu  à 
réqualion 

II{  T,  /)  —  Il(  JT,  T  )  —  .  .  .  =  AiT^H-  AjX  H-  AqH — I- 

jr 
En  représcnlant  le  coefficient  de  -  dans  ce  développement  par 

.»■ 
il  est  évident  qu'on  a 

^. j^-^ =  G_i[n(j-,/)-n(x,r)]. 

i.    Introduisons  maintenant,  en  suivant  M.  Boole  ('),  un  nou- 
veau signe,  défini  par  Téquation 

alors  les  résultats  que  nous  avons  obtenus  précédemment  peuvent 
se  résumer  de  la  manière  suivante 

2r*   XHu^dx  r     I     1  Y  L(y,^)    F(y,r, /) 

r  ^ 

i:  r 


l  '  (  J7|  ;  J"î.    •  •  •  1  *^*/'  )  (lX\ 

H- 

_  ^  r      I     1  V     ^^(^i^^g ^r)     .  F(xt,.r, :r,., /:■ 

~      L/('^i  U  -^j  /F,,  Fa, F;._i\     F(ar,,xj,  ...,  j^;.,-:) 

La  première  de  ces  formules  s'accorde  avec  l'expression  du 
théorème  d'Abcl  par  M.  Rowe  (')  et  les  deux  autres  avec  les  cx- 


(')  Phîloso/f/iical  Transactions,  p.  7  m  :  1S.Î7. 
(0  Ihid.,  p.  7>i:  iHSi. 
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pressions  du  tliéorcmc  généralisé  qui  ont  été  données  par  M.  For- 
syth. 

5.  Pour  faire  voir  que  la  première  de  ces  équations  s'accorde 
aussi  avec  la  formule  que  Abel  lui-même  a  donnée,  posons  comme 
lui 

et  calculons  le  résidu  de  la  fonction 


x)Zà      d\        ¥{x,y,zy 


dy 
pour  une  racine  quelconque  .r  =  ^  de  Téquation 

f(x)  =  o. 

En  multipliant  cette  fonction  par  (j: —  P)*",  le  produit  obtient 
pour  a:  =  P  une  valeur  différente  de  zéro.  Soit,  pour  abréger, 


dy 


^\}{x,y)    ¥(x,y,t)  _  .  ,    . 


'}(P)  sera  une  quantité  finie  et  l'on  aura 

tKjr)=4;(P)  +  (37-P)4;-(P)-^...+  ^^^^;^,      4;(^-t>(P)-f-.... 

Or,  lorsque  x  s'approche  indéfiniment  de  la  valeur  p,  ^(^) 
tend  vers  la  valeur 

j,/gx_       ^î      yU(P,B)    F(P,B,0 
H'^P^-  y(m)(p)^  r(B)    'F(P,B,x)' 

où  B  représente  la  valeur  dey  pour  x=^. 

Donc  le  résidu  cherché,  relatif  à  la  valeur  p,  sera 


m 


rf"-'  r       I        viU(p,B)    F(P,B.01 
rf^m-i  [/(,«)( P)^   Y'(B)    'F(P,B.t)J" 


En  représentant  par  2'  une  sommation  par  rapport  aux  racines 
^1,  ^2,  ...,  ^a,  on  obtient  la  formule 

■^^      ,/3'«-i| /■".'(  3)^  Y'(B)      .F(P,B,t)r 
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dans  laquelle  on  reconnaîtra  aisément  la  formule  (43)  du  Mémoire 
déjà  cité  d'Abel. 

6.  Considérons  encore  un  cas  important  de  la  formule  de 
Cauchy. 

En  admettant  que  Téquation  Y(a:,  y)  =  o  soit  de  degré  n  par 
rapport  à^  et  de  même  degré  par  rapport  à  Xy  il  est  évident  qu'en 

posant  a:  =  —  les  n  racines  seront  toutes,  dans  le  voisinage  de 

x'  ^  o,  infiniment  grandes  comme 


/. 

A. 

/« 

/  » 

—7  > 

•  •  •  > 

/ 

X 

X 

T 

les  quantités  k  étant  des  constantes. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  déterminer  la  somme 


•= if:m>^- 


où  \(xjy)  et  W(\r,  y)  désignent  des  fonctions  rationnelles  et 
entières  des  variables,  de  degré  v  et  (v  respectivement,  et  considé- 
rons le  second  terme  du  dernier  membre  de  Téquation  (6).  La 
fonction  n(a:,  /)  —  n(a:,  t)  étant  dans  ce  cas 

on  voit  aisément  que  la  fonction 


n(j-')-n(?- 


X* 


dans  le  voisinage  de  x'  =  o,  sera  infiniment  petite  comme 

C  étant  une  constanle.  H  en  résulte  que  pour 
on  aura  toujours 


,  n(:;")-n(^-j  _  „ 
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el  par  suite  simplement 

5=^((n(x,0-n(x,x))). 

7.  Pour  faire  une  application  de  cette  formule  simplifiée,  po- 
sons 


où  (f(xjy)^  o  el  ^(^x,  y)  =  o  représentent  deux  courbes  du 
même  degré  m,  et  calculons  les  valeurs  des  sommes  suivantes 

les  sommations  que  le  signe  S  indique  s^élendant  sur  tous  les 
points  d^intersection  de  la  courbe  Y  =  o  avec  les  courbes  0  =  0 
et  A  =  o. 

Dans  les  intégrales  précédentes  Q(^,  J^),  H(j;,^),  G(a?,j^), 
[aa]  et  [a^]  représentant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de 
degrés  n  —  3,  /i  —  2,  n  —  2,  i  et  i  respectivement,  la  condition 

V  =  W  —  2 

est  remplie  dans  tous  les  cas. 

Dans  la  seconde  somme,  nous  avons  mis  [aa]  au  lieu  de 

c'est-à-dire  que  [aa]=:o  représentera  la  tangente  à  la  courbe 
Y  =  o  au  point  aiaa.  D'ailleurs  nous  assujettirons  la  courbe 
H  =  o  à  passer  par  les  n  —  2  points  où  cette  tangente  coupe  la 
courbe  Y  =  o  et  nous  admettrons  que  les  coefficients  de  H(.r,  y) 
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soicnl  tels  que  la  fonction 

devienne  infini  dans  le  point  aiaj  comme  —  ; — . 

»  {X  —  ai)« 

Quant  à  la  troisième  somme,  nous  ferons  des  suppositions  ana- 
logues. Le  polynôme  [a^]  représentera  le  premier  membre  de 
Téquation  d^unc  droite  passant  par  les  deux  points  ai  as  et  ^t  ^2< 
la  courbe  G  =  o  passera  par  tous  les  points  où  la  droite  [a^]  =  o 
coupe  la  courbe  Y  =  o,  excepté  les  deux  points  ai  as  et  ^i  jSs  et  les 
coefficients  du  polynôme  G  seront  tels  que  la  fonction 

devienne  infini  dans  le  point  ai  aj  comme et  dans  le 

point  pi  jîs  comme p"  * 

X  —  Pi 

Considérons  maintenant  les  trois  sommes  St^  s*^  s^. 


£^((n(jr,x)-n(:r,o))) 


~<^U   Y'(7i)  J)'o(x,_yO    -^-"^OKy  T{yn)  ) )    f(x, 

(^({nix,oc)-U(x,o))) 


) 


i\((U(x,yz)-U{x,o))) 


i^ 


où  les  résidus  s'étendent  aux  seules  valeurs  de  x  qui  rendent  zéro 
les  fonctions  Y' (y),  [aa]  et  [a^].  Or  la  somme  des  résidus  cor- 
respondants aux  valeurs  de  x  qui  rendent  zéro  les  fonctions  Y'(^), 
s'évanouit;  par  suite,  on  obtient 

Sx  =  o, 

_    P      Wix.yo     j^H±y\) 
i^\0Lx],\'{y,)     o(:r,j,) 
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le  seul  résidu  dans  la  somme  S2  se  rapportant  au  point  aia-j.  les 
deux  résidus  dans  la  somme  s^  aux  deux  points  ai  as  et  ^1  ^.>* 
En  posant 

jr  =  a,  -H  x\        y  =  a,  -1-7', 

on  sait  que  la  fonction 

\\{x.y^) \_ 

dans  le  voisinage  du  point  aia^.  Il  faut  donc,  pour  calculer  le  ré- 
sidu dans  la  somme  s^^  développer 


-,  ,^'-->-^(g)....-^-(i).... 


^^J(a,^T',x,^y 


ou 

._       \dy/oi,ai,     . 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  J:^ 

En  désignant,  pour  abréger,  par  A'i  et  A'2  les  quantités 

(d^       y  d'^\ 
dx'^'x^  dy  I         _  /dU^       dl^  dy\ 

do     y  û?<p 


/    _(  ^^        ^'  dy  \        _  (dl^       dlo  dy\ 
*-\  ^  /«,«,  ~~\'5F        dy    dx) 


dy    cte/a,a, 


on  obtient 


o(a, -h^',  «t+y)  ?(«!,««)  i-f-Arja:' 

et  l'on  trouve  pour  le  résidu  cherché 

,         ,         /  d  ,0        d  ,0  dy\ 
'      •  '       \dx    ^       dy    ^  dx/atOL, 

Les  résidus  de  la  somme  53  s'obtiennent  plus  facilement.  En 
effet,  d'après  les  hypothèses  admises,  dans  le  voisinage  des  points 
«la^  el   pi  P2    on  a,   en   posant  d'abord  x  =  ai -f- x'  et  ensuite 
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I  f 


par  suite 


„  =  _  /  ^-(«'^'«)  ^  /l^|ll|l> 


OU 


En  comparant  les  résultats  précédents  avec  ceux  de  MM.  Clebsch 
et  Gordan  (*),  on  remarquera  qu'ils  sont  beaucoup  plus  généraux, 
quoiqu'ils  présentent  les  mêmes  formes.  En  effet,  les  sommes  con- 
sidérées ^t)^27^3  se  transformeront  en  sommes  d^intégrales  de 
première  espèce,  d^intégrales  normales  de  seconde  et  de  troisième 
espèce  si  l'on  ajoute  aux  hypothèses  que  nous  avons  admises  l'hy- 
pothèse que  les  courbes  Q(j:,  y)  =  o,  H(a:,  ^)  =  o  et  G(j:,  y)  =  o 
passent  par  tous  les  points  multiples  de  la  courbe  Y  =  o. 
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D'  P.  MANSION,  Professor  an  der  Universitat  Gent,  Mitglied  der  konigl.  bel- 
gisehen  Akademie.  —  Théorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
ERSTER  Ordnung.  Vom  Verfasser  durgesehene  und  vermehrte  deustche 
Ausgabe.  Mit  Anhângen  von  S.  von  KoweUevskj,  Imschenetsky  und  Dar- 
houx,  Herausgegeben  von  H,  Maser,  xxii-489  pages  in-S*».  fierlin,  Verlag 
von  Julius  Springer;  1892. 

UOuvrage  dont  nous  venons  de  transcrire  le  titre  est  une  édi- 
tion allemande,  revue  et  augmentée,  de  la  Théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre^  publiée,  il  y  a  seize 
ans,  dans  le  tome  XXV  du  recueil  in-8®  des  Mémoires  de  TAca- 
démie  de  Belgique. 

Depuis  1875,  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  a  été  l'objet  de  travaux  importants,  dans  trois 
directions  diiïérentes.  M"*  von  Kowalevsky,  Darboux,  Méraj, 
Poincaré,  Picard,  Bourlet  et  d'autres  ont  étudié  les  diffîciles  ques- 
tions qui  se  rapportent  à  Texistence  de  Tintégrale  générale  et  des 
solutions  singulières  de  ces  équations;  Lie  et  ses  élèves  ont  étendu 
la  théorie  des  transformations  de  contact  à  Tanalyse  entière  des 
équations  dilTérentielles  totales  ou  partielles;  enfîn  Frôbenius, 
Darboux,  Morera,  etc.  ont  traité  à  fond  le  problème  de  PfafT,  dans 
le  sens  le  plus  étendu. 

Nous  ne  pouvions  songer  à  introduire  des  recherches  aussi  pro- 
fondes et  aussi  originales  dans  Tancien  cadre  de  notre  livre  :  il 
aurait  fallu  pour  cela  en  doubler  ou  en  tripler  Tétendue  et  en  mo- 
difier complètement  le  plan.  La  récente  publication  de  trois  Ou- 
vrages remarquables  a,  du  reste,  rendu  inutile  une  pareille  exten- 
sion de  notre  Mémoire  primitif.  Ces  Ouvrages  sont  les  Leçons  sur 
l^ intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  de  E.  Goursat  (Paris,  Herraann,  1890),  où  Ton  trouve  un 
résumé  excellent  du  premier  groupe  de  travaux  signalés  plus  haut; 
la  Théorie  der  Trans/ormationsgruppen  de  Lie  (Leipzig^  B.-G. 
Teubner,  1888-1890;  le  troisième  Volume  n'a  pas  encore  paru), 
et  la  Theory  0/  Differential  Equations,  Part  I  :  Exact  Equa- 
tions and  Pfaff^s  Problem,    de   A.-R.    Forsyth   (Cambridge, 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2»  série,  t.  WI.  (Novembre  iSya.)  xx 
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1890),  où  les  deux  autres  groupes  de  travaux    seront  exposés 
d'une  manière  complète. 

Nous  nous   sommes  donc  borné  à  une   révision  attentive  de 
notre  livre,  en  y  introduisant  seulement  un  certain  nombre  d'ad- 
ditions, de  corrections  et  de  notes  bibliographiques  :  i**  à  la  fin 
de  l'Introduction  et  dans  les  notes  de  la  Préface,  nous  avons  donné 
un  aperçu  historique  des  recherches  sur  l'existence  de  l'intégrale 
générale  des  équations  difTérentielles  ou  aux  dérivées  partielles  et 
sur  la  théorie  de  leurs  solutions  singulières;  en  Appendice,  nous 
avons  reproduit,  avec  l'autorisation  de  feu  M"**  S.  von  Kowalevsk^. 
le  beau  Mémoire  qu'elle  a  publié  sur  cette   question  en  1870; 
7.^  dans  la  théorie  des  équations  linéaires,  nous  avons  introduit 
partout  la  méthode  de  Gilbert,  qui  permet  de  trouver  la  solution 
singulière  signalée  autrefois  par  Jacobi  d'une  manière  mystériease. 
De   plus,  nous  avons  montré  comment  la  méthode  de  Caachv 
peut  aussi  donner  la  solution  singulière  et  l'intégrale  générale; 
3®  comme  application  de  la  théorie  des  équations  linéaires,  nous 
avons  intégré  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  ré- 
glées, dans  tous  les  cas;  4"  dans  l'exposition  de  la  méthode  de 
Jacobi,  nous  avons  fait  les  modifications  rendues  indispensables 
pour  échapper  à  certaines  objections  de  Gilbert;  et,  pour  plus  de 
sécurité,  nous  avons  ajouté  à  notre  travail  primitif  le  Mémoire  de 
ce  géomètre  sur  la  question  ;  5"  enfin,  çà  et  là,  nous  avons  introduit 
des  modifications  moins  importantes;  nous  avons  ajouté  aussi  des 
notes  bibliographiques,  sans   essayer  toutefois,   sous  ce  dernier 
rapport,  (Pélre  absolument  complet.  Cela  était  inutile,  d'ailleurs, 
à  cause  de  la  publication  récente  des  Ouvrages  de  Lie,  Forsyth  et 
Goursat,  cités  plus  haut. 

L'éditeur  allemand  de  notre  livre,  M.  H.  Maser,  bien  connu 
par  ses  excellentes  traductions  de  Gauss,  d'Abel  et  de  Galois,  a 
ajouté  en  Appendice  à  notre  travail  le  Mémoire  analogue  ded'lni- 
schenetsky  sur  les  écjuations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre;  puis,  à  notre  prière,  un  petit  Mémoire  de  Darboux,  émi- 
nemment suggestif,  sur  le  même  sujet,  ou  plutôt  sur  la  théorie 
générale  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Grâce  à  ces  diverses  additions,  le  Mémoire  que  l'Académie  de 
Belgique  a  bien  voulu  couronner  en  1878  pourra  sans  doute 
renth-e  quelques  services,  sous  sa  forme  nouvelle,  aux  géomètres 
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qui  voudront  sMnitier  à  Tensemble  des  travaux  dont  la  théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  a  été  l'objet  depuis  Lagrange 
jusqu^à  Lie. 
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Travaux  de  Cauchy.  2.  Recherches  de  Serret.  3.  Méthode  de  Lie  consi- 
dérée comme  une  extension  de  celle  de  Cauchy. 

Conclusion.  —  La  méthode  de  Lie  comme  synthèse  des  méthodes  anté- 
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Appendice  /.  —  Sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles,  par 

M"*  S.  VON  KOWALEVSKY. 

Appendice  II.  —  Étude  sur  les  méthodes  d'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  d'une  fonction  de  deux  variables  in- 
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3o2  PREMIÈRE  PARTIE. 

Appendice  Itl,  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre;  par  M.  G.  Darboux. 
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F.  GoMES  TEIXEIRA.  —  Curso  de  Analyse  infinitésimal.  Calculo  inté- 
gral (se}<unda  Parle);  i  vol.  in-8**  de  3î8  pages.  Porto,  1892. 

M.  Gomes  Teixeira  vient  de  faire  paraître  le  troisième  Volume 
de  son  Cours  d^ Analyse  infinitésimale.  Nous  avons,  lors  de  leur 
apparition,  signalé  aux  lecteurs  du  Bulletin  les  deux  premiers 
Volumes  de  cet  Ouvrage  (*).  Déjà  une  seconde  édition  a  été  pu- 
bliée du  Tome  I,  attestant  le  succès  du  livre,  succès  mérité,  ainsi 
que  nous  Tindiquions  précédemment,  par  les  qualités  de  rigueur 
et  de  netteté  de  Texposé,  et  aussi  par  le  souci  qu^a  eu  Tautear, 
sans  sortir  du  cercle  des  connaissances  vraiment  nécessaires  à 
l'étudiant,  de  sMnspirer  le  plus  largement  possible  de  l'esprit  des 
recherches  modernes  et  de  présenter,  sous  une  forme  aussi  acces- 
sible que  possible,  les  progrès  les  plus  notables  réalisés  par  la 
Science  en  ces  derniers  temps.  Ce  caractère  s'affirme  encore 
davantage  dans  le  troisième  Volume,  particulièrement  à  Toccasion 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  ainsi  que  nous  le  verrons 
plus  loin. 

Les  matières  traitées  dans  ce  troisième  Volume  sont  les  sui- 
vantes : 

Cliap,  I.      —  Intégration  des  fonctions  de  variables  imaginaires. 

Cliap.  Il,    —  Intégrales  eulériennes.  Fonction  r(a). 

Cliap.  ///.  —  Fonctions  elliptiques. 

Cliap,  IV.  —  Applications  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Cliap.  V.    —  Fonctions  multiformes. 

Cliap,  VI,  —  iMéthode  des  variations. 

En  ce  qui  concerne  les  fonctions  de  variables  imaginaires, 
M.  Gomes  Teixeira,  après  avoir  exposé  les  principes  fondamen» 


(')  Voir  t.  XII,  p.  64.  XIV,  p.  56. 
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taux  de  la  théorie  d'après  Caiichy,  Hermile,  Darboux,  etc.  en  fail 
des  applications  DOiïibreuses  et  importantes  au  développement  des 
fonctions  en  série  ainsi  qu'à  la  détermination  des  intégrales  dé- 
finies prises  entre  des  limites  réelles. 

On  rencontre  au  cours  de  ce  Chapitre  diverses  contributions 
personnelles  de  l'auteur  qui  méritent  d'être  signalées.  Telles  sont  : 
l'élégante  manière,  basée  sur  la  considération  de  l'intégrale  de 

JC^    f'ix)dx 
•^  \  ^, — TïT  et  sur  la  notion  d'indice  périodique,  dont 

est  obtenue  l'intégrale  /     cot(x  —  a  —  4t)<ij:  (p.  7  à  lo);  la  dé- 

monstration  d'un  théorème  de  M.  Hermite  sur  l'interpolation  par 
les  fractions  rationnelles  (p.  4i  et  4^)  ;  l^ètude  des  conditions  pour 
qu'une  fonction  analytique  quelconque  soit  développable  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  sin(;r  —  a)  et  de  cos(^  —  a), 
avec  la  méthode  permettant  d'obtenir  les  coefGcients  du  déve- 
loppement et  l'application  aux  fonctions  sin/ix  et  cos/?^,  d'où  se 
déduisent  divers  résultats  dus  à  Euler  (p.  53  à  61). 

En  une  quarantaine  de  pages  la  théorie  des  intégrales  eulé- 
riennes  est  présentée,  dans  tous  ses  développements  essentiels, 
sous  une  forme,  des  plus  attrayantes.  On  y  rencontre  encore 
diverses  démonstrations  dues  à  l'auteur  lui-même,  notamment 
pour  l'expression  de  logr(a)  sous  forme  d'intégrale  définie 
(p.  loi  et  102),  et  pour  l'expression  approchée  de  r(a)  donnée 
par  Stirling  et  d'un  usage  si  fréquent  dans  le  Calcul  des  probabi- 
lités. Surce  dernier  point,  la  démonstration  de  M.  Gomes  Teixeira 
provient  de  la  modification  de  celle  de  M.  Rouché,  de  manière  à 
considérer  le  cas  où  le  nombre  «,  tout  en  étant  positif,  cesse  d'être 
entier  (p.  1 1 1  à  1 14)- 

Il  convient  de  louer  d'une  façon  spéciale  la  partie  du  Volume 
relative  aux  fonctions  elliptiques.  M.  Gomes  Teixeira  a,  en  effet, 
adopté^  pour  présenter  cette  théorie,  le  point  de  vue  de  M.  Weier- 
strass,  si  magistralement  développé  par  Halphen  dans  son  grand 
Traité.  C'est  la  fonction  j>{m)  que  l'auteur  a  prise  pour  base  de 
la  théorie;  les  avantages  qi*i  résultent  de  ce  choix,  particulière- 
ment en  ce  qui  concerne  le  problème  de  l'inversion,  n'ont  plus 
besoin,  croyons-nous,  d'être  démontrés;  mais  cette  façon  de  pré- 
senter la  théorie  n'avait  pas  encore  pénétré  dans  les  ouvrages 
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dîdactîqaes  de  Tordre  de  celui  qoi  nous  occupe,  et^  d*aatre  pari, 
la  lecture  de  Tadmirable  lifre  d'Halpheo  a  de  quoi  un  peu  effrajer 
celai  qui  ne  cherche  pas  à  faire  des  fooctions  elliptiqoes  une  étude 
poass4ée  jusqu'aux  derniers  confins  de  la  Science.  Un  intérêt  tout 
particulier  s^attache  donc  à  Texposé  très  clair^  très  précis  et  tout 
élémentaire  de  M.  Gomes  Teixeira.  Il  suffit  de  lire  les  cent  pages 
qui  le  contiennent  pour  avoir  une  idée  parfaitement  nette  de  la 
théorie  moderne  des  fonctions  elliptiques. 

Comme  points  de  détail  sur  lesquels  Tauteur  nous  semble  avoir 
introduit  lui-même  divers  perfectionnements,  nous  citerons  U 
manière  de  démontrer  la  convergence  de  quelques  sénés  impor- 
tantes dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  en  les  réunissant 
toutes  dans  un  seul  théorème  (p.  i6i  à  i63),  la  méthode  suivie 
pour  faire  la  théorie  générale  de  la  fonction  p{u)  définie  parsoD 
développement  en  série  (p.  167  a  172),  le  procédé  pour  obtenir 
la  dérivée  de  snu  (p.  218  à  220),  celui  qui  conduit  au  développe- 
ment en  série  de  fractions  de  snu,  cnix,  dnu  (p.  225  et  226).  On 
trouverait  sans  doute  encore  à  y  regarder  de  plus  près,  d'autres 
points  de  détail  pour  lesquels  Fauteur  a  introduit  des  perfection- 
nements de  méthode,  mais  nous  nous  bornerons  aux  citations  qui 
précèdent. 

Un  court  Chapitre  est  consacré  à  quelques  applications  bien 
caraclérisliques  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  à  l'intégra- 
tion des  fondions  irrationnelles,  à  la  théorie  des  coniques  (recti- 
fication de  l'ellipse,  polygones  de  Poncelel).  enfin  à  celle  des 
cubiques  (expression  des  coordonnées  d'un  point  en  fonction 
riliptiquc  d'un  paraniclre,  théorème  de  Clebsch,  etc.). 

Le  Chapitre  relatif  aux  fonctions  multiformes  contient,  après 
quchpirs  principes  généraux,  l'élude  des  fonctions  algébriques 
faite  d'apr(^s  les  travaux  de  Puiseux  et  de  Briot  et  Bouquet,  puis 
ct'llc  (les  fonctions  transcendantes  les  plus  usuelles  (log5,  z^n 
fonctions  circulaire*  inverses),  celle  de  la  série  de  Lagrange  avec 
sa  généralisation  où  la  contribution  personnelle  de  l'auteur  est  des 
plus  notables,  enfin  celle  des  fonctions  définies  par  des  intégrales, 
avec  application,  bien  entendu,  aux  fonctions  elliptiques. 

Le  Volume  se  termine  par  un  exposé  succinct  de  la  niélhodr 
des  variations  et  de  ses  principales  applications  géométriques, 
notamment  ù  l'élude  des  surfaces  niinima. 
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Nous  ne  pouvons,  en  terminant  ce  rapide  compte  rendu,  que 
répéter  ce  que  nous  avons  déjà  dit  du  Cours  de  M.  Gomes 
Teixeira  à  propos  des  deux  premiers  Volumes.  Comme  rigueur, 
comme  netteté,  comme  élégance,  cet  Ouvrage  ne  laisse  rien  a 
désirer;  il  a,  en  outre,  le  mérite,  tout  en  restant  parfaitement  élé- 
mentaire et  didactique,  d'être  au  courant  des  derniers  progrès  de 
la  Science. 

C'est  de  tout  point  un  livre  excellent..  M.  O. 


SCHâPIRA  (H.)-  —  Théorie  allgeheiner  Cofunctionen  und  einige  iurer 
A.NWENDUNGEN.  ErstcF  Band.  Zweiter  Tlieil.  Erster  Heft.  i  vol.  in-8";  vni- 
1-2^  p.  Teubner,  1892. 

Comme  l'annonce  le  titre,  le  fascicule  que  nous  annonçons  fait 
partie  d'un  Ouvrage  considérable  sur  les  cof onctions  ;  d'après 
une  Note  de  l'éditeur,  le  premier  volume  doit  paraître  dans  la  pré- 
sente année  :  il  sera  complété  par  une  première  Partie^  et  par  un 
autre  fascicule  de  la  seconde  Partie.  Les  théories  que  l'auteur  a 
en  vue  dans  cet  Ouvrage  se  rapportent  aux  équations  algébriques, 
aux  équations  différentielles  ordinaires,  aux  équations  diiïéren- 
tielles  linéaires  (en  particulier  à  la  classe  considérée  par  M.  Fuchs), 
et  même  à  l'Arithmétique  :  l'auteur  a  déjà  développé  ses  idées  dans 
une  suite  de  publications  et  de  leçons  académiques,  poursuivies 
depuis  une  douzaine  d'années,  et  annonce  l'intention  de  les  réunir 
en  un  corps  de  doctrine. 

Ce  premier  fascicule  de  la  seconde  Partie  du  premier  Volume 
forme  la  Section  VIII  de  l'Ouvrage  et  porte  le  sous-titre  que  voici  : 
Représentation  des  racines  d'aune  équation  algébrique  géné- 
rale du  n'*'**  degré  au  moyen  de  cofonctions  de  séries  de  puis- 
sances  (Potenzreihe)  :  exposition  élémentaire.  Le  problème 
fondamental  que  l'auteur  y  traite  est  le  suivant  : 

Considérons  une  équation  algébrique  entière  en  z  de  degré  n 

où  les  coefficients  '^„„i  (j:),  . . .,  'fo(^)  sont  des  séries  procédant 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  œ,  convergentes 
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dans  un  certain  cercle  décrit  du  point  zéro  comme  centre;  sous 
quelles  conditions  exîsle-t-il  une  série  f{x)  de  la  même  nature 
telle  que,  dans  le  voisinage  du  point  zéro,  les  n  racines  de  l'équa- 
tion en  z  puissent  être  mises  sous  la  forme  /(cl^x),  en  désignant 
par  a  une  racine  primitive  de  Téquation 

Z^  —  I  =  o, 

et  en  supposant  que  l'exposant  h  prennent  les  valeurs  o,  i,  ..., 
n  —  I  ?  En  supposant  ces  conditions  vérifiées,  réaliser  le  dévelop- 
pement en  série  f{x)^  étudier  ses  propriétés,  et  appliquer  ces 
résultats  à  la  résolution  des  équations  algébriques. 

La  fonction  f{x)  est  dite  fonction  principale  {Hauptfunc- 
lion);  les  fonctions/(^),/(a^), /(a^x),  ...,/(a'*~* x),  sont  des 
co/onctions,  ou  encore  des  fonctions  circomplexes  de  la  /i**"* 
classe. 

Les  conditions  nécessaires  que  doivent  vérifier  les  fonctions 
f/i_i,  f/i-27  •••}  ?o  apparaissent  presque  immédiatement  :  il  est 
clair  qu'elles  ne  doivent  contenir  que  les  puissances  n**^"***  de  x, 
et  en  outre  que  F(5,  o)  doit  se  présenter  sous  la  forme  {z  —  a)", 
a  étant  une  constante. 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes;  non  seulement 
M.  Schapira  l'établit,  mais  il  montre  comment,  en  les  supposant 
vérifiées,  on  peut  réaliser  la  fonction  principale  f{x)j  calculer 
successivement  les  coefficients  de  la  série  qui  la  représente. 

Si  l'on  veut  maintenant  appliquer  ces  résultats  à  la  résolution 
des  équations  algébriques,  ou  à  résoudre  le  problème  suivant  : 
Étant  donnée  une  équation  entière  en  <s  à  coefficients  constants 

z^  -h  Art-i^'*"*  -h. .  .-h  Ai>z  -h  Ao  =  o, 

déterminer  les  fonctions  ?p„_i(j:),  ...,  yi(^),  ^q{x)^  vérifiant  les 
conditions  imposées  de  façon  que  l'on  ait 

^k{3Cx)  =  Aa-        (A:  =  o,  I,  2,  ...,  /i  —  i), 

pour  une  valeur  x^  qui  appartienne  au  domaine  dans  lequel  la 
série /(x)  converge  et  représente,  avec  les  fonctions /"(a^j:),  les 
racines  de  l'équation 
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M.  Schapira  indique  diverses  méthodes  pour  la  solution  de  ce 
problème;  puis  il  traite  avec  détail  de  la  résolution,  au  sens  pré- 
cédent, des  équations  des  degrés  i,  2,  3,  4i  S  •  ce  qui  lui  fournit 
Toccasion  d'intéressants  développements  analytiques,  tant  dans 
l'application  de  ses  propres  méthodes  que  dans  la  comparaison 
avec  les  résultats  connus. 

Signalons  encore,  dans  les  Chapitres  préliminaires,  l'introduc- 
tion d'un  certain  calcul  symbolique  que  M.  Schapira  utilise  pour 
mettre  sous  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  x  les  fonctions  entières  ou  rationnelles  de 
cofonctions  f{a/^x)  (A  =:  o,  1,  2,  . . .,  /i),  f{x)  désignant  comme 
plus  haut  une  série  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  X  :  ce  calcul  est  appelé  par  l'auteur  différentiation  substitu- 
tionnelle,  et  il  en  représente  par  le  symbole  5rf  l'opération  fonda- 
mentale, qui  consiste  essentiellement,  étant  donnée  une  fonc- 
tion F(W|)  d'une  variable  ui  affectée  d'un  indice,  à  prendre  la 
dérivée  par  rapport  à  ui  de  cette  fonction  et  à  la  multiplier  par 
une  variable  de  même  nature,  mais  dont  l'indice  est  augmenté 
d'un  nombre  constant  :  ainsi 

J.  T. 


MELANGES. 

SUR  UNE  QUESTION  DE  LIMITE  CONCERNANT  LA  THÉORIE  DES  SURFACES; 

Par  m.  L.  LECORNU. 

Il  n'existe  pas,  en  général,  de  surfaces  réelles  coupant  orthogo- 
nalement  un  faisceau  de  courbes  données;  mais  il  existe  une  infi- 
nité  de  surfaces  réelles  rencontrant  le  même  faisceau  sous  un  angle 
d'incidence  constant,  différent  de  l'angle  droit,  et  d'ailleurs  arbi- 
traire. Le  premier  cas  étant  la  limite  du  second,  on  peut  se 
demander  ce  que  deviennent  les  surfaces  trajectoires  quand  Tangle 
d'incidence  diffère  infiniment  peu  d'un  angle  droit.  Pour  répondre 
à  cette  question,  rapportons  le  système  à  trois  axes  rectangulaires, 
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en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  l'axe  des  z  soît  vertical,  et 
désignons  par  a,  6,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  menée 
en  un  point  quelconque  M,  de  coordonnées  ;r,  r,  z,  à  la  courbe 
qui  passe  par  ce  point  :  a,  b^c  sont  des  fonctions  dex,yj  z.  jNous 
admettrons  que,  pour  la  région  étudiée,  ces  fonctions  sont  con- 
tinues etc  ne  s'annule  pas.  Soit  z  =/(j?,  y)  Téquation  d'une  sur- 
face S  qui  passe  par  M  et  qui  coupe  les  courbes  données  sous  un 
angle  constant  ayant  pour  cosinus  la  quantité)^,  inférieure  à  c.  En 
désignant  par/?  et  q  les  dérivées  partielles  de  r  relatives  à  x  et^, 
on  a  l'équation  évidente 

(ap  -h  bq  —  c)*  — (I  —  A«)(/y*-4-  f/^-i-  f)=  o. 
Il  est  facile  de  vérifier  que,  pour  la  réalité  de  </,  p  doit  rester 


compris  entre  les  limites — —^ et  que,  pour  Ja 

réalité    de  /?,  q    doit    de   même    ne    pas    dépasser   les    limites 

— — Yi Lorsque  À  tend  vers  zéro,  ces  expressions 

diffèrent  respectivement  aussi  peu  qu'on  le  voudra  des  quantités 

a    .        b 

—  -  et • 

c  c 

11  existe  ainsi,  pour  chaque  petite  valeur  constante  attribuée 
à  \  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  chacune  des 

quantités  p  -\ —  et^H —  >et  ces  limites  tendent  vers  zéro  en  même 

temps  que  A.  Posons  donc 

a  b         , 

'  c  '  c 

en  désignant  par  s,  e'  des  quantités  inférieures,  en  valeur  absolue, 
à  une  constante  7i,  laquelle  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  X. 
On  peut,  dès  que  la  surface  S  est  connue,  exprimer  e,  e'  en  fonction 
des  variables  oc^y^  à  l'exclusion  de  z.  En  écrivant  ensuite  que  la 
dérivée  de  q  par  rapport  à  x  est  égale  à  la  dérivée  de  p  par  rappor-t 
a  y,  on  trouve 

fly        cIt  ~~  c*  L    V'^'^       ^•'/  \fijr       dz  / 

da      ^^^\1    .    .'  ^  /^  \       ,  ^  (^\ 
dy       d.r  / \  ^  ^  dz\c  /       ''  dz\c  / 
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Dans  le  second  membre,  la  quantité  entre  crochets  ne  peut 
s^annuler  constamment  que  si  les  courbes  données  sont  normales 
à  une  série  de  surfaces,  circonstance  que  nous  excluons  de  notre 
recherche.  Nous  supposons  en  outre  que,  dans  la  région  étudiée, 
ne  se  trouve  compris  aucun  des  points  pour  lesquels  cette  quantité 
serait  nulle.  Les  deux  derniers  termes  du  second  membre  tendent 
vers  zéro  avec  A.  Si  donc  on  appelle  cp  une  fonction  des  variables 
^  et^  qui  ne  s'annule  pas  pour  la  région  étudiée  et  qui,  par  un 
choix  convenable  du  sens  positif  sur  l'axe  des  z,  peut  être  rendue 
positive,  on  est  en  droit  d'écrire 


dt       dt'  __ 

dy       dx  ^  '' 


Intégrons  les  deux  membres  de  cette  égalité  pour  tous  les  élé- 
ments d<j  An  plan  des  xy  compris  dans  un  contour  fermé  arbi- 
traire C  :  puis  désignons  par  ds  un  élément  linéaire  du  contour  et 
par  a  l'angle  que  forme  cet  élément  avec  l'axe  des  x.  Il  vient  par 
une  transformation  évidente 


/  (e  cosan- e'sina)^*  =   /   1  o  di. 


L'intégrale  qui  figure  au  premier  membre  est  prise  le  long  du 
contour,  parcouru  dans  un  sens  convenable.  Construisons,  en 
chaque  point  du  contour,  la  résultante  géométrique,  p,  des  gran- 
deurs €,  parallèle  à  O^,  et  e',  parallèle  à  Oy,  et  soit  m  le  module 
de  cette  résultante.  Nous  pouvons  encore  écrire 

/  m  ds  cos(p,  ds)=  j  j  «prfu, 
d'où 


I  ynds"^  I  /  o  d^. 


Soit  maintenant  [m]  la  valeur  moyenne  de  m  sur  le  contour,  et 
soit  k  une  constante  positive,  égale  ou  inférieure  à  la  plus  petite 
valeur  que  prend  ç  pour  la  région  étudiée.  Soient  s  la  longueur 
totale  eto-  l'aire  totale  du  contour.  Nous  trouvons  finalement 


/nl>X--* 
^         s 
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Mais,  d'autre  part,  p  et  q  ne  peuvent,  avons-nous  dit,  être  réels 
que  si  e  et  e'  sont  tous  les  deux,  en  valeur  absolue,  inférieurs  à  r\. 
Il  doit  donc  en  être  de  même  de  m  pour  chaque  point  du  contour, 
et,  par  suite,  de  la  valeur  moyenne  [m].  Il  s'ensuit  que,  si  le  con- 
tour est  la  projection  d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  réelle,  on 
a  nécessairement 

Choisissons  pour  contour  particulier  un  rectangle  dont  les  côtés 
aient  des  longueurs  désignées  par  u  et  i^.  L'inégalité  précédente 
devient 

Prenons,  pour  l'un  des  sommets.  A,  du  rectangle,  un  point  déter- 
miné du  plan  des  xy  et  faisons  croître  indéfiniment  u,  à  partir  de 
zéro,  en  laissant  v  constant.  Le  premier  membre  va  en  croissant 

constamment  de  zéro  à  -•  Si  donc  t\  est  assez  petit,  il  y  aura  une 

valeur  de  u  pour  laquelle  l'inégalité  cessera  d'être  vérifiée.  A  ce 
moment  apparaîtront  nécessairement,  sur  le  contour  du  rectangle, 
certains  points  pour  lesquels  l'une  au  moins  des  deux  dérivées  par- 
tielles /?,  q  deviendra  imaginaire.  Ceci  a  lieu  quelle  que  soit  la 
petitesse  de  v,  pourvu  que  r,  soit  choisi  en  conséquence.  D'après 

cela,  pour  des  valeurs  de  l'angle  d'incidence  très  voisines  de-> 

on  rencontre  toujours,  sur  le  plan  des  xy^  en  marchant  à  partir 
d'un  point  quelconque  A  dans  une  direction  arbitraire,  des  points 
pour  lesquels  la  surface  cesse  d'être  réelle.  Ces  points  forment, 
autour  de  A,  une  courbe  fermée  qui  correspond  sur  la  surface  à 
une  arête  de  rebrousse  ment  (ligne  de  raccordement  de  deux 
nappes  passant  toutes  les  deux  du  réel  à  l'imaginaire). 

Donnons  encore  au  contour  C  la  figure  d'une  circonférence  de 

centre  A,  qui  grandisse  à  partir  de  zéro.  Le  rapport  -  va  lui-même 

en  grandissant,  et,  si  7\  est  indéfiniment  petit,  l'inégalité  fonda- 
mentale ne  peut  être  vérifiée  que  pour  un  rayon  infiniment  petit. 
Un  cercle  de  grandeur  finie  dont  le  centre  correspond  à  un  point 
réel  de  la  surface  rencontre  donc  toujours  la  projection  horizon* 
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taie  de  Taréte  de  rebroiissement.  Par  conséquent,  la  portion  réelle 
de  surface  trajectoire  entourée  par  cette  arête  se  réduit  ou  bien  à 
wue  facette  infiniment  petite,  ou  bien  à  une  bande  infiniment 
étroite. 

En  résumé,  on  peut  dire  qu'il  existe  toujours  des  surfaces  tra- 
jectoires orthogonales  d'un  faisceau  de  courbes  donné  \  mais  que  les 
parties  réelles  de  ces  surfaces  sont  évanouissantes  et  se  réduisent 
à  des  points  isolés  ou  à  des  lignes  isolées. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES; 
Par  m.  a.  GRÉVY. 

I.  Soit  x  un  zéro  de  la  fonction  z  —  ç(s)  vérifiant  l'inégalité 
raod©'(jp)<]  i;  M.  Kœnigs  (*)  a  montré  que  le  point  d'affixe  x 
est  centre  d'un  cercle  dx  à  l'intérieur  duquel  :   i"  'f(^)  est  liolo- 

morphe;  2°  le  module  -^-^— reste  constamment  inférieur  à  une 

quantité  plus  petite  que  l'unité. 

Si  z  est  l'affixe  d'un  point  de  ce  cercle,  ^,  =cp(5),  ..., 
Zi^x  ='^(5/),  ...  sont  les  affixes  de  points  qui  convergent  régu- 
lièrement vers  le  point  d'affixe  x. 

M.  Kœnigs  a  établi  l'existence  d'une  fonction  holomorphe  dans 
le  cercle  Ox',  satisfaisant  à  l'équation 

F(..)=^F(.), 

g{z)  étant  holomorphe  et  g{x)  égal  à  l'unité. 

II.  Nous  nous  proposons  d'étendre  ces  résultats  à  l'équation 
fonctionnelle 

p^^  ...,  Pn  étant  des  fonctions  liolomorphes  de  z  dans  le  domaine 
du  point  Xj  Pn{^)  étant  différent  de  zéro. 

(')  Kœnios,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques ^  i883.  Annales  de  l'École 
Normale  supérieure,  i884  et  i885. 
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ConsidéroDS  l^équatioo  algébrique  carœiérisiique 

i—pt{x)t  —  pf(xin  —  ...—p^{x}i*  =0, 

doDt  aucune  racine  n^est  infinie. 

I "  Soit  a  une  racine  simple  de  cette  équation  ;  posons  //  =r  [^'  ix  <]^ 
et  supposons  qu^aucune  autre  racine  ne  soit  de  la  forme[^'(  jr  t]^', 
Ar  étant  entier  ;  à  cette  racine  correspond  une  solution  de  IVqua- 
tion  fonctionnelle;  cette  solution  est  de  la  forme  (;;  —  x'j^uizu 
u  étant  holomorphe,  non  nulle  au  point  x, 

2**  Si  a  est  racine  d*ordre  A,  il  existe  À  solutions  de  rëquatiou 
fonctionnelle 

i  z  —  x;«ii,. 


u^j  ...,  u{  étant  holomorphes,  B(z)  étant  la  fonction  holomorphe 
dans  le  domaine  du  point  x^  qui  s^annule  en  ce  point  et  satisfait 
à  Téquation 

B(Zi)  =  o'(x)B(5L 

:V'  Si  ['f'(^)]«,  ['f'(^)]*"^^s  ...,  ['f'(^)]=^-^^  sont  racines  de  l'é- 
quation caractéristique,  /*,,  ...,  /.jx  étant  des  entiers  négatifs  dé- 
croissants, à  ces  racines  correspondent  les  a  -f-  i  solutions 

iZ  —  X)^Ui, 

(z  —  x)^+'^ u'^-^  (z  —  X )^ul  JÇ^B( z  ), 


Enfin,  si  (juclques-unes  de  ces  racines  sont  multiples,  la  modi- 
fication sera  la  même  que  celle  du  2",  cette  modification  portant 
aussi  sur  les  solutions  suivantes. 

111.  Soient  yij  ...,  y  a  n  solutions  entre  lesquelles  n'existe 
aucune  relation  identique  de  la  forme 

y^  ^x[b{z)]-^ytili\h{z)\~^,..^yniln\f>(z)\  =  o. 
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Û4,  ...,  12/1  étant  des  fonctions  périodiques  de  période  égale  à 
l'unité,  b(z)  étant  égale  à  p^-7^ — -;  la  solution  la  plus  générale  de 
Téquation  fonctionnelle  dans  le  domaine  du  point  x  sera 

^,û,[6(5)]-f-7,0,[6(s)lH-...-+-^„C«[6(;!)]. 
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Félix  KLEIN.  —  Vorlesungen  ueber  die  Théorie  der  elliptiscuen  Modul- 
FUNCTiONEN,  ausgearbeitet  und  vervolstandigt  von  D*^  Robert  Frlcke, 
Erster  Band  :  Grundiegung  der  Théorie.  Gr.  in-8**,  viii-764  p.  Leipzig,  1890. 

1 .  Dans  la  Préface  de  ses  Vorlesungen  ûber  das  Ikosaeder 
(Leipzig,  i884)j  M.  Klein  présentait  son  Ouvrage  comme  le  pre- 
mier d'une  série  dont  les  autres  parties  devaient  comprendre  la 
théorie  des  fonctions  modulaires  elliptiques,  puis  la  théorie  géné- 
rale des  fonctions  uniformes  qui  admettent  toutes  les  substitutions 
linéaires  d'un  groupe.  Le  livre  que  nous  avons  aujourd'hui  devant 
nous  est  le  second  volume  de  la  série  annoncée;  comme  on  voit, 
il  n'a  pas  été  écrit  par  M.  Klein  lui-même,  mais  par  un  de  ses 
élèves,  M.  Robert  Fricke,  auquel  chacun  saura  certainement  gré  de 
la  peine  qu'il  a  prise  de  faire  un  travail  aussi  considérable.  Un 
second  Volume  sur  le  même  sujet  est  d'ailleurs  annoncé,  qui  con- 
tiendra encore  des  développements  théoriques  et  les  applications, 
sans  doute  le  problème  de  la  transformation  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Dans  VIcosaèdre,  M.  Klein  a  fait  l'étude  des  groupes  finis  de 
substitutions,  des  fonctions  uniformes  qui  admettent  les  substitu- 
tions d'un  tel  groupe  et  de  leurs  fonctions  inverses;  les  travaux  de 
différents  géomètres,  et,  en  première  ligne,  ceux  de  M.  Poincaré, 
ont  créé  la  théorie  des  groupes  illimités  (discontinus)  de  substi- 
tutions, des  fonctions  uniformes  qui  s'j'  rattachent  et  de  leurs 
fonctions  inverses.  La  théorie  des  fonctions  modulaires,  telle 
qu'elle  est  présentée  dans  le  livre  qui  nous  occupe,  est  l'échelon 
intermédiaire  entre  ces  degrés'extrêmes  :  on  y  étudie  le  groupe 
modulaire,  formé  par  les  substitutions 

ao)  -f-  ?  ^ 

a>  =  ^ ,         ao  —  Sv  =  I , 

YW  -h  0  "^  ' 

011  a,  p.  Y,  Jsont  des  nombres  entiers,  les  fonctions  uniformes  qui 
admettent  les  substitutions  de  ce  groupe  ou  celles  d'un  sous- 
groupe  quelconque  en  lui  contenu,  et  leurs  fonctions  inverses. 
Elle  est  exposée  sous  la  forme  qu'elle  a  acquise  à  la  suite  des  travaux 
Bull,  de*  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XVL  (Décembre  1892.)        22 
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de  M.  KleÎD,  parllculièremeDt  de  ceux  publiés  en  1878  et  1879 
dans  les  Mathematische  Annalen ;  eWe  est  basée  non  seulement 
sur  les  résultats  acquis  par  M.  Klein  lui-même,  mais  aussi  sur  ceux 
obtenus  par  un  grand  nombre  d'autres  géomètres,  notamment  par 
M.  Scfawarz;  les  idées  de  Riemann  et  de  Galois  y  jouent  d^ailleurs 
un  rôle  fondamental. 

Le  livre  est  divisé  en  trois  Sections  formées  chacune  de  plusieurs 
Chapitres,  et  que  nous  allons  successivement  examiner. 

2.  La  première  Section  a  pour  but  de  nous  faire  connaître  en 
quoi  consiste  Tétude  des  fonctions  modulaires  elliptiques  que  nous 
allons  entreprendre. 

Elle  s^ouvre  par  un  Chapitre  qui  contient  une  remarquable 
exposition  de  la  réduction  de  Tintégrale  elliptique  de  première 
espèce  aux  différentes  formes  canoniques  usitées;  on  j  rencontre 
déjà  un  grand  nombre  des  éléments  du  calcul  qui  feront  la  base 
des  discussions  ultérieures. 

Considérons  la  forme  binaire  biquadratique 

1/(^1»  ^t)  =  az\-Jr  ^bz\zt-^  ^cz\z\-^  ^dzxz\-Jr  ez\, 
=      {z^''^z,-z\^^z^){z'}^z,-z\^^z^) 

On  peut  former,  si  Ton  ne  tient  pas  compte  du  signe,  six  détermi- 
nants différents 

en  posant 

A  =  (i,2)(3,4),        B=(i,3)(4,2),        G  =  (i,4)(2,3), 

on  obtient  trois  invariants  irrationnels  attachés  à  la  forme,  de 
poids  égal  à  deux,  et  liés  par  la  relation 

A-hB-hC  =  0. 

Les  quotients  deux  à  deux  de  ces  trois  quantités  sont  les  six 
rapports  anharmoniques  des  quatre  points  représentés  par  la 
forme  (i)  :  ce  sont  des  invariants  absolus,  par  exemple 

Il  y  a  lieu  de  remplacer  ces  trois  invariants  A,  B,  C  par  irois 
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autres  de  même  nature 

X  =  B  — C,        'Dl)  =  C  — A,        C  =  A  — B(»). 

Leur  introduction  permet  de  résoudre  immédiatement  le  problème 
de  Téquivalence  de  deux  formes  /  et  /',  au  cas  où  les  facteurs 
linéaires  de  même  rang  doivent  se  correspondre,  et  l'on  rencontre 
ainsi  une  première  forme  canonique  de  (1),  où  l'on  voit  apparaître 
l'invariant  absolu  X: 

Pour  le  problème  de  l'équivalence,  quand  on  ne  tient  pas  compte 
de  Tordre  des  facteurs  linéaires,  l'introduction  des  invariants 
rationnels  est  avantageuse.  Comme  la  quantité  X  -+-  Db  -}-  G  est 
identiquement  nulle,  on  pose 

G,  =  UbC  4-  QX  -+-  XlP.)  =  kffty        Gj  =  ciUDbO  =  A:'^,, 

k  et  A:'  étant  des  facteurs  numériques,  et  l'on  retrouve  ainsi  les 
invariants  connus,  de  poids  égal  à  4  et  à  6,  de  la  forme  (i)  : 

^3=  ace  H-  ihcd —  ad^ —  h^e  —  c*. 
Le  discriminant  A  de  la  forme  est  donné  par  la  relation 

Les  relations 

définissent  l'invariant  absolu  J,  rencontré  par  M.  Hermite  dans  ses 
premières  recherches  sur  les  équations  modulaires,  retrouvé  et 
étudié  ensuite  par  différents  géomètres  (la  Ka/e/i>3deM.Dedekind), 
et  dont  M.  Picard  s'est  servi  pour  la  démonstration  de  ses  belles 
propositions  sur  les  fonctions  entières.  Il  joue  un  rôle  fondamental 
dans  tout  le  reste  de  l'Ouvrage. 

Les  invariants  g^  et  ^3  conduisent  à  une  seconde  forme  cano- 
nique de  / 

/=^,(45j  — ^l^îl^î— ^3^1). 

La  troisième  forme  canonique  résulte  de  considérations  un  peu 
différentes.  Si  l'on  forme,  avec  les  quatre  racines  de  /,  deux 
g^roupes  de  deux  racines,  il  j  a  un  couple  de  points  et  un  seul  qui 

(*)>Les  quantités  représentées  ici  par  X^  llb^  C  sont,  dans  le  texte  allemand* 
représentées  par  a,  p,  y  majuscules. 
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divise  harmoniquement  à  la  fois  les  deux  segmeols  déterminés  par 
les  deux  racines  de  chaque  groupe.  On  peut  ainsi  obtenir  trois 
couples  de  points  correspondant  aux.  trois  manières  de  former  deux 
groupes  avec  les  quatre  racines.  On  transforme  les  axes  de  façon 
que,  sur  la  sphère,  ces  trois  couples  de  points  soient  les  extrémités 
des  trois  axes  d  un  octaèdre  régulier  concentrique;  on  obtient  alors 
la  forme  canonique 

Aux  trois  formes  canoniques  obtenues  f)our  /  correspondent 
les  trois  formes  canoniques  usuelles  de  l'intégrale  elliptique  de 
première  espèce  : 

r dz r dz r dz 

J   y/z{l  -  z){l—lz)'       J   ^^z^-^fiV—g:J       J   v/(I— -C*)(l— |X*2*.)' 

auxquelles  Tauteur  attache  les  noms  de  Riemann,  de  Weierstrass 
et  de  Legendre. 

Les  quantités  X  et  [jl  sont  des  invariants  irrationnels,  et  Ton  a 

J  :  J  —  I  :  I  =  4(>'»—  ^  -+- 1)»  :  (^X»—  3X«—  3X  -h  2)»  :  ^17X2(1  —  X)«, 

J  :J  — 1:1  =  ({i«-i-i4.u*-+-i)':(|i'«— 33|x8-  33{jL^-hi)î:io8|i^(îJL*— i)^. 

3.  Dans  le  Chapitre  suivant,  nous  abordons  l'étude  des  périodes 
de  rinlégrale  elliptique  de  première  espèce,  considérées  comme 
fonctions  de  J. 

Une  telle  période  est  la  valeur  de  l'intégrale  quand  l'intégration 
est  faite  le  long  d'un  contour  feruié,  tracé  sur  la  surface  de  Riemann 

(|ui  correspond  à  y//* ,  ce  contour  ne  pouvant  être  réduit  à  un  point. 
Deux  contours  qui,  considérés  comme  coupures,  rendent  la  sur- 
face simplement  connexe,  donnent  un  couple  primitif  de  périodes. 
Deux  couples  primitifs  (to, ,  Wo),  ((»>',,  w.,)  sont  liés  par  les  relations 

i   iù\  —  ato,-r-  pwj,  ^ 

{-}.)  ,  ^  ao  —  îiY  =  ±  I , 

a,  fi,  y,  0  étant  des  nombres  entiers. 

Une  période  to  est  un  ini^aria/tt  transcendant  de  la  forme  y, 
de  poids  égal  à  —  i .  Elle  ne  dépend  (|ne  de  ^2  et  de  ^3,  ou,  si  l'on 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         Sig 


^3 


veut,  de  —  et  de  J.  En  posant 

U  ne  dépend  plus  que  de  J. 

L'élude  de  celte  fonction  Û  de  J  est  entreprise  au  moyen  de 
Téquation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  elle 
satisfait 

t/J»  J    dS    ^  J2(j_i;«""^' 

et,  pour  cela,  il  suffit  d'étudier  deux  solutions  particulières  Ûi, 

Ù2  formant  un  système  fondamental,  et  qui  sont,  au  facteur  I /^ 

près,  un  couple  primitif  co,,  Wj  de  périodes  de  l'intégrale  ellip- 
tique. 

De  la  nature  même  de  l'équation  différentielle,  il  résulte  que  les 
seuls  points  singuliers  sont  o,  i,  oo.  L'étude  de  chacune  des  deux, 
fonctions  Û|,  Û2  est  faite  pour  chacun  de  ces  points,  et,  de  cette 
étude,  se  déduit  chaque  fois  la  substitution  que  subissent  ces  fonc- 
tions, quand  la  variable  J  décrit  un  contour  fermé  autour  de  l'un 
de  ces  points.  Ces  résultats  se  transportant  immédiatement  à  Wi 
et  W2,  on  arrive  à  cette  proposition  qui  met  en  évidence  le  carac- 
lère  essentiel  de  ces  fonctions  de  J  :  L* ensemble  des  couples  pri- 
mitif s  {1)  de  périodes  se  divise  en  deux  classes  suivant  que 
aô  —  3y  est  égal  ^/  +  i  ou  à  —  1 .  Tous  les  couples  d^une  même 
classe  peuvent  être  considérés  comme  les  valeurs  des  branches 
de  deux  fonctions  analytiques  associées  de  la  variable  J;  mais 
il  n'est  pas  possible  de  passer,  par  la  continuation  analytique, 
de  l'un  des  systèmes  de  deux  fonctions  à  l'autre. 

Des  propriétés  des  fonctions  Wi  et  (02  se  déduisent  celles  du 

rapport  (1)  =  —  •  Il  satisfait  à  l'équation  différentielle  du  troisième 
ordre 

w'        aVwV   ""  9J^  "^  8(1  — J)  "^  72J0  — J)' 

qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  célèbre  équation  du  troisième 
ordre  étudiée  en  particulier  par  M.  Schwarz  dans  ses  travaux  sur 
la  série  hjpergéométrique,  et  à  laquelle  satisfont  aussi  les  inva- 
rirtnts  irrationnels  \  et  {jl. 
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4.  Avec  le  Iroîsième  Chapitre  se  rencontrent  les  premiers 
exemples  des  méthodes  géométriques  qui  se  retrouveront  dans  la 
presque  totalité  du  livre  et  qui  sont  basées  sur  la  représentation 
conforme. 

Considérons  Tune  ou  Taulre  des  fonctions  algébriques  )w(J), 
{jl(J)  définies  précédemment.  Cette  fonction  est  uniforme  sur  une 
certaine  surface  de  Riemann  qui  n'a  d^autres  points  de  ramincation 
que  les  points  o,  i,  oo. 

Coupons  cette  surface  le  long  de  l'axe  réel,  elle  se  trouve  dé- 
composée en  un  certain  nombre  de  demi-plans.  La  représentation 
conforme  de  Tun  quelconque  de  ces  demi-plans,  au  moyen  de  la 
branche  correspondante  de  la  fonction  de  J  considérée,  conduit  à 
un  triangle  dont  les  côtés  sont  des  arcs  de  cercles  et  les  angles  des 
parties  aliquotes  de  tz,  ^ensemble  de  ces  triangles  qui  sont  la 
représentation  conforme  de  toute  la  surface  de  Riemann  forme  un 
damier  qui  recouvre  tout  le  plan,  ce  qui  correspond  à  ce  fait  que 
la  fonction  inverse  J  de  la  fonction  considérée  est  uniforme. 

Deux  triangles  qui  sont  la  représentation  conforme  de  deux 
demi^feuillels  nord,  ou  de  deux  demi-feuillets  sud  de  la  surface  de 
Riemann  se  correspondent  par  une  substitution  linéaire. 

Si  Ton  forme  la  figure  inverse  de  Tun  quelconque  des  triangles 
par  rapport  à  Tun  de  ses  côtés,  on  obtient  le  triangle  adjacent  le 
long  de  ce  côlé.  Ces  deux  triangles,  qui  sont  dits  symétriques^ 
représentent  un  demi-feuillet  nord  et  un  demi-feuillet  sud  reliés 

entre    eux    par    Tun    des    segments   ( — oc o),   (o 1)  ou 

(i h  oo),  qui  correspond  au  côté  commun. 

Ainsi  un  triangle  quelconque  peut  se  déduire  d'un  triangle  dé- 
leiminé,  soit  par  une  substitution  linéaire  [dir^kte  Kreis^^erwand' 
scha/t)j  soit  par  une  inversion  suivie  d'une  substitution  linéaire 
( indirekte  Kreisv^erwandschofl). 

Ces  propriétés  de  notre  damier  résultent  seulement  de  ce  fait 
que  les  angles  sont  des  parties  aliquotes  de  t:,  et  leur  généralisa- 
tion est  immédiate.  Soit  un  triangle  dont  les  côtés  sont  des  arcs 
de  circonférence  et  dont  nous  représenterons  les  angles  par  a-, 
jiiT:,  yii;  par  des  inversions  successives,  nous  pouvons  obtenir  une 
division  de  la  totalité  ou  d'une  partie  du  plan  en  triangles.  Il 
existe  une  fonction  5(a,  jî,  y;  J)  qui  donne  la  représentation  con- 
forme du  demi-plan  nord  J  sur  le  triangle  initial,  les  points  1,0,00 
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correspondant  aux  sommets  des  angles  air,  pic,  y?:;  de  la  loi  de 
symétrie,  il  résulte  que- les  autres  triangles  seront  les  représenta- 
tions conformes  données  par  les  diverses  branches  de  la  fonction  s. 
Dès  lors,  chaque  branche  se  déduit  évidemment  d'une  autre  quel- 
conque par  une  substitution  linéaire. 

Les  fonctions  X(J),  [Jl(J)  sont  des  cas  particuliers  de  la  fonc- 
tion 5,  et  aussi  la  fonction  (i>(  J),  car  la  fonction  s  satisfait  à  l'é- 
quation du  troisième  ordre  de  M.  Schwarz  qui  comprend,  comme 
cas  particuliers, celles  auxquelles  satisfont  les  trois  fonctions  con- 
sidérées. 

Si  les  triangles  construits  sur  le  plan  n'empièlent  pas  les  uns 
sur  les  autres,  la  fonction  inverse  J  de  la  fonction  s  est  uniforme. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  a,  p,  y  soient  de  la 

forme— >  —  >  —  >  oùviyVj,  V3  sont  des  nombres  entiers.  De  là  résulte 

Vj      Vj      V3 

la  classification  suivante  : 

I** 1 1 —  >  1;  fonctions  s  de  première  espèce.  Il  y  a 

alors  un  nombre  fini  de  triangles;  tout  le  plan  est  recouvert;  ces 
fonctions  sont  au  nombre  de  quatre;  elles  sont  algébriques  :  ce 
sont  les  irrationnelles  des  polyèdres  réguliers.  Les  fonctions 
X(J)  et  [a(J)  appartiennent  à  cette  classe. 

2"  — I 1 —  =  I  ;  fonctions  s  de  seconde  espèce.  Il  y  a  une 

infini  lé  de  triangles  et  tout  le  plan  est  recouvert.  Ces  fonctions 
sont  au  nombre  de  trois.  Les  fonctions  doublement  périodiques 
et  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  s'y  rattachent. 

3° 1 1 <C  '  >  fonctions  s  de  troisième  espèce.  Il  y  a 

alors  une  infinité  de  triangles,  mais  ils  ne  recouvrent  qu'une 
partie  du  plan.  11  y  a  une  limite  naturelle.  Ces  fonctions  sont 
en  nombre  illimité;  c'est  à  celte  classe  qu'appartient  la  fonc- 
tion w(J)  : 

5.  Nous  avons  maintenant  tous  les  cléments  nécessaires  pour 
apercevoir  en  quoi  va  consister  notre  théorie  des  fonctions  modu- 
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laires;  c'est  l'objet  du  quatrième  Chapitre  que  d'arriver  à  renoncé 
des  deux  problèmes  fondamentaux  qu'elle  comporte. 

Puisque,  en  effet,  ci)(J)  est  une  fonction  5,  au  même  titre  que 
les  irrationnelles  des  polyèdres  réguliers,  nous  sommes  conduit 
à  faire  l'étude  de  co  en  nous  guidant  sur  la  façon  dont  celle  de  ces 
irrationnelles  a  été  faite  dans  les  Leçons  sur  Vicosaèdre,  C'est  la 
fonction  icosaédrique  s(J)  <iui  est  employée  comme  terme  de 
comparaison  : 

Le  Chapitre  débute  par  rétablissement  de  quelques  formules 
destinées  à  rendre  plus  manifestes  les  analogies  cherchées  entre 
les  deux  fonctions  ÎÎ(J)  et  w(J)  :  on  y  trouve  la  relation  de  Le- 
gendre;  les  expressions  des  invariants  rationnels  ^2?  g^^  ^  en 
fonction  de  (0|  ct(02;  l'étude  des  déterminants  fonctionnels  pour 
chacune  de  ces  fonctions,  déterminants  qui,  à  des  facteurs  con- 
stants près,  les  reproduisent;  celle  des  périodes  de  l'intégrale 
elliptique  de  seconde  espèce  comme  fonctions  de  C0|  et  Wj;  la  dé- 
monstration que  g2  n'est  autre  que  le  déterminant  hessien  de 
logA. 

Puis  nous  arrivons  à  la  comparaison  entre  les  fonctions  Ç(J) 
et  cji)(  J)  :  les  deux  divisions  du  plan  en  triangles,  au  nombre  de  1 20 
dans  le  premier  cas,  en  nombre  illimité  dans  le  second,  sont  rap- 
pelées ;  les  fonctions  inverses  J  (1^),  J(to)  sont  uniformes,  la  pre- 
mière étant  une  fonetion  rationnelle  H(!^),  la  seconde  une  trans- 
cendante F(to);  les  é(jualions 

R(î;)  — J  =  o,  r(i,);  — j  =  o 

sont,  la  premirrc,  W'f/nalio/i  icosardrirjue,  la  seconde,  Vihfua- 
Lion  tnoduLaire.  (^es  é(|iiati()n<,  en  introduisant  une  variable  d'Iio- 
njogénrilé,  sont 

J:J_.:,=  H2(-,,  :^,:_Tn;,,  ^,;:  ij-iH/h^i^  :>), 

II,   r,  y  sont  les  trois  formes  icostK'drùjues  liées  par  la  relation 

i77.S/>=  T^H-  113; 
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g2y  gi,  A  sont  les  trois  formes  modulaires  liées  par  la  relation 

c'est  logA  qui  correspond  à  la  forme  icosaédrique  /  :  les  formules 
établies  au  début  du  Chapitre  sont  destinées  à  faire  ressortir  da- 
vantage le  parallélisme  qui  existe  entre  les  propriétés  de  ces  deux 
séries  de  formes. 

C'est  le  groupe  de  l'équation  qui,  dans  les  Leçons  sur  Vico- 
saèdre,  a  servi  de  base  à  l'étude  de  l'équation  icosaédrique;  il  ^' 
a  donc  lieu  d'introduire  aussi  le  groupe  de  Téquation  transcen- 
dante modulaire.  Ce  groupe  comporte  une  infinité  de  substitu- 
tions :  ce  sont  celles  que  suhissent  les  racines  o)  quand  la  variable  J 
décrit  dans  le  plan  tous  les  contours  qui,  partant  d'un  point  donné, 
y  reviennent  en  enlaçant  des  points  criliques.  Il  est  simplement 
transitif. 

Voici  dès  lors  les  deux  problèmes  fondamentaux  à  résoudre  : 

1°  Etudier  le  groupe  modulaire  au  point  de  vue  des  sous- 
groupes  qui  y  sont  contenus  et  de  leur  classification.  L'indice 
d'un  sous-groupe  dont  les  substitutions  sont  i,  i^^,  is?  ^3?  ••• 
est  le  nombre  des  substitutions  i ,  V^ ,  Va,  V3,  ...  du  groupe  qu'il 
faut  considérer  pour  que  l'ensemble  des  substitutions  i'iVyt,  où  / 
et  k  prennent  toutes  les  valeurs  o,  i ,  2,  ."^j  . . .  constitue  le  groupe 
modulaire.  Les  sous-groupes  d'indice  fini  sont  [larticuiièrement 
intéressants,  et  seront,  à  peu  près,  exclusivement  étudiés. 

2"  F'ormer  les  résolvantes  de  l'équation  modulaire  qui  corres- 
pondent aux  sous-groupes  obtenus.  Ce  problème  se  subdivise  lui- 
même  en  deux  autres  :  étant  donné  un  sous-groupe,  il  s'agit  d'abord 
de  former  une  fonction  uniforme  de  w  qui  admette  toutes  les  sub- 
stitutions de  ce  sous-groupe  et  celles-là  seulement;  une  telle  fonc- 
tion est  une  fonction  modulaire  elliptique.  En  second  lieu,  il 
faut  former  Téquaiion  à  laquelle  satisfait  cette  fonction  uniforme, 
équation  qui  est  une  résolvante   correspondant   au   sous-groupe 
considéré.  Si  l'indice  du  sous-groupe  est  fini,  cette  équation  est 
algébrique;  sinon,  elle  est  transcendante,  comme  l'équation  mo- 
dulaire elle-même. 

6.   Le  cinquième  Chapitre,   qui  est  le  dernier  de   la   première 
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Section,  n'est  qu'un  bref  résumé  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. Il  contient,  avec  une  notation  qui  diffère  peu  de  celle  de 
M.  Weierstrass,  les  formules  les  plus  importantes  :  les  différentes 
formes  analeptiques  de  pu  et  p'u,  les  développements  de  ^2  et  gt 
en  suites  infinies  à  simple  et  à  double  entrée,  enfin  les  formules 
relatives  aux  fonctions  a-  et  0. 

Transcrivons  seulement  l'équation  modulaire  sous  forme  expli- 
cite 

j:j-i:i_  I  - +2o^Y37ï^ï7ii5   I    •  ^"  l  TÏ6  ""3^1-  e«'«^*«  ) 


m  =  l 


7.  Les  deux  Sections  restantes  de  l'Ouvrage  sont  consacrées 
chacune  au  traitement  de  l'un  des  problèmes  fondamentaux 
énoncés  précédemment.  Celle  dans  laquelle  nous  entrons  main- 
tenant s'ouvre  par  l'étude  générale  des  sub9titutions  linéaires 


z  =  • ,  y         ad  —  be  ^o, 

cz-^-  a 


a,  6,  c,  rf  étant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires  quelconques. 
Ces  substitutions  sont  classées  d'après  la  nature  des  points  dou- 
bles. Si  ceux-ci  sont  confondus,  elles  sont  dites  paraboliques; 
sinon,  en  désignant  par  z^  et  z^  les  points  doubles  distincts,  la 
substitution  peut  s'écrire 


et  alors  la  substitution  est  hyperboliquey  elliptique  ou  loxodro- 
inique,  selon  que  k  est  réel  et  positif,  ou  imaginaire  avec  un  mo- 
dule égal  à  l'unité,  ou  enfin  ne  rentrant  ni  dans  l'un  ni  dans  l'autre 
de  ces  deux  cas. 

Les  variables  z^  et  :;  étant  supposées  figurées  sur  le  même  plan, 
la  substitution  peut  être  regardée  comme  le  résultat  d'une  défor- 
mation continue  de  ce  plan,  et  Ton  distingue  alors  les  trajec- 
toires et  les  lignes  de  ni\?eau;  on  oblicnt  une  image  particulière- 
ment lumineuse  en  dessinant  une  suite  de  lignes  de  niveau   telles 
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que  TeOTet  de  la  substitution  soit  d'amener  chacune  d'elles  sur 
celle  qui  la  suit. 

Ces  considérations  sont  d'abord  appliquées  aux  trois  espèces  de 
fonctions  s;  puis  aux  substitutions  modulaires.  Celles-ci  se  divi- 
sent alors  en  quatre  classes  formées  :  la  première,  de  substitutions 
elliptiques  ayant  une  période  égale  à  deux;  la  seconde,  de  substi- 
tutions elliptiques  ayant  une  période  égale  à  trois;  la  suivante,  de 
substitutions  paraboliques  ayant  pour  points  doubles  confondus 
tous  les  points  rationnels  de  Taxe  des  x  et  le  point  à  Finfini;  la 
dernière  enfin,  de  substitutions  hyperboliques  avant  pour  points 
doubles  distincts  tous  les  couples  de  points  irrationnels  de  l'axe 
des  X. 

C'est  ici  que  sont  introduites  les  deux  notions  capitales  de  Vé- 
quivalence  et  de  la  région  fondamentale,  que  M.  Poincaré  a 
prises  pour  bases  de  ses  recherches  sur  les  groupes  de  substitu- 
tions linéaires. 

Etant  donné  un  groupe  quelconque  de  substitutions  linéaires^ 
on  dit  que  deux  points  du  plan  sont  équivalants  relativement  à 
ce  groupe  {^)  SX  Tune  des  substitutions  du  groupe  transforme  l'un 
de  ces  points  en  l'autre.  Une  région  fondamentale  est  une  por- 
tion du  plan  telle,  que  si  l'on  figure  sur  le  plan  tous  les  points 
équivalents  à  un  point  quelconque  de  ce  plan,  un  de  ces  points  et 
un  seul  appartienne  à  la  région  considérée. 

Des  régions  fondamentales  sont  construites  pour  les  groupes 
cycliques  engendrés  par  une  substitution  elliptique  périodique, 
hyperbolique  ou  parabolique;  puis,  les  quatre  classes  de  substi- 
tutions modulaires  sont  passées  en  revue.  La  fin  du  Chapitre  est 
consacrée  à  l'étude,  à  ce  même  point  de  vue,  des  substitutions 


,      az 


cz-\-  d 

où  z  est  la  quantité  imaginaire  conjuguée  de  ^,  et  qui  correspon- 
dent à  une  inversion  suivie  d'une  substitution  linéaire. 

8.  Le  second  Chapitre  contient  l'application  au  groupe  modu- 


(')   M.  Poincaré  se  serl  du  mot  congruent. 
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laîre  des  considérations  précédeoles,  et^  avant  tout,  la  recherche 
d'une  région  fondamentale. 

Une  région  fondamentale  d'un  groupe  quelconque  doit  évidem- 
ment se  trouver  entièrement  contenue  dans  une  région  fondamen- 
tale correspondant  à  un  sous-groupe  quelconque  du  groupe  con- 
sidéré. Partant  de  là,  si  Ton  considère,  d'une  part,  le  sous-groupe 
cyclique  engendré  par  la  substitution  S(w)  =  co-|-i,  et  qu'oD 
adopte  pour  région  fondamentale  la  portion  du  plan  comprise 

entre  les  deux  parallèles  à  Taxe  des  y  à  la  distance  -  de  cet  axe; 
d'autre  part,  le  sous-groupe  cyclique  engendré  parla  substitution 
T((o)=: >  et  qu'on  adopte  pour  région  fondamentale  la  por- 
tion du  plan  extérieure  à  la  circonférence  de  rayon  égal  à  Funité 
et  ayant  l'origine  pour  centre,  on  devra  chercher  une  région  fon- 
damentale du  groupe  modulaire  dans  la  portion  du  plan  commune 
à  la  fois  à  ces  deux  régions. 

Celle  portion  elle-même  est  région  fondamentale  pour  le  groupe 
modulaire,  car  deux  points  quelconques  de  celte  portion  ne  sau- 
raient être  équivalents,  et  Ton  peul  toujours  trouver,  dans  la  ré- 
gion considérée,  un  point  qui  soil  équivalent  à  un  point  donné 
quelconque  du  plan. 

Une  seule  subslilulion  du  groupe  permet  de  passer  du  point  w 
à  un  point  équivalent  (.)',  si  le  point  de  la  région  fondamentale 
qui  est  équivalent  à  chacun  de  ces  deux  points  est  dînèrent  des 

points  /  cl  p,  p  désignant  la  racine  cubique \ ^  de  Tunilé; 

s'il  est  /,  il  y  ti  deux  suhslilulions  ;  s'il  est  o,  il  y  en  a  trois. 

De  la  façon  même  dont  a  vXv  obtenue  la  région  fondamentale,  il 
résulte  que  toute  substllulion  du  groupe  modulaire  peut  être  com- 
posée avec  les  deux  subslitutions  S  et  T,  qui  constituent  ainsi  nu 
système  d(î  substituUitns  griicr  a  triées  (')  du  groupe.  Si  Ton 
transfornuî  la  j>arlic  nord  de  la  région  fondamentale  au  moyen  de 
ces  substitulions,  on  obtient  une  division  du  demi-plan  nord  en 
une  infinité  d(î  Iriangles  juxlaposés  :  tout  ])oint  équivalent  à  i 
appartient  à    deux   triangles,    tout   point   équivalent  à    o,    à    trois 


(')   /'rzcinrr/idc  Suhstilutioiirn.  suhsliluttons  fn/n/anienta/es  t]c  M.  Pr.inran''. 
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triangles;  tout  point  qui  n'est  équivalent  ni  à  /,  ni  à  p,  n^appar- 
tient  qu'à  un  seul  triangle. 

Des  considérations  analogues  aux  précédentes  et  relatives  au 
groupe  modulaire  prolongé  au  mojen  d'inversions  occupent  le 
reste  du  Chapitre. 

Signalons  encore  le  dernier  paragraphe  qui  contient  une  très 
curieuse  transformation  du  damier  modulaire  en  une  division  en 
triangles  rectilignes  de  la  surface  d'une  ellipse,  division  qui  peut 
être  obtenue  ensuite  par  de  simples  considérations  de  Géométrie 
sjnthétique  et  qui  sert  ainsi  de  lien  entre  deux  ordres  de  faits  très 
différents. 

9.  Le  troisième  Chapitre  est  consacré  à  une  très  intéressante 
étude  des  formes  quadratiques  binaires  de  la  théorie  des  nombres. 

La  forme  ax^-\-  ibxy  4-  cy^  est  représentée  par  (a,  6,  c),  son 
déterminant  b^ —  ac  par  D,  son  diviseur  par  t.  Les  substitu- 
tions modulaires  sont  des  substitutions  qui  transforment  une  telle 
forme  en  une  autre  équivalente;  par  celte  transformation,  la 
valeur  du  déterminant  n'est  pas  altérée.  Il  s'agit  de  résoudre  ces 
deux  problèmes  :  étant  données  deux  formes  de  même  détermi- 
nant, reconnaître  si  elles  sont  équivalentes;  étant  données  deux 
formes  que  l'on  sait  être  équivalentes,  former  toutes  les  substitu- 
tions qui  transforment  Tune  des  formes  en  l'autre.  Ces  deux  pro- 
blèmes sont  traités  successivement  pour  les  formes  à  déterminant 
oégatif  et  pour  les  formes  à  déterminant  positif. 

Étant  donnée  la  valeur  du  déterminant  supposé  négatif  d'une 
forme  positive  aw^H- aèco -f- c,  elle  peut  être  regardée  comme 

tout  à  fait  définie  parla  connaissance  du  point —  du  demi- 
plan  nord.  Dès  lors,  on  dit  qu'une  telle  forme  est  réduite  si  le 
point  correspondant  appartient  au  triangle  générateur  du  damier 
modulaire,  et  le  problème  de  l'équivalence  se  trouve  immédiate- 
ment résolu  :  deux  formes  sont  équivalentes  si  les  points  du 
triangle  générateur  équivalents  aux  points  qui  correspondent  à 
ces  deux  formes  sont  confondus;  si  l'on  compose  la  substitution 
qui  permet  de  passer  de  l'un  de  ces  deux  points  au  point  équiva- 
lent du  triangle  générateur,  avec  la  substitution  qui  permet  de 
passer  de  ce  dernier  point  au  second  des  deux  points,  on  a  une 
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siibslîtuliou  linéaire  modulaire  qui  lran»foiML  Vu^c  di»  fonuf^ 
en  Faulre.  D*ailleurs  cette  subslilutîoo  est  la  «■ndc'  qui  effectue 
cette  transformation,  si  le  point  du  triangle  |rêiiéral.«iir  n^est  ni  If 
point  /,  ni  le  point  p;  s'il  est  i\  il  v  a  deoiL  lelk^s  snkstîtiitiuiis^  «*il 
est  p,  il  y  en  a  trois.  On  peut  immédiatement  iroir  snr  nne  focne 
si  elle  est  réduite  ou  non;  elle  est,  en  eflel«  rédaile  lorsqve  «,  b.c 
satisfont  aux  in^^lités 

h  devant  toutefois  être  positif  ou  nul  dans  le  cas  où  a^r.  Oa 
conclut  immt^diatement  de  là  cette  importante  propo<>îtîon  que  If 
nombre  des  classes  des  /ormes  quadratiques  à  délermùnoMi  né- 
gatif est  Jini. 

Pour  les  formes  à  déterminant  positif,  les  choi^es  se  passent 
moins  simplement;  on  fait  intervenir,  pour  parvenir  à  lenr  repré- 
sentation géométrique,  la  demi -circonférence  décrite  sur  le  seg- 
ment déterminé  par  les  deu\  racines  réelles  de  la  forme,  cette 
demi-circonférence  étant,  en  outre,  munie  d*un  sens:  la  solotîoa 
du  problème  de  Téqui valence  d'une  forme  avee  elle-même,  pais 
avec  une  autre  forme,  s*appuie  alors  sur  la  considération  des  so- 
lutions entières  de  V équation  de  Pell 

il  est  encore  démontré  que  le  nombre  des  classes  est  fini. 

La  fin  du  Chapitre  est  consacrée  à  l'élude  facile,  et  dans  la- 
quelle interviennent  les  résultats  précédents,  de  Vhomolo^ie 
(Gleichberechligunf^)  des  substitutions  du  groupe  modulaire  cod- 
sidérécs  isolément,  et  de  rhouiologie  des  sous-groupes  cvcliques. 

10.  Le  Chapitre  suivant  nous  oUVe  un  exemple  de  la  méthode 
générale  qui  sera  appliquée  à  la  solution  du  problème  qui  fait 
Tobjel  de  la  deuxième  Section.  Cet  exemple  est  donné  par  Tétude 
du  sous-^roupe  F'  formé  par  les  substitutions 

a     ? 
Y     <> 

du  groupe  modulaire  f  dans  lesquelles  J3  et  y  sont  pairs;  a  et  o 
sont  alors  nécessairement  impairs.  On  considère  en  même  temps 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  329 

le  groupe  plus  général  V  obtenu  en  adjoignant  à  ses  substitutions 
celles  que  Ton  en  déduit  en  remplaçant  o)  par  —  w. 

Le  polygone  fondamental  de  F'  s'obtient  de  suite;  il  est,  dans 
le  demi-plan  nord,  limité  par  les  demi-droites  x  =  —  i ,  a:  =  o  et 

la  demi-circonférence  qui  a  le  segment  ( —  i o)  de  l'axe  des  a: 

pour  diamètre.  On  conclut  de  là  que 

a(a))  =  —  (o,         b((s})=  —  (o  —  2,         c(a>)  =  — r^ 


20)  —  l 


est  un  système  de  substitutions  génératrices  de  F',  et,  ensuite, 
que 

(O 

5(a>)  =  W-|-2,  ^((1))  = 


2(0  ■+■  I 


est  un  tel  système  pour  le  groupe  F';  de  là,  se  déduit  la  région 
fondamentale  de  ce  dernier  groupe. 

Cette  région  fondamentale  n'est  autre  qu'un  assemblage  de  six 
doubles-triangles  (Doppeldreiecke)  ou  de  douze  triangles  élé- 
mentaires du  damier  modulaire.  En  choisissant  convenablement 
ces  douze  triangles,  on  peut  faire  en  sorte  que  six  points  équiva- 
lents quelconques  de  ces  triangles  se  correspondent  par  les  sub- 
stitutions 

(Uo— I  —  I 

a>o  =  Wq,  Wj  =  y  (D]  = 


Wl  (1)0 —  I 
I  Wo 

a>3=Wo-hI,         (1)4=  >  (D$  = 


Soient  Vo=  I,  V|,  V2,  Vs,  V4,  V5  ces  six  substitutions,  et  i, 
i^i,  Ç2j  •••  l^s  substitutions  du  sous-groupe  F'  :  les  substitutions 
du  groupe  modulaire  F  sont  données  par  le  Tableau 

I,        Vu        «^1,        «^3,       ..., 
V|,    i'iV,,    i>,V,,    PjVi,     ..., 

V$,     PiV,,     1^1  Vs,     i^jVs,     .... 

On  en  conclut  que  F'  est  d'indice  égal  à  six,  d'où  la  notation  F^ 
pour  le  sous-groupe  considéré.  Le  calcul  direct  montre  que  ce 
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sous-groupe  est  un  sous-groupe  invariant  (*)  dans  le  groupe  F 
et  dans  le  groupe  V. 

Au  sous-groupe  Fo,  on  fait  correspondre  un  groupe  du  sis^ième 
ordre  Ge,  en  considérant  comme  une  même  opération  I^une quel- 
conque des  substitutions  qui  composent  une  des  six  lignes  du  Ta- 
bleau précédent  :  deux  substitutions  quelconques  appartenante 
deux  lignes  données  produisent,  en  eiFet,  quand  on  les  compose, 
toujours  une  substitution  appartenant  à  une  même  troisième  ligne. 
Les  groupes  V  et  Ge  sont  ainsi  isomorphes,  mais  Tisomorphisme 
est  mériédrique,  puisque,  à  une  substitution  de  F,  correspond  une 
seule  opération  de  Gc,  tandis  qu'a  une  opération  de  G©  corres- 
pondent une  infinité  de  substitutions  de  F. 

Le  groupe  Gfl  contient  quatre  sous-groupes  auxquels  corres- 
pondent alors  quatre  sous-grou[)es  du  groupe  isomorphe  F,  à  sa- 
voir :  un  sous-groupe  invariant  d'indice  égal  à  deux,  F2,  et  trois 
sous-groupes  homologues  d'indices  égaux  à  trois,  Fj,  F,,  FJ.  Les 
régions  fondamentales  pour  chacun  de  ces  sous-groupes  s'obtien- 
nent aisém(*nt. 

La  région  fondamentale  Fq  qui  correspond  au  groupe  F^  peut 
être  déformée  de  faron  que  les  c(^tés  homologues  viennent  se 
souder  les  uns  aux  autres  en  leurs  points  correspondants;  on  ob- 
tient ainsi  un  plan  (une  surface  sim|>lement  connexe,  />  =  o) 
divisé  en  douze  triiuiiiles  élénicnlaires  :  c'est  une  rlii^ision  (lié- 
(Irif/uCy  d'où  la  (|ualIlicalion  d<'  réi^ulivre  donnée  à  la  surface  Fel 
colle  régniarilé  esl  d'ailleurs  l'apparence  géomélrique  de  ce  fait 
(pw^  Fq  est  un  sous-grou[)e  invariant  dans  F.  La  surface  Fa  est  aussi 
symôlriquCj  cocpii  correspond  à  ce  fail  que  Fg  est  un  sous-groupe 

invariant  dans  F.  Les  régions  fondamentales  F3,  F'3,  FiJ,  qui  cor- 
respondent aux  sous-groupes  F,,  F'3,  F!',,  sont  symétriques  sans 
être  régulières. 

\\.  Le  Chapitre  suivant  n'est  (|ue  la  généralisation  de  ce  qui 
vient  d'être  dit  :  étant  donné  un  souh-groupe  Fjx  d'indice  |jl,  on 
obtient  une  n'glon  fondamentale  Fjj^  pour  ce  sous-groupe  en  appli- 
quant au  triangle  générateur  du  damier  modulaire  ui  substitutions 


(')  A  l'exemple  de  M.   Sophus  Lie,   nous  nous  servons  du  mot   iiwariant  au 
lieu  du  mot  distingué  [ausgezeichnet). 
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convenables  du  groupe  T\  les  substitutions  par  lesquelles  se  cor- 
respondent, deux  à  deux,  les  côtés  de  la  région  fondamentale  sont 
un  système  de  substitutions  génératrices  du  sous-groupe  F^.. 

Si  rjjt  est  un  sous-groupe  invariant  dans  F,  il  lui  correspond  un 
groupe  fini  Gy,  qui  sert  de  base  à  la  recherche  de  sous-groupes 
de  F. 

Par  déformation  du  polygone  F^  et  accolement  des  côtés  corres- 
pondants, on  obtient  une  surface  fermée  F^  dont  le  genre  est  dit 
le  genre  du  sous-groupe  T^;  il  existe  entre  la  division  en  doubles- 
triangles  de  cette  surface  et  celle  du  plan  qui  correspond  au  sous- 
groupe  FjA  une  correspondance  univoque  non  réciproque  :  à  un 
double-triangle  du  plan  correspond  un  double-triangle  dePp^;  à  un 
double-triangle  de  Fp,  correspondent  une  infinité  de  doubles- 
triangles  du  plan,  équivalents  relativement  aux  substitutions  de 
Fji.  La  surface  T^  peut  être  régulière  et  symétrique,  ou  partielle- 
ment régulière  et  symétrique. 

Le  Chapitre  se  termine  par  quelques  applications  numériques 
de  la  formule  qui  donne  le  genre  de  la  surface  F^, 

12.  Au  surplus,  cette  surface  Fp,  joue  le  rôle  fondamental  dans 
le  Chapitre  qui  vient  ensuite  où  elle  sert  à  la  définition  de  tous  les 
sous-groupes  de  groupe  modulaire.  Cette  surface  porte  a  [jl  triangles 
élémentaires  ayant  chacun  pour  sommets  trois  points  a,  b,  c  cor- 
respondant respectivement  aux  points  i,  p,  iao  du  plan;  tout 
sommet  a  est  commun  a  deux  ou  à  quatre  triangles,  tout  sommet  6 
à  deux  ou  à  six  triangles,  enfin  tout  sommet  c  à  un  nombre  pair 
quelconque  de  triangles. 

Supposons-nous  maintenant  donnée  a  priori  une  surface 
fermée  F^,  de  genre  quelconque  et  portant  un  réseau  de  triangles 
satisfaisant  aux  conditions  précédentes  ;  en  faisant  correspondre  un 
triangle  déterminé  du  réseau  à  un  triangle  déterminé  du  damier 
modulaire,  on  établit  aisément  une  correspondance  univoque  et 
réciproque  entre  les  triangles  du  réseau  et  les  2[x  triangles  élé- 
mentaires d'un  polygone  Fjj^  du  damier.  Ce  polygone  F^  est  alors 
la  région  fondamentale  d'un  sous-groupe  F^^,  d'indice  [x,  qui  se 
trouve  défini  par  un  système  de  substitutions  génératrices.  En 
faisant  correspondre  deux  antres  triangles  initiaux  du  réseau  et  du 
damier  modulaire,  on  obtiendrait  un  sous-groupe  homologue  au 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XVI.  (Décembre  1892.)  l'S 
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sous-gronpe  T^.  I^a  surface  F^^  définit  donc  un  système  de  sous- 
groupes,  d'indice  [x,  homologues  dans  le  groupe  F. 

Les  divisions  de  la  sphère  qui  correspondent  aux  polyèdres 
réguliers  offrent  des  exemples  immédiats  de  surface  F,i,  de  genre 
zéro;  il  leur  correspond  des  sous-groupes  Fo,  Fjo,  Fa»,  Foo  de  F; 
les  régions  fondamentales  et  les  systèmes  de  substitutions  généra- 
trices sont  donnés  pour  chacun  d'eux  :  ce  sont  les  seuls  sous- 
groupes  de  genre  zéro,  invariants  dans  F. 

Le  Chapitre  se  termine  d'ailleurs  par  d'autres  applications; 
après  avoir  établi,  pour  un  sous-groupe,  la  notion  de  classe,  basée 
sur  la  considération  de  V amplitude  des  suhslilulions  paraboliques 
qu'il  renferme,  l'auteur  étudie  un  sous-groupe  invariant  de  la 
sixième  classe  et  d'indice  égal  à  'j2,  puis  un  sous-groupe  invariant 
de  la  septième  classe  et  d'indice  égal  à  i68. 

13.  Ces  applications,  basées  sur  des  considérations  géométri- 
ques, ne  peuvent  d'ailleurs  être  poussées  bien  loin,  à  cause  de  la 
complication  extrême  que  ne  tardent  pas  à  présenter  les  poly- 
gones Fjx,  dès  que  \l  devient  un  peu  considérable;  aussi  les  trois 
Chapitres  qui  terminent  la  deuxième  Section  sont-ils  conçus  dans 
une  méthode  entièrement  différente  et  purement  arithmétique. 
Ils  sont  consacrés  à  l'étude  d'une  classe  particulière  de  sous- 
groupes  auxquels  M.  Klein  a  donné  le  nom  de  groupes  de  con- 
gru en  ces  (  Congrue  nzgruppen  ) . 

Un  groupe  principal  de  congruence{/Iauptcongruenzgruppe) 
du  n***™^  degré  est  composé  des  substitutions 

Y     ^ 


qui  satisfont  aux  conditions 

Nous  en  avons  vu,  dans  la  définition  de  Fq,  un  exemple  où  le 
degré  est  égal  à  deux.  Le  groupe  principal  de  congruence  du  /i'^"'* 
degré  est  d'ailleurs  un  sous-groupc  commun  à  une  série  d'autres 
sous-groupes  de  F,  qui  se  laissent  caractériser  par  des  congruences 
de  module  égal  à  n  et  qui  sont  alors  les  groupes  de  congruences 
du  ^ '••'"**  degré. 
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Quelques  sous-groupes  particuliers  sont  complètement  étudiés, 
d'après  les  travaux  de  Serret  et  de  M.  Gierster. 

li.  Avec  la  troisième  Section  de  l'Ouvrage,  nous  abordons 
l'étude  du  second  des  deux  problèmes  fondamentaux. 

Les  deux  premiers  Chapitres  sont  consacrés  à  une  très  belle 
exposition  de  la  théorie  des  fonctions  algébriques  et  de  leurs  inté- 
grales, par  l'emploi  des  surfaces  de  Riemann. 

Étant  donnée  une  fonction  algébrique  (v,  définie  par  l'équation 

de  degré  jjl  en  (v,  il  lui  correspond  une  surface  de  Riemann  à  a 
feuillets;  loute  fonction  rationnelle  de  (v  et  de  z  est  une  fonction 
uniforme  sur  cette  surface  de  Riemann  et  est  une  fonction  algé- 
gébrique  de  z\  réciproquement,  toute  fonction  de  z  qui  a  les 
caractères  des  fonctions  algébriques,  et  qui  est  uniforme  sur  la 
surface  de  Riemann  est  exprimable  rationnellement  en  fonction 
de  (V  et  de  z.  Les  intégrales  abélicnnes  qui  correspondent  à  la 
surface  et  les  périodes  sont  ensuiles  définies,  puis  enfin  les  poten- 
tiels. 

La  question  inverse  est  ensuite  traitée  :  étant  donnée,  a  priori, 
une  surface  de  Riemann,  établir  l'existence  de  potentiels,  d'inté- 
grales abéliennes  de  première  et  de  seconde  espèce  correspondant 
à  cette  surface,  et  nous  avons  une  courte  esquisse  du  principe  de 
Dirichlet,  d'après  les  travaux  de  MM.  Neumann  et  Schwarz  (*). 
L'existence  de  fonctions  algébriques  correspondant  à  la  surface  de 
Riemann  considérée  est  alors  établie;  les  cas  de  />  =  o,  /?  =  i  et 
p  Z>  I  sont  successivement  examinés. 

Dans  le  cas  de  /?  =  o,  l'existence  est  établie  d'une  fonction 
algébrique  principale  {[lauptfanction)  (v,  au  moyen  de  laquelle  z 
s'exprime  rationnellement,  en  sorte  que  l'ensemble  des  fonctions 
algébriques  attachées  à  la  surface  n'est  autre  que  l'ensemble  des 
fonctions  rationnelles  de  w\  il  j  a  oo'  telles  fonctions  principales 
exprimables  linéairement  par  l'une  quelconque  d'entre  elles. 

Dans  le  cas  de  p  z=  i ,  toutes  les  fonctions   algébriques  de  la 


(•)  M.  Jules  Ilieinanii  a  repris  dans  sa  Thèse  la  mélliode  de  M.  Srinvarz  en  lu 
complétant. 
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4'1.  ivripr«><|Ofiiieijl.  tout/-  fourtiou  nttiofiUf'lJe  dt-  i>  t»l  de  ir  c«t 

Kuliij,  H /y  <'-t  ^uJ>*^li^uf  ii  i .  d^ux  ca*  w:.Dt  à  distinçrier.  «niîvmn 
«jii'jl  «'»i^l>'  uij  t't^nté'nl  in{>«'f^JJifiti(|u«'  ou  fiou.Danç^if' iireanieros. 
l/iiili'h  l«'s  lofj<  IJ</ii^  '^V^^An'u^iï*-^  ^VifirJmeot  ntioDDeUeiDeiil  u 
iiiov'ii  d'iiiK'  fonction  ^  <'l  du  rddic^ij  inf»fre]L*ptiqiie  4  ^.^  »  dnr:^ 
l<'H'<ou<l  cii^  <'IJ<'^:  «^Vitiirjifi^'nl  rationnflJpineDt  au  iDo^fxi  dfi» 
foiicliofih  liii/'aÎK'ifK'Ul  iridff|>f'ndanti'!(  -5,  qui  sont  les  dérîvêe&.  pir 
r:i|#|iof  1  a  c.  «J'iifi  ^\^ù'Ui*'  i\i'  p  ifité;:ralf' s  irjdé|if-odiinte<  de  premim 

l.'J.  Dans  l«*  lfoisi<>nH'  Cliîipitrf',  nous  revenons  à  la  théorie  df« 
fonctionn  nioJiiiijin's.  fi  c'^'sl  encore  la  surface  ¥^  qui  joue  le  rdf 
fondiiniefital. 

hnaj»inons.  *'n  «(ni,  que  celte  surface  Fj^  qui  a  élé  obtenue  par 
lit  (léfornialion  d'un  pol^^one  ^cnéraleur  du  sous-groupe r«,  poK- 
j;one  que  nous  npn'sinterous  par  V'^\  porte,  en   chacun  de  ses 
poifils,   la  valeur  ron  r^|»oM(iaMle  de  la  fouclion  J  (co)  ;  sur  la  sur- 
Cacr,  .)  ar(|uierl   |/.  fols  iinr  \aleur  donnée  quelconque,  sauf,  peut- 
élrr,  le»*  valeurs  pailirulières  1 .  o.  x  (|ui  correspondent  aux  points 
//,  h,  r  de  ]•',;.  Au  moyen  de  ees  vah'urs  de  J,  nous  pouvons  alors 
représenler  la  surface  l^'j^  sur  le  plan  J,  et  l'on  obtient  manifeste- 
nieni  ainsi  une  surface  de  Hieniann  à  jjl  feuillets  reliés  entre  eux 
aux  seuls  |)oinls  1,0,  x.  (lelle  surface  de  Hieinannesl,  si  l'on  veut, 
la  repn''?ieuhilinu  conrornie  du  polv^oiu'  V'^'  par  la  fonction  J(o)): 
nou*i  la  nounnerous  l''|/  ;  elle  rsi  de  ^enre  />,  comme  la  surfoce  F«, 
el  la  nature  de  la  connexion  des  diffcrenls  feuillets  aux  points  i, 
t»,  /  nou^  r^\  connue  :  au  point   1,  un  feuillet  (pudconque  est  isolé 
nu  appaitii'iit  à  un  ocle  i\i'  deux  feuillets;  au  point  o,  un  feuillet 
tpielconipic   c^t   isole   ou   appartient   à  un  cncIc  de  trois  feuillets: 
cnliu,  au  point  r,  \vs  l'cuillcls  pruNcut  idlVir  toutes  les  dispositions 
lie  c\t  le-»  po"»^ild«">.   Mais,  rccipi'o(puNUcnt ,   il   est  évident  qu'une 
•.uiliiii'  tl<"   Uicuiauu  F;/    k\v  cette  nature,   pou\ant  éti-e  déformée 
el  r.iuicut^'  à  une  surface  l'cruu'c  F^^,  puis  dé\cloppée  sur  le  plan  w 


j 
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on  un  polygone  F|J^',  elle  définit  un  système  de  sous-groupes  homo- 
logues r^L  de  r,  d'indice  [x  et  de  genre  p, 

A  un  contour  fermé  tracé  sur  la  surface  F[/^  correspond  évidem- 
ment, dans  le  plan  co,  un  chemin  allant  d'un  point  à  un  point 
équivalent  relativement  au  sous-groupe  V^^  en  sorte  que,  J  décrivant 
le  contour  fermé,  cji)(J)  subit  une  substitution  linéaire  du  sous- 
groupe  Fja;  réciproquement,  si  w  va,  dans  son  plan,  d'un  point  à 
un  point  équivalent  relativement  au  sous-groupe  rj^,  on  obtient  sur 
la  surface  de  Riemann  Fj/'  un  contour  fermé,  un  contour  de 
période  s'il  ne  peut  être  réduit  à  un  point,  et  la  fonction  J(to) 
reprend  sa  valeur  primitive. 

Considérons  maintenant  une  fonction  algébrique  ^(J)  et  une 
intégrale  abélienne  de  première  espèce  y  (J)  attachées  à  la  surface 
de  Riemann  F[/';  quand  J  décrit  un  contour  de  période,  ;;(J) 
reprend  sa  valeur  primitive,  y(J)  s'accroît  d'une  période;  si  donc 
on  regarde  maintenant  J  comme  une  fonction  de  o),  on  arrive  à 
cette  conclusion  que,  quand  w  va  d'un  point  à  un  point  équivalent 
relativement  au  sous-groupe  V^^  ^(w)  reprend  sa  valeur  primitive, 
et  y  (w)  varie  d'une  quantité  constante,  qui  ne  dépend  que  de  la  sub- 
stitution par  laquelle  on  passe  de  l'origine  du  chemin  décrit  par  w 
à  son  extrémité. 

Ainsi,  z{tù)  est  une  fonction  uniforme  de  w  qui  admet  toutes  les 
substitutions  du  sous-groupe  Fp^;  c'est  une  fonction  modulaire  rela- 
tive à  ce  sous-groupe  :  c'est  une  fonction  modulaire  algébrique, 
La  fonction  y  (w),  qui  est  finie  sur  toute  la  surface  de  Riemann,  et 
qui  varie  d'une  quantité  constante,  quand  on  effectue  sur  co  l'une 
des  substitutions  dePjjt,  est  dite  une  fonction  modulaire  transcen- 
dante relative  au  sous-groupe  T^. 

Observons  enfin  que,  sur  la  surface  de  Riemann  Fi/^,  J  acquiert 
UL  fois  la  même  valeur;  supposons  que,  sur  cette  surface,  z  acquiert 
m  fois  une  même  valeur  quelconque;  alors  les  deuxfonctions>G((ji)) 
et  J(co)sont  manifestement  liées  par  une  équation  algébrique  irré- 
ductible de  degré  [x  par  rapport  à  J  et  m  par  rapport  à  z 

/(z,J)  =  o. 

Toute  autre  fonction  modulaire  relative  au  sous-groupe  V^  est 
exprimable  rationnellement  en  fonction  de  :;  et  de  J,  et  ré(|ualion 
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précédente  esl  la  résolvante  de  Téquation  modulaire  qui  correspond 

à  la  fonction  modulaire  z. 

Le  choix  de  fonctions  algébriques  particulières  fait,  dans  l'étude 

des  surfaces  de  Rieniann,  pour  les  trois  cas  de  /?  =  o,  /?  =  i  et 

/?>►!,  permet  de  toujours  ramener  la  résolvante  modulaire  à  la 

forme 

J  :  J  —  I  :  I  =  *  :  X  :  M\ 

les  arguments  des  polynômes  <ï>,  X,  M^  étant  ces  fonctions  particu- 
lières. 

Les  considérations  précédentes  sont  <»nsuite  développées  davan- 
tage pour  les  sous-groupes  symétriques,  les  sous-groupes  homo- 
logues et  les  sous-groupes  invariants. 

Enfin  les  Chapitres  restants  sont  consacrés  aux  applications; 
des  exemples  numériques  sont  complètement  traités,  dans  les  trois 
cas  de  p  =  o,  p  ^=1  et  /?  >•  i . 

16.  Nous  n'avons  pu  donner,  dans  les  courtes  pages  qui  pré- 
cèdent, qu'une  idée  très  imparfaite  de  la  richesse   des  matières 
qu'embrasse  le  livre  de  M.  Fricke;  il  a  su  donner  à  la  pensée  de 
l'illustre  maître  de  Gœtlingue,  un  développement  digne  de  son 
ampleur;  pris  dans  son  ensemble,  le  livre,  en  raison  du  nombre 
des  théories   qui  y  sont  complètement    étudiées  ou    simplement 
touchées,  représente  certainement  tout  un  vaste  coté  de  la  Science 
mathématique,  rendu  plus  intén^ssant  encore  ])ar  le  caractère  des 
puissantes  méthodes  dont  il  est  |)énétré,  caractère  (jui  se  retrouve, 
à  des  degrés  divers,  dans  les  travaux  de  tous  ceux  qui  se  rattachent 
à  l'école  de  M.  Klein.  11  sera  d'autant  plus  lu  et  goûté  en  France, 
que,  par  ses  magniliques  travaux,  M.  Poincaré  s'élant,  d\in   seul 
coup,  élevé  jusqu'au  faite  de  Tédifice  à  la  base  duquel    sont   les 
fonctions  modulaires  ellipli(|ues,  l'étude  approfondie  de  celles-ci 
apparaît  bien  comme  le  meilleur  moven  de  parvenir  jusqu'à  ces 
hauts  somm(*ts.  Hkmu  Pim':. 
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MÉLANGES. 

SUR  UNE  INTÉGRALE  D'EULER  ; 
Par  m.  LERCH. 

L'importance  que  joue  la  formule  d'Euler 


r 


^y        i-r-x  sinar 


justifie  d'en  chercher  une  démonstration  élémentaire  qui  n'em- 
prunte rien  à  des  théories  étrangères  au  Calcul  intégral.  A  cet  effet, 
je  suppose  a  réel  et  alors  contenu  entre  zéro  et  l'unité,  et  en  par- 
tant de  l'intégrale 


/•*  ^«'?j«    »  dz 


je  me  borne  d'abord  à  prouver  qu'elle  ne  dépend  point  du  para- 
mètre réel  o  supposé  entre  o  et  21:.  Posons,  pour  abréger, 

/'(9,   5)z=        •-     =   te«'?^a->  (    : : , 

et  observons  que 

où  la  différentielle  est  prise  par  rapport  à  z.  Si  Ton  applique  la 
règle  de  la  differentiation  sous  le  signe  somme,  on  a  évidemment 

r-  =  /'{o,z)dz  =  ie'^'9   /      d — 

ou  bien 


d5 
,-  =  o. 


Cette  équation  prouve  que  l'intégrale  J  ne  varie  pas  avec  «p,, 
comme  nous  l'avons  affirmé.  Mais  la  rigueur  exige  une  considé- 
ration plus  profonde  en  ce  qui  concerne  l'égalité  que  nous  venons 
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dVmjilovrr 


d 


ia\  j-    I     /{z>.  z  *dz=    I      -T-fi^,  z)  dz. 


Pour  rétablir,  décomposons  TiDl^rale  en  la  série  suivante 
^=  f   /(?.-></-=  ^  /         /{^,z)dz: 

m  =9 

les  termes  de  celte  série  sont  des  fonctions  continues  de  la  va- 
riable :?,  supposée  entre  o  el  -it:^  et  admettent  la  diflTérenliation 
sous  le  signe  somme,  à  savoir 


.«  — I  ^*  — I 


^f  /<?»-)''--/'  fi^.5)dz. 


.   •    «  «•  * 


Si  nous  prouvons  alors  que  la  série 


M  -::0 


est  uniformément  convergente  lorsque  ^  est  contenu  dans  un 
intervalle  (£,...,27:  —  e),  où  s  est  une  quantité  positive  infé- 
rieure à  -  ,  nous  aurons  l'égalité 

comme  il  résulte  d'un  théorème  bien  connu  concernant  la  diffé- 
rentiation  des  séries,  el  puisque  la  série  S  n'est  autre  chose  que 
rintégrale 

f^/\:,,z)d^. 


«  y 


il  s'ensuit  que  l'égalité  (a)  sera  mise  hors  de  doule.  Or  la  con- 
vergence de  la  série  S  découle  de  l'inégalité 


!/'(?- »! 


.r  «  -  1 


(jui  donne  en  efTel 

."  ♦   I  I  ^n   I,   l 


/  /'{-:>,  z)r/z     -.    /  -  -^ r -)f/z, 
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ce  qui  prouve  que  les  modules  des  lennes  de  la  série  S  sont  infé- 
rieurs à  des  termes  correspondants  de  la  série 


y   r  ( ,    '"'"-'        — '- — -.V-- 

termes  qui  ne  dépendent  pas  de  cp.  La  convergence  de  S  est  donc 
absolue  et  uniforme  par  rapport  à  cp;  l'égalité  (a)  est  alors  établie 
et  le  raisonnement  développé  plus  haut  est  donc  légitime. 

oela  étant,  prenons  dans  l'intégrale  J  une  fois  cp  =  n  et  l'autre 


CP  =  -  ;  nous  aurons 

»  7. 


d'où 

/**  z^~^  dz  _    ^rtiit    r*  ^«-'  dz 
X      >-*'^   ~  ^       X       '  ^-  -   ' 

En  égalant  les  parties  réelles,  nous  aurons 

Jr*  3«-»  dz             air    /••  5«-»  dz 
r-=COS —    /       y 


ou  bien,  en  transformant  le  premier  membre  par  la  substitution 


z^=zx^ 


^-1 
*  ar*       dx  aiz    C'^  x^-^  dx 


,,^                            r"  x^       dx                aiz    /•"a7«-»rf: 
io)  I       = —  =î  l  cos /       

Si  nous  posons  alors 

/••  x^-^  dx 

Téquation  (6)  s'écrira  cp  f  -  J  =  f  (a),  et  il  s'ensuit 

?(«)=?(f)  =  ?(f)  =  <?(f)=...-?(J} 

d'où  enfin 

:5i 


:5(rt)  =  lim  o  (  —  ) 


f»ir"  .n- 


I 

•       m 


* 

/* 

■.'.' 

# 

f  ' 

•  ■« 

4 

- 

/ 

— 

\ 

/ 

w 
•       1 

— .      ^ 

^ 

^  ' 

-fr 

jr^ 

/ 

• 

\ 

r' 

— 

"^  ♦ 

X.- 


^^  '•j  II  /l'ffff. ♦ 


•'   /         //y         I  •    >-=:-'  ••*■-'        ir 


I -  I  -^'  I 

•  •  i  - 

f  I  -    y  n        "^ 

'■n  r^jif/'^^TiMnl  |#i#r  /'^//  l'*^  'Ifriii  autres  icrmes  qui  figurent  aa 
</•/  /»rf/l  fft^'ffilfff'  ci  qfif  "«ont  'i^'H  fonctions  finies  et  conlinues  au 


*  I  ri  /'/  r  , 


ri'  (lui  riM'l  di  »vi«|rri<:<'  )«i  <  on  tin  ni  h'  de  la  fonction  ^(</)  au  jK»inl 
//       o  ri  ïloîirM*  (Il  fiM^'ïiic  Icriips  '^(ojznzr:   régalité  (^cï  tlevieni 

* 

nu  l)irii 

•"       •    »  fil 


I 


'  I    .    .r  ^iiu/r 


li\M|u;ilinn  à  hh|U('Ilr   nou>  sommes  ainsi  parvenu 
(  ">  >  /  »  <>  --^  :;  v^    •  T 

.  '  I  --    Zr'r  ^MiffTZ 

ol  (l  unt*   iiraiul(*  imporhtiK  (\  |)uis<]u  cllo  tionnc   |ir('>c|ii«    inii. 
«ii.Uomonl   un  tl«''V(^lop|><Mn(Mil   lurn  («ïnnu    «jui  (^oniH'ii!    i.Uî*i   i; 
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formules  roii(iainenlales  de  TAnalyse  et  a  rendu  de  «grands  services 
dans  quelques  belles  éludes  de  M.  Rronecker  (^). 
Cette  intégrale  peut  s'écrire  en  effet 


r*  5"  »  dz        r'  5«-»  d^ 


ou,  en  translbrinant  le  second   ternie  à  Taide  de  la  substitution 
I 


—  » 


,/y     \i — jre'9        I  —  xe-^^  I  sinair 

d'où  l'on  tire,  en  employant  les  développements, 


S 


V=rO 


la  formule  suivante 


/i  — I  /i— 1 


VrrO  V=0 


en  passant  à  la  limite  de  n  infini,  on  voit  aisément  que  la  dernière 
intégrale  disparaît,  de  sorte  qu'il  vient  l'équation  demandée 

sinaii  ^ÊÀ    a  —  v 

qui  recevra  une  forme  plus  élégante  en  écrivant  '\r.  —  '^  =  2/^7:, 
à  savoir 

où  il  faut  ajouter  la  condition  nécessaire  o  <!  '^  <  !• 

Dans  le  cours  de  la  démonstration,  nous  avons  supposé  qu'aussi 


(')   Voir  noire  remarque  publiée  dan»  le  Journal  de  M.  Teixeira  (t.  X,  p.  io3: 


34>  PREMIÈRE  PARTIE. 

la  quantité  a  était  réelle  et  entre  o  et  i,  mais,  puisque  le>  desi 
membres  de  Téquation  (4)  sont  des  fonctions  anal\ tiquer  odî- 
formes  de  a^  cette  équation  subsistera  pour  chaque  %'al«rar  de  la 
variable  complexe. 

Parmi  les  conséquences  auxquelles  conduit  la  formule  i  4  ^doo» 
signalerons  la  suivante;  en  comparant  les  parties  réelles,  il  vieil 

7:c()sair(7.fi  —  i)  _  i        ^  •;.«  roâ9.vii7r  _ 
sinair  a       ^d       a* — v'       ' 

le  second  membre  étant  uniformément  convergent  par  rapport  à  u, 
il  est  permis  de  passer  à  la  limite  de  f/  =  i ,  ce  qui  donne 


ou  bien 

(5) 


1.  «.  Ul  H  i'k    —=■ 

n 

.^d  a 

V  -1 
n 

ï—  v* 

::  col  a  ::  rr 

lim 

2 

1 

re  -h  V 

V^  — /l 


!2.  Cette  formule  conduit  aisément  à  la  formule  d^Euler 

(6)  /     ^/-5  =  Tt  cot/ï::; 

si  nous  voulons  Toblcnir  sans  employer  les  développements  en 
séries,  il  suffit  d'employer  la  formule  (2) 


r"   z"    '  fiz   _  T.e/^'T^-^ 

I  I  —  ZC'?  sill  tlTZ 

•  'y 


et  la  siiivanlc,  (|ui  s'en  déduit  en  remplaçant  a  par  i  —  a, 

Z    '^  dz  TZe^^^     «r^TC-f» 


fi 


,  ^j       .       ^e'y  sinaTT 


Imi  retranchant,  il  vienl 


/•«'    -rt     1 "  -a  — 

/        : dz=    -^ — [ga/  7;-^  _e'/'(l-a);ic    ?)|; 

ici  il  est  permis  de  passer  à  la  limite  de  ',p  =  o,  ce  qui  donne 

r*  ^«   I -  ^/  — 
^ —  dz  —  -.-  -  —  (e"iT.^.  (.    aiT.j—  .2-  citlar,. 
I  —  ;;                   ««in  <^f  7: 
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En  décomposant  l'intégrale  en 


t/o  J\ 


et  en  écrivant  s  =  -  dans  la  seconde  partie,  nous  aurons 

f       Cte  =  27CCOtaiT, 

ce  qui  est  bien  la  formule  (6). 

Une  seconde  voie  conduit  aussi  directement  aux  valeurs  des 
intégrales  (i)  et  (6).  L'intégrale  J  considérée  plus  haut,  qui  peut 
s'écrire,  comme  nous  avons  remarqué, 

J  =  0»*?   /     (  ., ^  )  dx, 

J^    \i  —  xe^9        I  — are~'9/ 

a  pour  valeur 

r*  jr«-»  dx 
J  =  e«'«  /       , 


(       

0         »-+-^ 


car  nous  avons  fait  voir  qu'elle  ne  dépend  pas  de  o.  En  passant  à 
la  limite  de  cp  =  o,  on  trouve  après  une  digression  que  nous 
avons  développée  en  détail  dans  une  Note  tchèque  publiée  dans  le 

Casopis pro  pestovani  Mathematiky  a  Fysiky,  que  l'on  a 


Jr^  x^^-^  —  a 
0         »  — ^ 


a:**-*  —  X-**    , 

"dx  H-  iri. 


On  a  ainsi  l'égalité 

JC^  x"^-^  dx        r^  x^-i  —  x-^ 

et  la  comparaison  des  parties  réelles  et  des  parties  imaginaires 

donne 

Jr*  x'*-^  dx       r^  x^^  —  x-^  , 
=    /     dx^ 

r*xa-idx 
Jo         »^^ 

ce  qui  donne  immédiatement  les  équations  (i)  et  (6). 


co; 
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Serret  et  de  M.  Gaston  Darhoiix.  T.  XIV  el  dernier,  ln-4**,  \i1-349  p. 
avec  fig.  et  planches.  Paris,  Gauthier-\  illars.  i5  fr. 

Marcel  ((i.).  —  .\ote  sur  une  sphère  terrestre  en  cuivre  faite  à  Rouen 
à  la  fin  du  \\f  siècle.  In-j",  10  p.  Rouen,  imp.  Cagniard. 

IllKMANNS  (  H.).    —    (Jesam/nel/e    /nafhe/natisrhe    W'crke   und  aissrn- 
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schaftliclier  JVachfass.  Herausgeg.  von  H.  Weber.  2  Anfl.  bearb.  \on  H. 
Weber.  gr.  8",  x-558  S.  m.  Bildniss.  Leipzig,  Teubner.  18  M. 

Sturm  (K.)'  —  ^^^  Gebilde  i.  iind  1.  Grades  der  L i nie n géométrie  in 
synthétise  lier  Behandliing,  i.  ThI.  Der  lineare  Complex  oder  das 
S  Irakien, i^eMHnde  iind  der  tetrnedrale  Complex,  Gr.  8°,  xiv-386  S. 
Leipzig,  Teubner.  12  M. 

AcTONNB  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  et  du  premier  degré.  In-8°,  124  p.  Paris,  Masson.  9  fr. 

Demartres.  —  Cours  d* Analyse,  a*  Partie  :  Propriété  des  fonctions 
analytiques.  In-4**,  172  p.  avec  fig.  Paris,  Ilermann. 

Hou  EL  (J.).  —  Tables  de  logarithmes  'à  cinq  décimales  pour  les 
nombres  et  les  lignes  trigonométriquesj  suivies  des  logarithmes  d* ad- 
dition et  de  soustraction  ou  logarithmes  de  Gauss  et  de  diverses 
Tables  usuelles.  Nouvelle  édil.  In-S',  xlviii-ik)  p.  Paris,  Gauthier-Villars. 
'>.  fr. 

Bbrgboiih(J.)'  —  Entwurf  einer  neuen  Integralrechnung  auf  Grund 
der  Potenzial-,  Logarithmal-  u,  Numeralrechnung.  Die  rationalen 
algebr.  und  die  goniometr.  Intégrale.  Gr.  8*,  vi-OG  S.  Leipzig,  Teubner. 
I  M. 

Flammarion  (C).  —  La  planète  Mars  et  ses  conditions  d'habitabi- 
lité. Synthèse  générale  de  toutes  les  observations.  Gr.  in-8°,  600  p.  a\ec 
58o  dessins  télescopiques  et  23  cartes.  Paris,  Gauthier-Villars.  12  fr.;  car- 
tonné i5  fr. 

Klein  (F.).  —  Vorlesungen  iiber  die  Théorie  der  elliptischen  Modul- 
functionen  ausgearbeitet  und  vervollstdndigt  von  ft.  Fricke.   1.  Bd. 
Forthildung  und  Anwendung  der  Théorie.  Lex.-8°,  xv-jia  S.  m.  Fig. 
Leipzig,  Teubner.  24  M. 

Rêve  (Th.).  —  Géométrie  der  Lage,  Vorlrâge.  2.  u.  3.  Ablhlg.  3.  Aufl. 
Gr.-8*.  Leipzig,  Baumgârtner.  i5  M. 

Bachmann  (P.).  —  Die  Elemente  der  Zahlentheorie.  Gr.  8",  Xii-264  S. 
Leipzig,  Teubner.  6  M.  4«  Pf- 

Haas  (A.).  —  Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  2.  ThI.  :  Die  voll- 
stdndige  Differentiation  entwickelter  u.  nicht  entwickelter  Functioncn 
von  einer  und  von  mehreren  reellen  Verànderlicheny  Jleihenentwicke- 
lungeny  unbestimmt  Formen^  Afaxima  und  Minima.  Bearb.  nach 
System  Kleyer.  Gr.  8",  viii-322  S.  m.  78  Fig.  Stuttgart,  Maier.  8  M. 

Jahresbericht    der    deutschen    Afathematiker-Vereinigung.    i.    IM. 
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1890-1891.  llerausffeff.  Un  Auftrage  des  Vorstandes  von  G.  Castor.  W. 
IKck,  fi!.  Lam|ic.  Gr.  8".  Berlin,  G.  Reimcr.  7  M.  60  Pf. 

Intialt  :  Die  Ciironik  der  Vereinigung,  1898-91.  Bericht  Qber  die  auf  der  Ver- 
sammlung  in  Halle  1891  gehalt.  Vortrâge,  sowie  ein  ausfOhrL  Bericht  âberdic 
hortschritte  der  projectivcn  Invariantentheorie  im  letzten  VierteIjahriioDdcrt. 
von  W.-F.  Meter,  IV,  293  S. 

Laisant  (C.  a.).  —  Recueil  de  problèmes  de  Mathématiques.  Géo- 
métrie analytique  à  deux  dimensions  (et  Géométrie  supérieure).  Iii-8*. 
x-3ii  p.  Paris,  Gaulhier-Villars.  6  fr.  5o  c. 

Maillkt.  —  Recherches  sur  les  substitutions  et  en  particulier  sur  les 
groupes  transitifs.  In-4°,  ia5  p.  Paris,  Gauthier- Villars. 

MoLiEN  (Th.).  —  Ueber  Système  hôherer  complerer  Zahlen.  Dissert 
gr.  8",  74  S.  Dorpal,  Karow.  a  M. 

MiJLLER  (F.).  —  Zeittafeln  zur  Geschichte  der  Mathematik^  Physik  h. 
Astronomie  bis  zuni  /.  i5oo,  mit  Hinweis  auf  die  Quellenliteratur. 
Gr.  8",  iv-io3  S.  Leipzig,  Tcubncr.  Geb.  'x  M.  40  Pf. 

Perciiot  (J.).  —  Sur  les  mouvements  des  nœuds  et  du  périgée  de  h 
Lune,  et  sur  les  variations  séculaires  des  excentricités  et  des  inclinai" 
sons,  ln-4".  99  p.  Paris,  Gaulhier-Villars. 

Reuleaux  (F.).  —  Die  sogenannte  Thomas* sche  Rechenmaschine. 
Fur  Mathematiier,  Astronomen,  fngenieure,  etc,  x.  Aufl.  Gr.  8*,  V111-60S. 
u.  I  Taf.  Leipzig,  Félix,  'i  .M. 

Saalsciil'tz  fL.).  —  Vorlemngen  iXbcr  die  Bernoullischen  ZahUn. 
ihren  Zusammenhang  mit  den  Secantcn-Cocjjlcienten  und  ihre  wichti- 
geven  Anwendungen.  (ir.  8°,  viii-'2o8  S.  Berlin,  Springer.  5  M. 

ScHEKFLKR  (II.).  —  Dic  (J uadraùsche  Zerfdllung  der  PrimzahUn. 
Tir.  H",  îiî"|(k)  s.  Lcipzi»;,  Foersler.  3  M. 

ViCAiiiK  CF.).  —  Mé/noirc  sitr  les  propriétés  communes  à  toutes  Us 
courbes  (fui  remplissent  une  certaine  condition  de  minimum  ou  de 
nut:rimuni.  In-4**,  '^4  P-  I*aris,  linpr.  nationale. 

MiNciiiN  ((j.-M.).  —  llydrosfa/ies  and  Elementary  Hydrokinetics, 
Post.-S",  \>.ct  p.  Londoii.  Fiowdc  10  sh.  G  d. 
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MBMORIB  DELLA  R.  ACCADEHU    DELLB  SciBNZB  DEtX'  ISTITUTO  Dl  BOLOGNA. 

4»  série,  t.  Vil;  1886-87. 

Beltrami  {E.).  —  Sur  rinterprétation  mécanique  des  formules 
de  Maxwell.  (3-38). 

Les  formules  en  question  sont  les  suivantes  : 

\t:  \  dzj        81:     ' 
Y    -7    -_  -1    î^'   <^V 

•~    J'"       .'lit  i)y  6z' 

ié    =  A    =  —  7 —    T"    T~  * 
«_Y_ L^^ 

\0x)       \f)yi       \dz/ 


étant 


C'est  par  elles  que  Maxwell  définit  le  syslénie  des  pressions  capables  de  dé- 
terminer dans  un  milieu  élastique  un  champ  de  force  représenté  par  la  fonction 


G  SECONDE  l'AKÏIE. 

poleatielle  aewlooieaae  V.  Les  X,,  X^,  ...  sont  les  composantes  de  ces  pres- 
sions suivant  la  notation  de  KirchhofT.  L'auteur  suppose  que  le  milieu  soit 
homogène  et  isotrope,  et  il  conclut  qu'il  n'est  pas  possible  en  général  de  re- 
produire le  système  de  pressions  définies  par  les  formules  de  Maxwell,  ao 
moyen  des  déformations  d'un  milieu  isotrope. 

Saporetti  {A.),  —  Mélhode  universelle  pour  découvrir  aisément 
les  iuslanls  du  lever  el  du  coucher  de  la  Lune  en  un  lieu  quel- 
conque d'Italie;  avec  douze  Tables  numériques.  (55-65). 

Pinclierle  (S.).  —  Études  sur  quelques  opérations  fonctionnelles. 
(393-442). 

On  entend  par  opération  fonctionnelle  toute  opération  qui,  appliquée  à  onc 
fonction  analytique,  donne  une  fonction  analytique.  Soient  9  la  première  fonc- 
tion et  ^  la  seconde;  l'auteur  se  borne  aux  relations  de  la  forme  suivante 

(i)  'K-«^)  =  -rr:-  r  A(x,^')?0')rfr, 

supposant  que  c  soit  une  ligne  fermée.  La  corres;'ondance  est  caractérisée  par 
la  fonction  A(a;, ^)  (fonction  caractéristique). 

Dans  la  première  Partie  de  son  Mémoire  il  étudie  quelques  opérations  du 
type  (i).  Dans  la  seconde  il  s'occupe  de  l'opération  (i)  en  général,  pour  le  cas 
où  A(x,  y)  est  une  fonction  rationnelle,  et  la  courbe  c  est  une  circonférence, 
et  étudie  la  manière  de  varier  de  ^  lorsqu'on  fait  varier  x  dans  les  diverses 
régions  du  plan;  il  retrouve  ainsi  le  théorème  de  M.  Hermite.  Puis  il  étudie  la 
variation  éprouvée  par  ^  lorsqu'on  fait  varier  la  circonférence  d'intégration. 
Il  déduit  de  la  relation  (i)  quelques  développements  en  série,  qui  ont  la  pro- 
priété d'être  des  continuations  l'un  de  l'autre,  comme  les  développements  en 
série  (le  puissances  d'une  fonction  anah tique.  Enfin  il  traite  le  problème  de 
l'inversion  de  l'opération  (i),  r'esl-à-dire  la  recherche  d'une  fonction  9,  liée  a 
la  fonction  donnée  «y  par  la  relation  (1). 

Righi  {A,).  —  Eludes  sur  la  polarisation  rotatoire  magnétique. 
(443.547,  I   p].). 

Retali  (  f  .).  —  Obscnvalions  analvlico-géoméhMques  sur  la  pro- 
jection iinaf;iiiairc  des  coiirhes  du  deuxirnie  ordre.  (6oi-632). 

Soit  K*  une  cr)niqnc  donn(''e  el  A  \\i\  point  de  son  plan;  soient  M,  N  les  in- 
tersections dtt  K*  avec  la  polaire  de  A.  Si  H,  C  sont  les  intersections  de  K^ 
avec  un  rayon  mobile  autour  de  A,  les  «Icux  points  (MB,  NC)  el  (MC,  NB) 
décrivent  une  même  coni<jue  \\\.  Ces  deux  coniques  K' et  KÎ  sont  appelées  par 
l'auleur  dos  coniijiics  conjuguées.  Il  étiulie  dans  ce  travail  comment  l'espèce 
de  K[  dépend  de  la  position  du  point  A,  et  quel(|ues  autres  questions  relatives 
à  ces  coniques.  I^ntre  autres,  il  délerminc  les  points  pour  lesquels  les  coniques 
conjugiit^es  sont  dos  cordes,  cl  donne  des  conslniclions  simples  pour  ces 
cercles    lorsqu'ils  sonl    rcoU,  cl    pour    leurs   ropicscnlations    idéales    lorsqu'ils 


sont  imagiiiaiirs. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  7 

Benetti  («/.).  —  Théorie  générale  des  pompes  centrifuges.  (655- 

Ruffini  [F,-P.).  —  Sur  les  coniques  polaires  inclinées  pour 
Tangle  zéro,  principalement  en  relation  avec  les  coniques  con- 
juguées. (753-772). 

La  théorie  des  polaires  inclinées  a  été  donnée  en  1878  dans  ce  Bulletin 
(a*  série,  t.  II)  par  M.  le  générai  Dewulf,  alors  commandant  du  Génie.  La  po- 
laire inclinée  d'un  point  P  par  rapport  à  une  courbe  C"  de  Tordre  n  et  pour 
l'angle  ç  est  le  lieu  d'un  point  M  tel  que  sa  droite  polaire  par  rapport  à  G'* 
soit  inclinée  de  l'angle  o  sur  le  ravon  PM. 

M.  Ruffini  se  borne  au  cas  des  coniques,  et  plus  spécialement  à  celui  de 
ç  =  o,  ou  des  polaires  parallèles.  Il  donne  les  relations  entre  les  polaires  pa- 
rallèles prises  par  rapport  aux  coniques  de  certaines  séries,  les  relations  entre 
les  polaires  parallèles  par  rapport  à  des  coniques  conjuguées,  et  quelques 
autres  propriétés. 

Tome  VII;  1887-88. 

Itazzaboni  {€,).  —  Sur  la  manière  de  déduire  les  équations  gé- 
nérales du  mouvement  des  fluides  et  celles  particulières  rela- 
tives au  mouvement  rectiligne  des  liquides.  (4i-48). 

Saporetti  {A,),  —  Méthode  analytique  pour  développer  un  arc 
circulaire  en  l'onction  trigonométrique  d'un  autre,  en  con- 
naissant le  quotient  de  leurs  tangentes  trigonométriques.  (5-;- 
62). 

Établissement  de  la  formule 

y  —  X  —  6  sinaar-h  |0*sin4a7—  56'  sin6jr  -h. . ., 
X  ^X.  y  étant  deux  arcs  de  cercle,  et 

1  -r-  //l . 

où 

langjK 


tn  = 


tan^'x 


lUccardi  (P-)-  —  Sur  une  méthode  ancienne  pour  déterminer  le 
semi-diamètre  de  la  Terre.  (63-68,  i  pi.). 

G'est  la  méthode  de  Maurolicus  modifiée  par  Wright,  suivant  laquelle  on  dé- 
duit la  longueur  du  rayon  terreslre  de  la  dépression  de  l'horizon  à  une  hauteur 
connue.  L'auteur  propose  d'employer  celte  méthode  dans  certaines  recherches 
pratiques  et  montre  aussi  comment  on  pourrait  s'en  servir  pour  déterminer 
les  axes  du  sphéroïde  terrestre. 


8  SECONDE   PARTIE. 

Dainelli  (U*).   —  Sur  le  mouvement  d'un  poinl  malërîel  libre 
soumis  à  une  force  dirigée  conslammenl  à  une  droite  fixe,  (yi- 

lOl). 

La  vilessc  est  inversement  proportionnelle  à  la  distance  du  poinl  mobile  Ma 
la  droite  fixe  et  au  cosinus  de  l'angle  que  le  plan  P  passant  par  celte  droite  et 
par  la  direction  de  la  force  fait  avec  la  normale  en  M  à  la  trajectoire. 

La  force  est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle  que  le  plan  P  fait  avec  le 
plan  osculateur;  inversement  proportionnelle  au  rayon  de  courbure,  au  carré 
de  la  dislance  du  poinl  mobile  à  la  droite  fixe  et  au  cube  du  cosinus  de 
Tanglc  que  le  plan  P  fait  avec  le  plan  normal  à  la  trajectoire. 

Pincherle   (S.).    —    Sur   la    Iransfornialion    de  Laplace   et  sur 
quelques-unes  de  ses  applications.  (i25-i43). 

C'est  la  transformation  suivante  par  laquelle  on  passe  d'une  fonction  analy- 
tique quelconque  ?(>')  à  une  autre /(«r) 

l'intégrale  étant  étendue  à  une  ligne  du  plan  de  y.  L'auteur  considère  celle 
transformation  comme  une  opération  fonciionnclle  et  montre  qu'on  peut  eu 
déduire  plusieurs  classes  de  (onctions  transcendentales^  et  particulièrement 
de  fonctions  entières,  et  qu'on  peut  en  déduire  aussi  toute  la  théorie  de 
Neumann  et  Heine  sur  les  fonctions  cylindriques. 

Beltrami  {E,).  —  Sur  quelques  |)roblèmes  de  propagation  de  la 
chaleur.  (291 -326). 

L'auteur  étudie    le  cas   iTuiie  sphère  où   lu  température   varie    par   couches 
concentriques.  Il  considère  une  fonction  U  définie  par  rexpressioii 


t'  =    ff^{l,r,r.)'Hr.t)~> 


élant 

r'--=  {Jc-  -ly-^iy-yY-h  (-  —  ;)', 

dS  élant  un  élément  de  volume  autour  du   point  ç,  t,,  ^  de  l'espace    d'inlé"ra- 
lion  S,  et  >^  s'annulant  poui-  r  —  o.  Kn  prenant 

(i)  '!f>  =  rt'te'  *^*7, 

on  obtient  une  fonction 

.t 


1,1  =  ^     2   I  L{\rr,.'^)c     '*--'dS, 


satislaiManl  dans  tout  l'espiicc  à  réquation  riiiïcrcnlielle 

c'est    la  fonction   qui   exprime   la    tempérai  me    d'un    c>pacc   indéfini    lors<iu"on 
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connaît  la  température  initiale  en  chaque  point.  En  prenant 

qui  ne  s'évanouit  pas  pour  r  =  o,  on  a 

(3)  u  =  rî  A(5,7i,;)c"n7î7Ë5, 

fonction  qui  ne  satisfait  à  l'équation  (2)  que  pour  les  points  extérieurs  à  S. 
Mais  on  peut  en  déduire  une  fonction  satisfaisant  à  (s)  en  tout  l'espace,  en 
étendant  l'intégrale  à  une  surface  quelconque  a.  Cette  fonction  correspond  à 
un  état  initial  où  la  température  est  supposée  nulle  dans  l'espace  limité  par  la 
surface  a.  C'est  sur  cette  seconde  fonction  que  l'auteur  s'appuie  plus  spéciale- 
lement  dans  ses  développements. 

Pour  le  cas  d'une  sphère,  il  trouve  que  là  température  d'un  point  intérieur 
est  donnée  par 


V 

R  étant  le  rayon,  r  la  distance  du  centre  au  point  considéré;  la  tempéra- 
ture initiale  étant  nulle  en  tout  point,  et  la  surface  limite  r  =  R  étant  main- 
tenue à  une  température  variable  suivant  la  loi 


i/'tJo 


îU  P* 

e    ^«*'  dp. 


L'auteur  se  propose  ensuite  un  problème  plus  général  :  déterminer  l'expres- 
sion u  de  la  température  en  un  point  quelconque,  dans  l'hypothèse  que  la  tem- 
pérature à  la  surface  varie  avec  le  temps  suivant  une  loi  quelconque,  l\  trouve 


a=-^i    /        ru-  ^^.      '/   \e"'ds 


(4) 


et  la  variation  de  la  température  à  la  surface  est  vraiment  arbitraire,  puis- 
qu'elle est  représentée  par  l'expression 

(5)  "'  =  /(0--^    f*f(t-—\e-^'ds, 


a  \/t 


renfermant  la  fonction  arbitraire  /.  Après  cela,  et  en  vue  des  applications  de 
la  formule  (4),  l'auteur  ^'occupe  de  la  résolution  de  l'équation  fonctionnelle  (5) 
par  rapport  à  /;  c'est-à-dire  que,  étant  donnée  une  fonction  F(<),  il  détermine 
la  forme  dc/(0  de  manière  à  avoir 

/(0--%  f'/(t-^)e-'ds  =  l'(n. 
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Pour  cette  résolution,  qui  est  bien  remarquable,  il  emploie  l'intégrale 

A«  B«  3 


^  a 


e     a-a      b-.rl(^lf  —  x){X  —  a)]     *  dXy 


a  et  b  étant  des  constantes  réelles  (6>a),  et  A,  B  des  constanles  réelles  et 
positives.  Par  une  méthode  très  élégante,  il  obtient 


H=   ^^^       e      ff-fi  (b  —  a)    «, 


AB 

et,  en  appliquant  ce  résultat,  il  trouve  la  forme  cherchée  de /{t) 

ne-'**'*  ds. 
1 


^<'^=''^'>"7;i.ÇK'-S)| 


Dans  ce  qui  suit  l'auteur  complète  la  solution  du  problème,  c'est-à-dire  la 
détermination  de  la  température  variable  à  l'intérieur  d'une  sphère  dans  les 
conditions  suivantes  : 

i<*  Que  la  température  initiale  soit  nulle  en  tout  point; 
2"  Que   la    température  à   la  surface   varie  avec  le  temps  suivant  une  loi 
donnée  V{t), 

Puis  il  considère,  comme  application,  le  cas  où  F(^)  =  i,  et  le  cas  où  l'es- 
pace sphérique  a  une  température  initiale  G(r). 

Riccardi  (/^.).  —  Essai  d'une  bibliographie  euclidienne.  (4oi- 
523). 

Première  Partie.  —  Euclidcet  ses  écrits. 

Deuxième  Partie. —  Liste  chronologique  des  cdilions  dos  Œuvres  d'Euclide. 

Saporelti{A.),  —  jNoiivelle  analyse  pour  démontrer  la  validité  de 
la  méthode  pratique  usuelle  des  imaginaires,  et  théorie  plus 
générale  que  celle  qu'on  donne  ordinairement,  sur  les  relations 
entre  les  coefficients  des  fonctions  algébriques  entières  à  une 
variable  et  les  facteurs  linéaires,  autant  fonctionnels  que  propres, 
des  équations.  (555-5- 1). 

Ru  (fini  {F,-P.).  —  Sur  quelques  propriétés  de  la  représentation 
sphérique  de  Gauss.  (()6i-G8o). 

Les  propriétés  données  par  l'auteur  ont  irait  plus  spécialement  aux  courbes 
dont  les  tangentes  font  un  angle  constant  avec  les  tangentes  aux  points  corres- 
pondants de  leurs  images. 
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Tome  IX;  1888-89. 
Pincherle  (S.).  —  Sur  la  résolution  de  l'équalion  fonctionnelle 

à  coefîicients  constants.  (45-71). 
L'auteur  trouve 


0 

ayant  posé 


^   k. 


/(-)=2:i^ 


0 

et 
11  traite  aussi  d'autres  questions  qui  se  rattachent  à  ce  problème. 

Pincherle  (S.).  — Sur  la  résolution  de  l'équation  fonctionnelle 

2/ivÇ)(J^-+-av)=/(a?), 

à  coedGcîents  rationnels.  (181-204). 

Dans  ce  second  Mémoire,  l'auteur  traite  le  problème  précédent  pour  le  cas  où 
les  /ty  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  x 

m 
k  =  0 

Il  rencontre  dans  cette  étude  l'équation  difTérentielle  linéaire  à  coefficients 
transcendants 

m 

où  les  fonctions  ^  ei  y^  proviennent  de  ce  qu'on  a  posé 

9(a:)=/e'»+(0rf^ 

et  il  étudie  la  manière  dont  les  intégrales  de  cette  équation  se  comportent  à 
l'infini. 

ftetali  (V,).  —  Recherche  sur  l'imaginaire  en  Géométrie.  (^Jy- 
277,  I  pi.). 


12  SECONDE  PARTIE. 

L'aot^ur  trille  qoelqoei  probléin»  do  premier  et  da  deaxîème  deçré  où 
eotreot  »i«n  cléments  imasioaires  iv>lê».  Il  empJoîe  la  méthode  de  Staudt  en  la 
rendant  pla»  facile  par  la  considération  de  certaines  coniques  conjaguées. 

Riccardi  (P.).  —  Essai  d'uoe  bibliographie  euclidienne.  (Sai* 
343). 

Troisième  Partie.  —  Classification  des  éditions  eaclidienaes  indiquées  dans 
la  liste  chronologique  {voir  ci-dessus). 

Donati  (L,).  —  Sur  le  travail  de  déformation  des  systèmes  élas- 
tiques. (345-367). 

Ruffini  {F.'P,),  —  Sur  quelques  propriétés  des  coniques  con- 
juguées. (499-536). 

On  dit  que  deux  coniques  sont  conjuguées  lorsque  l'une  est  sa  propre  polaire 
réciproque  par  rapport  à  l'autre.  Elles  ont  un  double  contact.  Si  A  est  le  pôle 
de  leur  corde  de  contact,  elles  sont  deux  coniques  co/i/u^i/eef  par  rapport  au 
point  A  suivant  la  définition  que  nous  avons  reportée  ci-dessus  dans  la  rerue 
du  t.  VII  (voir  Betali),  L'auteur  démontre  analytiquement  plusieurs  propriétés 
relatÎTCs  à  ces  coniques. 

Pirondini  (G.).  —  Sur  les  enveloppes  de  plans  et  de  sphères. 
(641-683). 

Saporetti  (A.).  —  Deuxième  méthode  analytique  pour  la  déter- 
mination de  Téquation  du  temps.  (685-689). 

Razzaboni  {A,),  —  Sur  les  surfaces  sur  lesquelles  deux  séries  de 
géodésiques  forment  un  système  conjugué.  (765-776). 

M.  Hazzaboni  donne  un  critérium  diiïcrentde  celui  de  Voss  pour  rcconnailre 
si  une  surface  a  la  propriété  énoncée  dans  le  titre  de  ce  Mémoire,  et  en 
l'appliquant  aux  surfaces  minima,  il  démontre  qu'il  n'y  a  que  l'hélicoïde  réglé 
qui  ait  cette  propriété. 

La  détermination  des  surfaces  ayant  la  propriété  en  question  se  réduit, 
comme  Voss  l'a  démontré,  à  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre 


OuXfJif    i-hX/       dv  \du    i-hA/""    ' 


l'auteur  substitue  à  cette  équation  cette  autre  plus  facilement  intcgrable 

M  =0; 


Ou  (Jv        X  Ou  Ov 
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JOURNAL  FiJR  DIB  RBiNB  UND  AN6EWANDTB  Mathematik,  herausgegeben  von 
L.  Rronecker  und  K.  Weibrstrass. 

Tome  C;  1887  (*)• 

Kummer  (E.-E.),  —  De  generali  quadam  œqiiatione  diffe- 
rentiali  tertii  ordinis.  (1-9). 

Ce  Mémoire  est  la  réimpression  d'un  travail  qui  a  paru  en  i834  dans  le  Pro- 
gramme du  gym.nase  de  Liegnitz,  et  qui  contient  déjà  les  notions  fonda- 
mentales du  beau  Mémoire  de  l'auteur  sur  la  série  hypergéométrique  qui  fut 
publié  en  i836  dans  le  tome  15  du  Journal  de  Crelle.  Jacobi  avait  établi  l'é- 
quation différentielle  du  troisième  ordre  à  laquelle  satisfont  toutes  les  équa- 
tions modulaires  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  En  observant  les 
propriétés  remarquables  de  cette  équation,  M.  Kummer  fut  engagé  à  considérer 
la  forme  plus  générale 

d'z  ^f    d*z  V       r,(dz\*      „ 

où  Z  et  X  dénotent  des  fonctions  quelconques  de  x  et  z.  L'intégration  de  (1) 
revient  d'abord  à  celle  de  deux  équations  linéaires  du  second  ordre 

.  o  V  d*v       ^dv       ^ 

(3)  __^p_+Q,  =  0, 

où  jD  et  P  peuvent  être  des  fonctions  quelconques  de  x  et  Zy  tandis  que  ^  et  Q 
se  déterminent  par  les  équations 

Soient  <p(a?)  et  ^^{x)  deux  intégrales  particulières  de  (2),  ^(2)  et  ^,(2) 
respectivement  de  (3);  alors  l'intégrale  de  (i)  sera 

^.(z)  _  A<p(a?)-f-  By,(:g) 
+  (z).       C?(a:)-hD?,(ar)' 

et  l'on  aura  en  même  temps 

y  =  wv.        tV  =  ce^^  ^^  e-^P  **-  -^  • 

-^  dz 

L'auteur  en  tire  deux  applications.  En  premier  lieu,  il  pose 


(<)  Voir  Bulletin,  t.  XIV,,  p.  316. 
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Dans  ce  cas  ^{x)  et  ?, (j:)  sont  les  intégrales  elliptiques  complètes  de  pre- 
mière espèce,  respectivement  aux  modules  x  et  ^T'— x'^  tandis  que  <)/(*)  et 

^^(z)  deviennent  Tanaloguc  pour  les  modules  transformés  z  et  ^i  —  z\  et  w, 
qui  est  le  multiplicateur  de  la  transformation,  s'exprime  par  la  relation 

z(i  —  z*)  dx 

x{i  —  X')  dz 
En  second  lieu,  on  a  mis 

_  Ajr'4-  D374-C  A'g«-4-R'c-4-  C 

'    "       X{l  —  X')      '  z{t  —  z*) 

Les  équatious  auxiliaires  (i)  et  (q)  se  transforment  ici  en  équations  diffé- 
rentielles auxquelles  satisfont  les  séries  hypergéométriques;  Fintégration  de(i) 
s'achève  donc  à  l'aide  de  ces  séries.  Enfin  l'auteur  s'occupe  de  quelques  cas 
particuliers  où  l'équation  (i)  possède  des  intégrales  algébriques  en  nombre  in- 
(ini. 

Kiimmer  (E.-E,),  —  Deux  nouvelles  démonstrations  des  lois 
générales  de  réciprocité  entre  les  résidus  et  non  résidus  des 
puissances  dont  le  degré  est  un  nombre  premier.  (io-5o). 

Ce  travail  a  été  publié  en  1861  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
à  Berlin.  Pour  ouvrir  le  centième  volume  du  Journal  fur  die  reine  und  an- 
gewandte  Mathematik,  avec  des  Mémoires  du  vieillard  vénérable  qui  en  a 
fait  une  gloire  des  plus  brillantes,  mais  qui  s'est  décidé  lui-même  depuis  plu- 
sieurs ans  à  mettre  fin  à  son  Œuvre  scientifique,  on  a  choisi  les  deux  Mé- 
moires dont  nous  venons  de  transcrire  les  titres,  comme  représentant  les 
branches  de  Mathématiques  qui  ont  été  le  plus  enrichies  par  ses  découvertes. 

Une  remarque  de  M.  Kroncckcr  (p.  16)  sert  à  élucider  un  raisonnement  qui 
pourrait  être  soumis  à  des  objections,  sous  la  forme  du  Mémoire  original. 

Il  ne  nous  a  pas  paru  nécessaire  d'analyser  en  détail  ce  travail  qui  a  paru, 
il  y  a  trente  ans,  dans  un  Hecucil  académique  bien  connu. 

Ilcrniite  (Ch.).  —  Remarques  aiilliméliques  sur  quelques  for- 
mules de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (5i-65). 

Soit  F(^),  pour  tous  les  entiers  /«  h=  3  (  mod  4),  le  nombre  des  classes  de 
déterminant  — n  où  l'un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair.  La 
première  remarque  se  rapporte  à  la  formule 


I 


-(««4- 2  «)  —  <•* 


^^^^^--lK(,OvA 


établie  par  M.  Ilermite  dans  le  Mémoire  :  Sur  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques et  ses  applications  à  l'Arithmétique  [Journal  de  Liouville^  (q),  VII]. 
On  en  tire  une  expression  pour  la  somme  S  1:=  F(  3  )  -i-  F(7  )  h-. ..-h  F  (4  ni  — 1). 
Les  autres  remarques  concernent  l'application  à  l'Arithmétique,  d'autres  fonc- 
tions doublement  périodiques  do  troisième  espèce  d'où  il  résulte  une  expression 
intéressante  pour  le  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en  trois  et  en  cinq 
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carrés.  La  considération  des  fondions  doublement  périodiques  de  troisième 
espèce  étend  donc  le  champ  des  applications  arithmétiques  qui  a  été  décou- 
vert par  Jacobi  dans  le  §  40  des  Fundamenta. 

Lipschitz   (/?.).   —  Sur  une  formule  de  M.   Hermile.  (Extrait 
d'une  lettre  adressée  à  M.  Hermite).  (66-70). 

Conséquences  arithmétiques  de  la  formule 


^nCl-H^'")'  — » 


ou 


—  90  —  00 

et  nouvelle  démonstration  de  cette  équation,  due  à   M.  Hermite,  à  l'aide  de 
considérations  arithmétiques. 

Picard  {Emile),  —  Sur  les  surfaces  algébriques  dont  toutes  les 
sections  planes  sont  unicursales.  (71-78). 

Les  seules  surfaces  algébriques  dont  toutes  les  sections  planes  sont  unicur- 
sales sont  les  surfaces  réglées  unicursales  et  la  surface  du  quatrième  degré  de 
Steiner.  L'auteur  avait  énoncé  ce  théorème  et  indiqué  sommairement  la  dé- 
monstration en  1878  {Bull.  Soc.  Philom.).  Maintenant,  il  donne  tous  les  dé- 
veloppements qu'il  a  faits  pour  le  prouver. 

Kronecker  {L,),  —  Un  théorème  sur  les  formes  discriminantes. 

(79-8a). 

i*  La  forme  discriminante  de  tout  genre  formable  des  différentes  racines 
d'une  équation  est  contenue  dans  une  puissance  du  discriminant  de  l'équation 
même.  3°  La  forme  discriminante  d'un  genre  (^, )  peut  être  élevée  à  une  puis- 
sance assez  haute  pour  qu'elle  devienne  divisible  par  la  forme  discriminante 
de  tout  genre  formable  des  différents  conjugués  de  Ç,.  Soient  F(a?)  et  G{y) 
des  fonctions  entières  irréductibles  d'un  même  domaine  et  dont  les  coefficients 
des  puissances  les  plus  élevées  de  x  et  dey  sont  l'unité.  L'une  des  deux  équa- 
tions F  =  o,  G  =  o  ne  peut  devenir  réductible  après  l'adjonction  d'une  racine 
de  l'autre  que  lorsqu'un  certain  genre  de  fonctions  rationnelles  des  racines  de 
l'une  convient  avec  un  genre  analogue  de  l'autre.  De  là,  il  suit  :  La  forme 
discriminante  de  ce  genre  est  diviseur  commun  des  discriminants  de  F  et 
de  G.  Ce  théorème  embrasse  comme  cas  particulier  la  proposition  :  le  facteur 
de  a?* — I  qui  ne  s'évanouit  que  pour  les  m'*""  racines  primitives  de  l'unité  est 
irréductible  quand  même  on  adjoindrait  une  racine  d'une  équation  à  coeffi- 
cients entiers  dont  le  discriminant  est  premier  avec  m. 

Teixeira  (F.-G.),  —  Sur  un  théorème  de  M.  Hermite  relatif  à 
rinterpolation.  (83-86). 
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Généralisation  d'une  formule  de  M.  Herinile  publiée  dans  le  tome  LWXIV 
du  même  journal. 

Cnyley  {A.),  —  Note  sur  une  formule  relative  à  la  valeur  zéro 
d'une  fonction  thêta.  (87-88). 

Lipschiiz  (/?.).  —  Contribution  à  la  théorie  du  mouvement  d'un 
fluide  élastique.  (89-120). 

Dans  le  Mémoire  sur  la  propagation  d'ondes  planes  aériennes  à  amplitude 
finie   d'oscillation,  Hiemann  a  indiqué  une  méthode  par  laquelle  le  système 
d'cquutions  non  linéaires  aux  dérivées  partielles,  qui  régit  le  mouvement  d'un 
(luide  élastique,  revient  à  un  système  d'équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles et  s'intègre  complètement  pourvu  que  le  mouvement  initial   ait  partout 
la  même  direction  et  que  la  vitesse  et  la  pression  soient  constantes  en  toute 
direction  normale  à  celle-là.  Le  mouvement  dont  l'étude  a  ainsi  réussi  avec  un 
si  brillant  succès  est  tel  que  le  régime  hypothétique  de  l'état  initial  du  fluide 
se  iiiainlient  pendant  la  durée  du  mouvement.  En  se  mettant  sous  ce  dernier 
point  (le  vue,  M.  Lipschitz  a  été  conduit  à  étudier  les  conditions  d'un  mou- 
vciiicnt  plus  général  d'un  fluide  élastique.  Partageons  par  un  faisceau  de  sur- 
faces l'espace  occupé  par  le  fluide,  supposons  que  la  vitesse  initiale  soit  dirigée 
partout  normalement  aux  surfaces,  de  plus  que  la  pression  et  la  vitesse  ne  va- 
rient qu'en  passant  d'une  surface  à  une  autre,  enfin   que  le  même  régime  se 
maintienne  pendant  la  durée  du  mouvement.  La  discussion  du  système  corré- 
latif d'équations  aux  dérivées  partielles  fait  voir  que  les  surfaces  du  faisceau 
demandé  doivent  être  des  surfaces  parallèles  et  en  même  temps  des  surfaces  de 
niveau,  et  encore  qu'il  est  permis  d'admettre   une  force  accélératrice  dépen- 
dante d'une  fonction    de  force  qui   ne  change  pas  de  surface  à   surface.  L'ne 
considération  poursuivie  révèle  que  la  double  condition   imposée  au  faisceau 
de   surfaces  est  seulement  satisfaite,  si  chacun  des  i\(t\.\\  rayons   de  courbure 
principale   est  constant   dans   tout   point  dune  inènio    surface.   Apres    cela,  il 
n'exislcra  que  trois  faisceaux  diiïérents  de  surfaces  conformes  aux  exigences  du 
problème  :  le  faisceau  de  plans  parallèles  adopté  par  Hiemann,  un  faisceau  de 
cylindres  coaxiaux   à  base  circulaire  et   un  faisceau   de  sphères  coiicenlriqucs. 

Les  systèmes  de  deux  équations  non  linéaires  aux  dérivées  partielles,  qui 
appartiennent  aux  trois  hypothèses  si;inalécs  tout  à  l'heure,  peuvent  èire 
réunis  sous  une  forme  unique  où  il  faut  attribuer  l'une  des  valeurs  1,  2,  ,>  à  un 
nombre  indélcrmiiic.  Kncore  ces  trois  systèmes  sont-ils  reMiar(]ual>l(!s  pai-  dil- 
féreiUes  propriétés  coinniuiies.  On  |)arvienL  à  trouver  des  cas  où  il  est  possibh* 
de  les  réduire  à  un  système  d'équations  linéaires  aux  diirérenlielles  partielles  : 
à  cet  effet,  on  étudie  les  conditions  (jui  laissent  la  densité  invariable  en  tout 
lieu  pendant  le  cours  du  mouvement.  Pour  un  faisceau  de  plans  parallèles  ee 
lésimc  est  possible  <|uand  il  n'y  a  pas  de  forcir  accélératrice  (  li\  poibèse  tir 
Hiemann),  ou  (piand  la  f(»rce  actuelle  est  constante'  et  normale  aux  plans  pa- 
rallèles, telle  que  la  {gravité  par  ra|)port  à  un  faisceau  de  |)Iaiis  horizoïitdux. 
Ce  dernier  problème  a  fait  l'objet  des  éludes  dr  MM.  fiuMber;;  et  Mobn  \  Pro- 
i^ ranime  de  l'Universitc  de  Christiania,  iS-tJ).  Pour  un  faisceau  de  siirfates 
cylindri(|ues  coaxiales  ainsi  (jue  de  surfaces  sphéri(jues  crmcentriques,  ou  peut 
aussi  achever  la  rêtiuction  uienlionnèe,  eu  a(Io()tant  la  loi  de  Mariotte  et  en 
rais;inl  certaines  hypothèses  sur  la  nature  th-  la  force  accélératrice. 
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Konigsberger  [Léo).  —  DéinonslralJon  de  rîmpossibilîle  de 
Texistence  d'un  autre  théorème  fonctionnel  que  de  celui  d'x\be). 
(i2i-i36). 

D'après  le  théorème  d'Abcl,  un  nombre  arbitraii*e  d'intégrales  de  fonctions 
«Igébriqucs  peut  être  réuni  en  un  nombre  fîxe  d'intégrales  de  même  nature 
dont  les  limites  se  composent  algébriquement  des  limites  des  intégrales 
données,  et  pour  les  fonctions  à  une  ou  à  plusieurs  variables,  qui  résultent  de 
l'inversion  de  ces  intégrales,  les  théorèmes  d'addition  découlent  immédiate- 
ment de  ce  théorème.  Dans  l'étude  des  intégrales  d'équations  différentielles 
«ilgébriques  et  des  fonctions  inverses  de  celles-ci,  c'est  une  question  importante 
que  d'apprendre  s'il  existe  pour  elles  un  théorème  fonctionnel  analogue.  Après 
avoir  terminé  les  investigations  auxiliaires  dans  ses  travaux  antérieurs  publiés 
dans  le  mè.nrie  recueil  périodique,  dans  les  Acta  mathematica,  et  dans  le  Livre  : 
Allgemeine  Unlersuchungen  aus  der  Théorie  cier  Differentialgleichungen 
(voir  Bulletin^  Vil,,  p.  5-i4)>  l'auteur  aborde  maintenant  la  question  princi- 
pale qu'il  énonce  dans  ces  expressions  :  «  Y  a-t-il,  outre  les  intégrales  de 
fonctions  algébriques  et  leurs  inverses,  encore  d'autres  fonctions  dont  les  va- 
leurs, pour  n  arguments  indépendants  l'un  de  l'autre,  sont  en  liaison  algé- 
brique avec  moins  de  n  valeurs  de  ceite  même  fonction  pour  des  arguments 
dépendant  algébriquement  de  ces  n  variables  et  avec  ces  arguments  mêmes?  » 

L'élude  de  cette  question  s'étend  d'abord  aux  fonctions  d'une  variable,  puis 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables.  La  suite  et  On  du  travail  a  été  insérée 
dans  le  tome  CI  du  même  journal  où  l'auteur  parvient  à  la  conclusion  :  »  Les 
seules  fonctions  pour  lesquelles  il  existe  des  théorèmes  fonctionnels  dans  le 
sens  indiqué  ci-dessus  sont  les  intégrales  abéliennes  et  leurs  fonctions  inverses, 
ainsi  que  les  fonctions  qu'on  en  déduit  par  des  transformations  algébri(|ues.  » 
Cette  importante  étude  a  été  publiée  en  même  temps  en  entier  à  l'occasion  du 
retour  du  centenaire  de  la  fondation  de  l'Université,  à  Heidelberg,  en  1886.  Un 
résumé  succinct  se  trouve  dans  les  Sitzungsberichie  der  mathematisch  phy- 
sikalischen  Klasse  der  k.  bayer.  Akad,  d.  Wûs.,  Hcft  IV;  i885. 

Helmhollz  {II,  von).  —  Sur  Tiinportance  en  IMiysique  du  prin- 
cipe de  la  moindre  action.  (i3--i66,  'ii3-'À'?.). 

Soient  : 

F  l'énergie  potentielle  d'un  système  matériel; 

L  sa  force  vive;  >* 

E  son  énergie  totale.  ^ 

Alors  on  a 

E  =  l'  n-  L        et        11  =  1'  — L. 

II  (la  fonction  principale  de  Hamilton)  sera  la  fonction  dont  l'intégrale,  pri!»e 
suivant  le  temps,  deviendra  minimum  entre  les  positions  limites  pour  le  mou- 
vement normal.  Cette  fonction  est  dénonnnée  potentiel  cinétique  et  avec  ce 
terme,  M.  von  llelmholtz  énonce  le  principe  de  la  moindre  action  dans  ces 
mots  :  «  La  valeur  moyenne,  calculée  pour  des  éléments  égaux  de  temps,  du 
potentiel  cinétique  est  minimum  dans  la  trajectoire  actuelle  du  système  (res- 
pectivement une  valeur  limite  pour  des  routes  plus  longues),  en  comparaison 

/iu/l.  des  Sciences  matkcni  ,    ?•  >èrie,  t    WL  (.lanvier  iS;)i.)  R.j! 
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de  luus  ckemias  Toisins  qui  mêoeot  dans  la  même  durée  de  temps  de  la  posi- 
lioo  luitiiilc  à  la  finale  ».  Dans  le  cas  du  repos  l'énergie  polentielle  doit  dooc 
être  simplement  un  minimum  pour  l'équilibre. 

L'introduction  du  Mémoire  sert  à  mettre  en  évidence  Timportance  fonda- 
mentale du  principe  de  la  moindre  action  pour  les  branches  diverses  de  la 
Physique.  Nous  lui  empruntons  ce  passage  :  «  A  l'heure  que  nous  sommes,  il 
est  déjà  très  probable  qu'il  faut  considérer  ce  principe  comme  la  lot  générale 
de  tous  les  procès  réversibles  de  la  naluie.  et  quant  aux  irréversibles  tels  que 
la  génération  et  la  conductibilité  de  la  chaleur,  leur  irréversibilité  ne  semble 
pas  dériver  de  la  nature  de  la  chose,  mais  plutôt  de  la  défectuo>ité  de  nos 
moyens,  de  l'impossibilité  où  nous  sommes  de  remettre  en  ordre  des  mouve- 
ments d'at<inies  dérangés,  ou  de  faire  exactement  rétrograder  le  mouvement 
de  tous  les  atomes  qui  exécutent  le  mouvement  calorique.  » 

Dans  le  §  I,  on  a  développé  le  tliéoréuie  du  minimum  pour  le  potentiel  ciné- 
tique, en  luissanl  la  plus  grande  liberté  possible  à  la  fonction  II,  et  l'on  en  a 
déduit  les  équations  dynanii(|ues  de  Lagrange.  On  a  discuté  les  éliminations 
par  le>qucllcs  ces  formes  plus  gèntmles  peuvent  aussi  se  produire  pour  des 
systèmes  de  corps  pondérables. 

Dans  le  §  2,  la  constance  de  réner;;ie  se  lire  de  notre  forme  du  principe,  et 
l'on  apprend  à  calculer  la  valeur  de  l'énergie  de  la  valeur  du  potentiel  ciné- 
tique, à  savoir 

OÙ  les  q    dénotent  les  vitesses.  Tout  à  la  fois  il  résulte  que  l'inverse  n'est  pas 

\rai  en  tout  cas,  c'est-à-dire,  lorsque  la  conslance  de  l'énergi»»  est  assurée,  le 
principe  de  la  moindre  action  n'a  pas  loujouis  Jieu.  Ce  dernier  principe  aflirme 
donc  plus  que  le  premier,  et  ce  sera  notre  lârbe  de  trouver  ce  pins  de  ciiose 
<|n'il  affirme.  En  nièrne  temps,  on  entre  (hins  le  d«'tail  de  quelques  prorrs  d«' 
Mrraniiine  el  de  Physique  pour  eue  à  nu'iiic  de  les  avanrer  comme  exemple."» 
expliealifs.  aussi  bien  pour  le  conleiiu  «les  deux  |)remiers  paragraphes  <|iic 
pour  celui  de-*  >uivdiils.  el  d'illuslrer  ainsi  la  (n>rlée  du  principe. 

Le  5}  3  s'oeeupe  du  problriiic  iu\ei>e  de  dêduiie  II  de  L.  V  cet  elFel,  il  faut  re- 
«.'ijurirù  rinlé;,'rdtioii  de  Té  ;uuliou  dillérrntielle  donnée  ri-d('ssu>,  et  ce  procédé 
introduit  des  consliintes  arbitraires  d'iiilé^i ration  qui  doivent  être  «les  foMCti«»nsI«"- 
inoiçéiuîs  linéaires  des  q   .  Cette  d('iiiai<lie  aura  son  imporlaïu'c  en  tant  qu'il  sera 

èdor>  possible  «le  trouver  l«'  potentiel  cinétique  et,  par  «N)nsé(iuent,  l'enseiiiltle 
de-»  lois  «Iyiiami(|ues  «lu  SNSléuut  «piund  on  cimnall  complètement  la  dépendanfi' 
où  <'>t    r«''ner;;i«'  «b-s   cooiilonuées  el    des  \ilesse>,  supposé  <|ue  le  principe  «le '<* 

•  « 

moindre  a«tiou   ail   lieu.  Les  lerun's  linéaires  thins  les  ci^  «|ui  correspondent  a 

«l«'s  niOUK'emenls  latents,  pourront  étie  tr«»u>«'-s  le  plus  sou\enl  sans  diflicull'^ 
sensible. 

Le  .^  4  sert  à  étu«lier  les  relations  mutuelles  entre  les  forces  que  le  >ysUin'' 
exerce  à  la  fois  >uivaut  «les  «lireclions  «lillérentes,  et  ses  accéb'M'alions  et  ^'' 
lesses.  Ces  relations  embrassent  une  suite  des  liaisf)ns  les  plus  inléres^'aiiicj  i'*' 
phénomènes  en  Phy«4i«|ue,  telles  que  c«^IIes  entre  l«'s  lois  éleclromajrnétique*  f' 
èlectrodynamiques  d'Ampère  d'une  part,  et  la  loi  d"indu«'tion  «le  l'autre".  »"'' 
série  de  lois  thermf)«lynamiques,  telle  que  la  relation  enli'e  I  au};menlalion  p^' 
'•levât ion  rie  I empirai uie,  de   la   pression  d'une  masse  renfermée  et  l'éiévali*'" 
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de  la  température  par  compression;  le  régime  corrélatif  dans  les  procès  ther- 
mo-électriques et  électrochimiques.  Réciproquement,  on  peut  aussi  démontrer 
que  le  principe  de  la  moindre  action  a  toujours  lieu  quand  il  subsiste  les  rela- 
tions mutuelles  des  forces  cnumérées  au  §  4.  Mais  cette  démonstration  a  été 
réservée  à  une  nouvelle  communication. 

Dans  le  §  5,  on  a  résumé  succinctement  les  théorèmes  de  Hamilton  pour  la 
forme  générale,  et  dans  le  §  G  on  a  donné  les  lois  de  réciprocité  qui  en  dé- 
coulent pour  les  changements  des  mouvements  direct  et  rétrograde  par  suite 
de  petites  impulsions  après  l'écoulement  d'un  temps  déterminé.  Les  récipro- 
cités que  l'auteur  a  signalées  lui-même  pour  le  son  et  la  lumière  dans  des 
travaux  antérieurs  y  sont  aussi  comprises. 

Enlin,  dans  le  §  7  on  introduit  les  moments  de  mouvement  au  lieu  des  vi- 
tesses; de  là,  il  résulte  une  autre  forme  du  problème  de  variation  et,  outre  les 
représentations  changées  connues  des  valeurs  des  forces,  une  autre  loi  de  ré- 
ciprocité du  mouvement  direct  et  rélrogarde. 

Thomé  (L.-Tr,),  —  Sur  la  convergence  et  divergence  de  la  série 
potentielle  sur  le  cercle  de  convergence.  (i6"-i"8). 

Soit  V{x)  =  2.^0^  ""c  fonction  possédant  un  nombre  fini  de  points  sin- 

1 
guliers  sur  le  cercle  de  convergence  et  qu'on  peut  continuer,  comme  fonction 
analytique  uniforme  et  continue,  au  delà  du  cercle  de  convergence  dans  un 
domaine  fini  qui  ne  contient  pas  de  points  singuliers.  Supposons  de  plus  que, 
dans  le  voisinage  d'un  de  ces  points  critiques  (a),  la  fonction  possède  un  déve- 
loppement sous  la  forme  d'une  intégrale,  dépendant  de  x  —  a^  d'une  équation 
dinrérentielle  linéaire  et  homogène.  Alors,  si,  dans  les  développements  autour 
des  points  singuliers  du  cercle  de  convergence,  la  partie  réelle  la  plus  basse  de 
l'exposant  t\e  x  — a  est  supérieure  à  — i,  la  série  potentielle  convergera  vers 
la  valeur  de  la  fonction  génératrice  dans  tous  les  points  non  singuliers  du 
cercle  de  convergence  et  dans  ceux  d'entre  les  points  singuliers  où,  après  le 
retranchement  du  terme  constant  du  développement,  la  partie  réelle  de  l'expo- 
sant X  —  a  est  plus  grande  que  zéro. 

Quant  à  la  divergence,  on  trouve  cette  proposition  :  «  Si  dans  le  voisinage 
d'un  point  a  du  cercle  de  convergence,  V{x)  a  un  développement  sous  la 
forme  d'une  intégrale  régulière,  dépendant  de  j:  —  a,  d'une  équation  dilTéren- 
tielle  homogène  et  linéaire  où  la  partie  réelle  la  plus  basse  de  l'exposant  est 
inférieure  ou  égale  à  —  2,  tandis  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  faire  une  suppo- 
sition sur  la  marche  de  F(^)  tendant  vers  d'autres  points  du  cercle  de  con- 
vergence, le  module  du  terme  général  de  la  série  ne  restera  pas  fini  sur  le 
cercle  de  convergence  et  la  série  divergera  donc  dans  tous  les  points  de  ce 
cercle.  »  Ces  théorèmes  de  convergence  et  de  divergence  ont  encore  lieu  pour 
les  cercles  de  convergence  d'un  domaine  entre  deux  cercles  concentriques  où  il 

subsiste  le  développement 

«  — * 

0  -    1 

Krobenitts    (G.),   —    Motivtîlk*    (lénionslriilion    du    llK'orènic  do 
Sjlow.  (i7()-i8i). 
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Si  l'ordre  d'un  groupe  est  divisible  par  la  puissance  p"  d'un  nombre  pre- 
mier/?, le  groupe  contient  lui-même  un  sous-groupe  d'ordre/?*.  M.  Krobcniu» 
démontre  ce  théorème  par  un  procédé  élémentaire  1res  simple;  il  achève,  par 
la  voie  de  l'induction,  son  raisonnement  en  deux  pages. 

Stern   [M, -A,).    —    Quelcpies  observalions    sur   la    congruence 

pP p 

ES  rt  (mod.  p),  (182-188). 

L'auteur  démontre  quelques  propositions  dues  à  Kiscnslein  et  à  M.Sylveslcr, 
en  développe  certaines  modiiicatious  et  montre  le  lien  qui  les  attache  Tune 
à  l'autre. 

Fuclis  (L.).  —  Sur  une  classe  (l^éf|uations  difTérenlielIcs  linéaires 
du  second  ordre.  (iSy-200). 

Soient  dans  la  surface  de  Uiemann  définie  par  l'équation  algébrique  irréduc- 
tible F(*,  5)  =  o,/{s,  z)  cl^iSy  z)  des  fonctions  du  lieu  formant  un  s}'Stcii>e 
fondamental  d'intégrales  de  ré(|ualion 

(I)  ~^f^    H-  G{s,z)  ^-^  -i-  H  (*,  5  ).)'  =  o, 

où  G  et  II  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  s  et  z.  Il  s'agit  de  déter- 
miner les  conditions  en  vertu  desquelles  bs  doux  éijuations,  à  signes  corres- 
pondants 

/(*,,  z,)dz^z^./{s^,  zjclz^^-  o,        9(5.,c,)f/;;,=t  ?(*,,  5j  c/j,=  o, 
sont  satisfaites  simultanément  par  chaque  couple  de  points  liés  par  l'équation 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sont  celles-ci  :  I.  Si  le  genre/?  de 
y (Sy  z)  =  o  est  supérieur  à  zéro,  il  faut  que  la  surface  correspondante  de 
Kieinann  soit  représentabie  sur  une  surface  de  Kiemann  à  deux  feuilles  par 
une  substitution  rationnelle  et  uniformément  réversible,  de  telle  sorte  que 
l'on  a 

-3  4- '^.[a,  V  S('o]'       •*  —  ^'.["t  V  ^('0]i       u  -  ■  njs,  z  ).       \  S{u)  =  nj s,  z), 

où  m'  dénote  une  fonction  uniforme  du  quotient  ^  de  deux  intégrales  formant 
un  système  fondamental  de  ré(|uation  diiïérenlieile  que  l'on  obtient  parla  sub- 
stitution appliquée  à  (1);  S(i/)  est  une  fonction  raliruinelle  entière  de  u  et  ^,r 
't'j^  Cl,,  C7^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  leurs  arguments.  Enlin,  les  coeffi- 
cients de  l'équation  diirérentielle  sont  tenus  à  remplir  deux  équations,  dont  la 
forme  change  à  mesure  que  u  est  fonction  uniforme  ou  biforme  de  ^.  —  II.  Si  l'on 
il  />  =  (),  ré()ualion  à  coeflirients  icilionneis  en  t,  transformée  de  (j)  par  la  sub- 
stitution X  -^  z^(  t)^  s  —.  z^{f  ),  <loil  jouir  <lc  la  |)ropiiélé  que  t'  soit  une  fonc- 
ti(m  uniforme  du  (|uotient  de  deux  intégrales  forfnaiit  un  système  fondamental. 
Kniin,  si  l'on  fait 

—  '.  (1(5.  c)~  -^U(t),        V{s.  Z)  -  Uit),         ^-~r-     ■  t\(t  )' 
>  (il  (Il 
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il  faiil  que  Im  *c|ualion*  aient  lieu 

/ift/lzmann  (  Ludn-ip).  —  Sur  les  analogies  en  Mécanique  de  la 
tletiii^mc  loi  de  la  Theniiodyiiamique.  (201-212). 

Parmi  tous  W  systômca  piircmenl  nitrnniquM  pour  lesquelles  ïl  subsiste  des 
équations  analoKUCs  i  crlles  qui  ri*sultc(it  de  In  deuxirmc  Ini  de  ta  Thcrmodj'na- 
(nii|iiei  les  syslt^mcs  traites  par  Maxwell  Gl  M.  Bollimann  semblent  jouer  le 
rAlc  le  plus  important.  L'analogie  avec  les  é(|uations  thermodynamiques  ne 
subit  pas  d'exceptions  pour  tous  ces  systèmes,  et  la  plupart  des  autres  systèmes 
qui  moalrcnt  une  analogie  indubitable  sous  des  formes  réalisables  en  Méca- 
nique, s'arrangent  comme  cas  spéciaux  sous  ceux  considérés  par  les  den» 
savants.  Dins  son  dernier  travail  sur  ce  m'icH  Bulletin,  \.IV„  p.  ^d),  M.  Bolti- 
mann  n'avait  fait  qu'énoncer  le  théorème  le  plus  général  relatif  à  la  traosfor- 
mabilité  de  l'énergie  intérieure  en  travail  extérieur  de  ces  systèmes.  Il  cumble 
maintenant  celte  lacune  en  le  pronvnni. 

Mertens  (F.).  —  Dt^monstratiou  du  ihéorèmc  qui  dit  que  tous  les 
invariants  el  covarinnts  d'un  sysléme  de  formes  binaires  sont 
des  fonctions  entit^rea  d'un  nombre  fini  de  formations  de  ce 
genre.  (aaS-aSo). 


Uéraongtraiion  générale  et  indèpeudatiic  des  ai 


is  des  symboles. 


Sc/iroeler  (//.)•  —  Sur  le  penlaédre  el  l'hexaèdre  cl  la  configu- 
ration kammérienne  liée  avec  eux.  (a3i-a57). 


t  formées  par  einq   ou  six  plans 

■es  d'entre  eux  ne  passent  pas  par 

int  :  il  s'agit  de  trouver  les  rcla- 

s  de  CCS  figures,  nommées  en 

us  avons  simplement  traduits 

luivalcntes   de   pentatdre   el 


Les  ligures  étudiées  pur  M.  Schroeter  si 
généraux,  c'est-à-dire,  tels  que  trois  quelconques  t 
la  même  droite,  ni  quatre  par  un  même  point  : 
lions  générales  qui  subsistent  entre  les  élémeut 
ullemand  FiinJJlacIi  et  Secha/lacli,  termes  que  ne 
en  nous  servant  des  nuiaiîons  évidemment  éc 
hejtaidi'e. 

Dana  un  Mémoire  inséré  au  tome  LXXWI  du  même  Journal,  M.  Rcyc  a  déji 
enseigné  i  déduire,  par  une  voie  synthétique,  la  construction  qui,  partant  de 
siK  points  quelconques  de  l'espace,  mène  A  la  conliguration  remarquable  des 
seiie  points  nodaux  et  des  seize  plans  singuliers  d'une  surface  kummérienoe 
de  quatrième  degré,  relation  qui  a  été  signalée  pour  la  première  fois  par 
M.  Webcr  dans  le  tome  LWXIV  du  même  Journal  (voir  Bulletin.  (3),  lU^ 
p.  ii3,  et  (  i),  IV',,  p.  ^1].  La  déduction  de  M.  Iteyc  repose  sur  [es  propriétés 
d'un  lyslème  nul  de  l'espace  et  ne  laisse  rien  ï  désirer  dn  ta  part  de  l'élégance 
et  de  la  brièveté;  cependant  la  construction  elle-même  est  d'une  nature  tout 
k  fait  élémentaire  ;  on  pourra  donc  s'attendre  1  la  tirer  des  ressources  élémen- 
taires lie  la  Stéréométrie,  sans  en  appeler  aux  propriétés  plus  reculées  d'un 
tjit^me  nul.  Tel  est  le  but  des  investigations  de  M.  Sebroeler,  el,  en  elTel,  m 
méthode  élémentaire  et  génétique  réussit  A  faire  ressortir  la  conAguralion 
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complète  de  l'espace  sous  sa  forme  définitive,  elle  en  montre  le  caractère 
dualiste  et  conduit  à  quelques  propriétés  du  pcntaèdre  et  de  l'hexaèdre  (de 
même  qu'à  celles  des  figures  dualistes)  qu'on  ne  semble  pus  encore  avoir 
énoncées. 

Hermès  (O.).  —  L'hexaèdre  général.  (aSS-aSS). 

L'hexaèdre  de  l'auteur  se  compose  de  six  plans  quelconques  :  en  les  combi- 
nanty  une  fois  pour  toutes,  deux  à  deux,  on  obtient  trois  couples  de  plans 
opposés.  Prenons  deux  couples  de  ces  plans  opposés  et  nous  aurons  un  té- 
traèdre :  deux  de  ses  arêtes  opposées  sont  les  intersections,  des  couples  de 
plans  opposés,  les  deux  autres  couples  d'arêtes  opposées  sont  en  même  temps 
arêtes  opposées  de  l'hexaèdre.  Il  y  a  ainsi  trois  tétraèdres  latéraux  contenus 
dans  l'hexaèdre.  L'auteur  étudie  les  relations  entre  la  position  des  arêtes  et 
des  diagonales  de  l'hexaèdre,  et  la  liaison  des  tétraèdres  latéraux  avec  la  figure 
générale.  L'investigation  n'embrasse  pas  les  cas  particuliers  où  l'un  de  ces 
tétraèdres,  ou  deux  ou  tous  les  trois  se  réduisent  à  des  points.  Pour  ces  ques- 
tions spéciales,  l'auteur  renvoie  à  un  Mémoire  publié  comme  programme  du 
Kollnischen  Gymnasium,  à  Berlin  (1886).  Enfin,  M.  Hermès  attire  l'attention 
des  géomètres  sur  un  Mémoire  de  l'année  i858  (tome  LVI  du  même  Journal) 
où  il  a  signalé  Thomologie  quadruple  des  tétraèdres  diagonaux  d'un  hexaèdre 
dont  les  couples  de  plans  opposés  se  coupent  suivant  des  droites  d'un  plan. 
Cette  recherche  a  échappé  à  M.  Stéphanos  lorsqu'il  créa  le  nom  de  systèmes 
desmiques  de  trois  tétraèdres  [Bulletin,  (3),  III,,  p.  4'^4]- 

Cayley  (^i.).  —  Note  sur  la  théorie  des  équations  diflérentielles 
linéaires.  (286-295). 

L'auteur  introduit  la   nouvelle  variable  z  —  —  -~-  et  cherche  le  développe- 

y  dx  '^^ 

ment  en  séries  des  m  intégrales  de  l'équation   transformée,  mais  il  ne  prend 

pas  soin  de  discuter  la  convergence  de  ses  séries.  Les  résultats  ne  sont  donc 

pas  à  l'abri  de  toute  objection. 

Weingarten  (V.).  —  Sur  les  déformations  d'une  surface  flexible 
et  inextensible.  (29G-310). 

Dans  le  tome  XXII  des  Mémoires  de  l'Académie  royale  d'Irlande  (i8o3), 
M.  Jellett  a  fait  une  belle  remarque  sur  les  déformations  des  surfaces  :  une 
surface  flexible  et  inextensible,  dont  la  mesure  de  courbure  est  partout  posi- 
tive, n'est  pas  déformable  quand  on  fixe  dans  elle  invariablement  un  segment 
d'une  courbe,  tandis  qu'une  surface  dont  la  mesure  de  courbure  est  partout 
négative  permet  d'être  déformée  après  la  lixalion  d'une  de  ses  lignes  asym- 
ptoliqucs.  Mais  le  raisonnement  de  Jcilclt  n'est  pas  concluant,  et  l'argumen- 
tation de  M.  Lecornu  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  Cahier  XLVIII), 
qui  sert  à  développer  quelques  propriétés  géométriques  de  la  déformation, 
n'est  pas  non  plus  exempte  des  mêmes  inexactitudes.  Car  on  peut  envisager 
les  déformations  infiniment  petites  d'une  surface  sous  deux  points  de  vue  dif- 
férents dont  le  premier  est  plus  vaste  et  embrasse  le  second,  mais  non  réci- 
pro((uement.  C'est  pourquoi  l'auteur  s'est  proposé  de  développer  les  théorèmes 
de  Jellett  en  prenant  un  autre  poirit  de  départ  ([uc  la  notion  des  déformations 
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infiniment  petites.  Dans  cette  occasion  il  tire  en  même  temps  de  ses  recherches 
les  formules  de  la  Communication  qu'il  a  présentée  à  l'Académie  royale  de 
Berlin  et  qui  se  rapporte  à  la  théorie  des  déformations  infiniment  petites  des 
surfaces  flexibles  et  inextensibles. 

Rosanes  {J*)-  —  Pour  la  théorie  de  certains  groupes  ponctuels 
dépendanls  dans  l'espace.  (3i  i-3i6). 

Suite  de  trois  Mémoires  publics  dans  les  tomes  LXXXVIII,  XC,  XCV  du 
même  Journal  [voir  Bullettin,  (2),  V,,  p.  107;  Vil,,  p.  11;  XI„  p.  65]. 

Segre  {Corrado).  —  Note  sur  les  homographies  binaires  et  leurs 
faisceaux.  (3i7-33o). 

Cette  Note  a  pour  but  d'établir,  par  les  raisonnements  de  la  Géométrie  pure 
de  position  y  une  suite  de  théorèmes  en  partie  nouveaux  sur  les  homographies 
dans  les  formes  géométriques  de  première  espèce.  L'auteur  ne  s'appuie»  en 
général,  que  sur  les  propriétés  les  plus  élémentaires  des  homographies  et  des 
involutions,  qu'on  trouve  par  exemple  dans  la  Géométrie  der  Lage  de  von 
Staudt.  Ainsi,  il  exclut  absolument  de  ses  considérations  les  éléments  imagi- 
naires. Il  introduit  les  symboles  de  la  théorie  des  opérations  (et,  en  particulier, 
des  substitutions)  pour  les  homographies,  avec  le  seul  but  d'abréger  le  lan- 
gage; mais  on  pourrait  immédiatement,  si  on  le  voulait,  6ter  ces  symboles, 
et  remplacer  quelques  petits  calculs  où  ils  entrent,  par  des  raisonnements  qui 
les  exprimeraient  en  paroles.  Les  homographies  peuvent,  dans  la  plupart  des 
propositions,  être  considérées  entre  deux  formes  géométriques  difTérentes, 
tandis  que,  dans  quelques-unes,  41  faut  qu'elles  soient  entre  les  éléments  d'une 
même  forme.  Pour  tous  les  problèmes  du  premier  degré  que  l'on  rencontre, 
les  constructions  auxquelles  parvient  M.  Segre  sont  linéaires.  La  simplicité 
de  l'objet  du  travail  a  poussé  l'auteur  à  employer  une  certaine  concision  dans 
les  démonstrations. 

Du  Bois-Reymond  (P.).  —  Sur  le  degré  de  convergence  des 
séries  variables  et  sur  le  degré  de  continuité  des  fonctions  de 
deux  arguments.  (33 1 -358). 

Considérons  la  série  infinie 

«0 

U(x)=  V  w^(^), 
p=\ 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  x\  sa  valeur  sera  la  limite  vers  laquelle 

n 

tend  la  grandeur  U„(^)  =  \^  u Ax),  dépendant  de  x  et  de  n,  lorsque  n  tend 

p^\ 

vers  l'infini.  Posant  /i  =  -  et  \}^{x)  =  0(37,  e),  on  peut  dire  que  l'étude  de  la 

s 

série  \}{x)  revient  à  la  recherche  de  la  fonction  ^{XyZ)  dépendant  de  deux 
arguments  x  et  £.  A  cet  effet,  l'argument  e  discontinùment  variable  peut  être 

figuré  comme  conlinilment  variable,  si  pour  les  valeurs  de  e  entre  -  et > 
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on  allribue  à   lii   notation   (p(«r,  e)  une  signification  convenable.  Fixons  celle 
signification  par  la  relation 

9(x,  e)  =  U,(x)  -+-  (j  -  /»)[iJ.-..(^)  -  ^A^)h 

I  I 

pour  -  >  e  > 


n  /n- 1 

Alors  on  aura,  en  général , 


?(ar,  e)=  r  <^{y)dx  (•>'=^)' 


où  'K^')  désigne  la  fonction  qui  est  égale  à  a^^,  pour  n  <iy  <  /i  -t-  i.  L'inté- 
grale de  Laplace  sert  encore  à  représenter  les  fonctions  ^Ky^  et  ?(j:,  e)  sous 
une  forme  explicite.  D'ailleurs,  en  parlant  de  la  fonction  o(x,  c),  on  passe  à  la 
série  infinie  au  moyen  des  formules 

^{x,  M   :^   t„(x),  C?(X,  0)-?^X,  jjj  =   H^(X), 

•0 

W^x)  étant  le  reste      >       ";,('2^)  ^^^  la  série.  Analoguement  l'intégrale 

v=.n  ♦- 1 

/    f{x.y)dy 

peut  être  mise  en  rapport  avec  une  fonction  de  deux  arguments 

1 


9(x,  e)=   /    f^x,y)dy. 


La  question  dont  il  s'agit  dès  lors  sera  d'établir  pour  les  séries  l'analogue  des 
notions  et  des  théorèmes  dans  la  théorie  des  fonctions  de  deux  variables.  Il 
n'est  guère  possible  de  résumer  ici  succinctement  toutes  les  investigations  de 
l'auteur;  contentons-nous  donc  de  transcrire  les  titres  des  paragraphes. 

\.  Hcniarques  préliminaires.  IL  Les  premières  analogies  entre  la  continuité 
de  la  fonction  de  deux  variables  et  la  convergence  de  la  série.  ÏII.  Sur  le  degré 
de  continuité  des  fonctions.  IV.  Sur  le  degré  de  convergence  des  séries.  V.  Sur 
le  reste  de  la  série  de  Fourier.  VI.  Sur  la  continuité  de  la  somme  de  la  série. 

Lampe  {E.),  —  Sur  l'analogue,  dans  Tespace,  d'un  mouvement 
particulier  hypocycloïdal.  (359-3G3). 

Considérons  trois  diamètres  conjugués  d'une  sphère  fixe  S  ayant  le  rayon  a 

et  une  sphère  mobile  5  ayant  le    ravon  -  n  cl  touchant  S    intérieurement-  la 

2  ' 

sphère  s  coupera  les  trois  diamètres  respectivement  en  A,  B,  C.  Soient  a,  3,  -^ 
trois  masses  constantes  qu'on    pose  respectivement  en  A,  H,  G.   Le  centre  de 

gravité  de  ces  trois  points  décrira  un  ellipsoïde,  dont  les  demi-axes  seront  —  » 
~>  — -  j  où  l'on  a  mis  7  —  x  -h  '^  -'-  y.  Tous  les  ellipsoïdes  ont  pour  envclop[>e 
la  surface  astroïdalc  x^-hy*  -h  «*  —  n^ 
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Lampe  {£.),  —  Trisection  approchée  d'un  angle  àTaide  du  cercle 
et  de  la  ligne  droite.  (364). 

Hauck  {Guido).  —  Sur  les  figures  réciproques  de  la  Statique 
graphique.  (Sôo-SSg). 

Un  système  de  forces  extérieures  appliquées  aux  points  nodaux  d'un  réseau 
polyédral  de  tiges  est  en  équilibre,  si  les  forces  sont  proportionnelles  aux  aires 
et  normales  aux  plans  des  faces  d'un  polyèdre,  dont  les  arêtes  sont  dans  des 
plans  qu'on  peut  faire  passer  par  un  point  fixe  O  perpendiculairement  aux 
tiges  du  réseau.  Les  tensions  de  celles-ci  sont  alors  proportionnelles  aux  aires 
triangulaires  qui  projettent  de  O  les  arêtes  du  polyèdre  et  qui  sont  perpendi- 
culaires aux  tiges  respectives.  C'est  à  ce  théorème,  dû  à  M.  Bankine,  que 
Maxwell  chercha  à  réduire  les  figures  planes  réciproques  de  la  Statique  gra- 
phique au  moyen  du  système  polaire  de  la  sphère  en  considérant  un  réseau 
plan  de  tiges  conjointement  avec  les  forces  appliquées  au  réseau,  comme  la 
projection  d'un  système  corrélatif  dans  l'espace.  Cependant  il  ne  réussit  pas  à 
faire  fructifier  cette  idée  en  toute  généralité,  parce  qu'il  se  voyait  forcé  de 
restreindre  son  étude  à  un  système  de  forces  qui  passent  par  un  même  point. 
Cette  tentative  de  Maxwell,  de  lier  le  système  polaire  de  la  sphère  au  théorème 
de  Rankine,  a  été  maintenant  renouvelée  avec  un  plein  succès  par  M.  Hauck. 
Il  montre  par  la  méthode  synthétique  que  le  système  polaire  de  la  sphère  et, 
plus  généralement,  de  toute  surface  de  rotalion  de  second  ordre  remplit,  ainsi 
que  le  système  nul,  les  conditions  en  vertu  desquelles  le  système  de  tiges  et  le 
système  de  forces  peuvent  être  envisagés  généralement  comme  projections  de 
figures  polyédrales  réciproques.  La  démonstration  s'achève  à  l'aide  de  la  pro- 
jection réciproque  définie  par  l'auteur.  Encore  met-on  en  rapport  le  système 
plan  de  tiges  avec  le  système  de  tiges  dans  l'espace,  et  l'on  révèle  la  connexion 
qui  subsiste  entre  le  théorème  de  Rankine  et  les  figures  planes  réciproques  de 
la  Statique  graphique. 

§  1.  Introduction.  §  2.  La  projection  réciproque.  §  3.  Relation  entre  la  pro- 
jection parallèle  orthogonale,  la  projection  réciproque  par  rapport  à  une  surface 
de  rotation  de  second  ordre  et  la  projection  par  rapport  à  un  système  nul. 
§  4.  Les  figures  réciproques  de  la  Statique  graphique.  §  5.  Théorème  de  la 
pyramide  des  forces.  §  6.  Le  réseau  de  tiges.  §  7.  Cas  particulier  du  polygone 
funiculaire.  §  8.  Les  forces  appliquées  au  réseau  de  tiges  dans  l'espace.  Le 
théorème  de  Rankine.  §  9.  Eiemple  pratique. 

Hamburger  {M.).  —  Application,  à  l'intégration  d'équations  aux 
différentielles  partielles,  d'une  certaine  relation  de  déterminants. 
(390-404). 

Après  avoir  établi  plusieurs  relations  entre  certains  déterminants  qu'on  peut 
former  avec  les  éléments  d'une  matrice  donnée,  l'auteur  les  applique  à  l'étude 
de  l'intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles  et  parvient  ainsi  à 
ce  théorème  : 

«  Supposons  que  la  solution  générale  d'une  équation  aux  diiïérentielles  par- 
tielles entre  p  variables  indépendantes  x,,  x^,  . .  ,jXp  et  un  nombre  quelconque 
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n  de  variables  dc|)ondaDtes  m,,  m^,  ...,  u^  soit  donnée  par  l'équation 

où  9  désigne  une  fonction  arbitraire  des  fonctions  /,  qui  sont  des  fonctions 
déterminées  des  x.  cl  des  u^.  Pour  que  cette  solution  existe,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  l'équation  aux  différentielles  partielles  ait  la  forme 


o    - 


m 


Ou. 


/i  =  1 


(p,T  =  i,a,  ...,  p) 


(les  m.^  dénotant  des  fonctions  des  x  et  u)y  et  que  le  système  d'équations  aux 
différentielles  totales 


m 

V 


m,  „  dx. 


<f 


y  '"p.p^k  ^"« 


=  o 


(p  =  1,  2,   ...,/>)? 


fT  =  l 


h=zl 


soil  intc^rable  sans  restriction.  »  Pour  le  cas  d'une  seule  variable  indépendante 
{n  =  i),  on  en  déduit  la  liaison  connue  qui  a  lieu  entre  une  équation  linéaire 
aux  différentielles  partielles  et  un  système  complet  d'équations  aux  différen- 
tielles totales. 

Caspary  (/*\).  —  Sur  la  généralion  de  courbes  algébriques  par 
des  figures  variables.  (4o5-^i2). 

Les   lecteurs  du   Bulletin  ont  été  initiés  aux   idées  de  l'auteur   par  deux 
Mémoires  plus  étendus,  qu'il  a  publiés  sur  le  même  sujet  dans  les  tomes  \l, 

(p.    12'î)    et   XIII,    (p.   202). 

Guruleljin^er  (S.).  —  Pour  la  théorie  des  formes  binaires.  (4ïv>- 

4M). 

Dans  les  Gottinger  .\aclirichten  (avril   i883),  M.  Gundclfingcr  a  établi  une 
suite  de   tiicorcrncs  qui    Icndeiil   à  résoudre  le   problème  <le   donner   pour  les 
formes  binaires  une  représentation  canonicjiie  admissible  sans  rcslrinion  «lans 
tous   le>  c'd<.  Les  démonslralions  (|ii'il   avait  emplo\ée-i  alors  sont   de    nature 
purement  algébrique,  et  quelquefois,   pour   èlrc  succinct  dans   ses   dcvcluppe- 
menls.   il    en    avait    seulement    indiqué   la    murclie.   Maintenant    il    s'occupe   à 
.monlnr  que  ces    théorèmes    découlent,   sans    aucun    calcul,   de   la    lliéorie  des 
équations  dilTérent i(Mles   linéaires  au   moyen    de  considérations   toutes    élémen- 
taiies.  Lu  lemme  (|u'il  signale   à  celte  occasion  ramène  iïénéralenieni  la  théorie 
(les  translations  {L  chcrschiehiuii:cn)   de  deux   formes  binaires   à    l'ctude   d'un 
fjenre    particulier   d'éciualions    (liirérenlielles    linéaires    contenues,    comuio    ras 
spécial,  dans  celles  (|ue   M.   Tuchs  a   étudiées   aux    tomes  LWI   et    LWIII   du 
méfne  j(»urnal. 

Riin^r  (C.).  —  Sur  les  solutions  en  nombres  enliers  d'éciualions 
à  (leu\  variables.  (f>5-i.^5). 


L'auteur  résume   le   ri'-ullal    de    ses   recherches  eamme   suit   :    lue    équation 
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irréductible /(a:, >')=o  ne  peut  être  satisfaite  par  un  nombre  infini  de  couples 
de  valeui"s  entières  x^  y  que  lorsqu'elle  jouit  de  ces  propriétés  :  i"  Il  faut  que 
les  puissances  les  plus  élevées  de  x  et  de  y  qui  se  présentent  dans  f{x^y) 
appartiennent  à  des  termes  isolés  ax*'  et  by*.  a"  La  fonction   algébrique  y^ 


m 


définie  par  Vé{\udi\on  f{x^  y)  =  0,  doit  devenir  infinie  d'ordre  x"y  comparée 
à  X.  Si  or?  et  y*  se  trouvent  multipliées  l'un  par  l'autre  dans/(x,  ^'),  il  faut 

avoir 

m  - 
p  -h  a  —  <  wi 
n 

ou  bien 

np  =  ma<  mn, 

3"  Il  faut  que  la  somme  des  termes,  pour  lesifuels  on  a 

«p  -H  mff  =  m/ï, 

puisse  se  mettre  sous  la  forme 

où  n(M  —  d'?^)  désigne  la  puissance  d'une  fonction  entière  irréductible  de  u. 
Cependant  quoique  ces  caractères  soient  nécessaires,  ils  ne  sont  pourtant  pas 
suffisants  pour  que  l'équation  /{Xy  y)  =  o  soit  satisfaite  par  un  nombre  infini 
de  couples  de  valeurs  entières. 

A'etto  (/i.).   —  Un   théorème  sur  les  valeurs  conjuguées  d'une 
fonction  rationnelle  à  n  variables.  (43()-4'10* 

Dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  de  Berlin  du  3  mars 
1879,  M.  Kronecker  a  prouvé  qu'il  n'y  a  pas  de  fonctions  de  plus  de  quatre 
variables  x^,  x,,  ...,  x^  pour  lesquelles  toutes  les  fonctions  conjuguées,  engen- 
drées par  les  permutations  des  x^^  ont  une  même  permutation  en  commun, 
c'est-à-dire  restent  invariables  par  une  même  substitution.  La  question  gé- 
nérale sous  laquelle  tombe  ce  théorème  est  la  suivante  :  Quel  est  l'effet 
exercé  par  les  permutations  de  x,,x,,  ...,  J7„  sur  les  transpositions  des  valeurs 
conjuguées  d'une  fonction  rationnelle  de  la  variable  xl  Les  rcclicrclics  de 
M.  Nctto  qui  s'en  occupent  font  voir  qu'il  ne  peut  pas  exister,  parmi  les 
fonctions  conjuguées,  certaines  trans()Ositions  simples,  par  exemple  en  particu- 
lier des  transpositions  cycliques. 

Ituclio  {F,),  —  Sur  le  mouvement  de  trois  |)oints  dans  une  droite. 

(44M4«). 

Dans  le  tome  IV  des  Œuvres  de  Jacobi,  M.  Wangerin  a  publié  un  Mémoire 
posthume  de  ce  géomètre,  sur  le  mouvement  dans  une  droite  de  trois  points 
(|ui  s'attirent  avec  des  forces  inversement  proportionnelles  au  cube  de  la  dis- 
tance. Cette  publication  a  poussé  M.  Uudio  à  faire  iniprimer  un  travail  qu'il 
avait  déjà  terminé  en  1881  et  qui  traite  la  même  question.  En  s'appuyant  sur 
des  réflexions  empruntées  aux  Leçons  sur  la  Dynamique  de  Jacobi,  l'auteur 
trouve  les  coordonnées  en  fonctions  du  temps  et  d'une  fonction  9  (|ui  dépend 
du  temps.  La  forme  définitive  du  résultat  subit  (|uelques  changements  par  une 
ï'orrection  insérée  au  tome  Cil,  page  H. 


i8  SECONDE  PARTIE. 

Sclieriiif^   {fCrnst),    —    Keinarque    concernant    la   théorie  des 

noinhnîs.  (447-448). 

F'xlrail  d'une  lettre  datée  du  i^|  mai  i863,  et  adressée  i  M.  kroaeckcr. 

,)tinko\vsl\i  (llermann),  —  Sur  la  notion  arithmétique  de  Féqui- 
valence  et  sur  les  groupes  finis  de  substitutions  linéaires  en 
nombres  entiers.  (44î>"1'^8)' 

Dans  HH  Festschri/t    [voir  Bulletin  (2),  Vlll,,  p.  i43],   M.   Kronecker  <k- 

inaiidn  que  lu  définition   rationnelle  de  la  notion  arîtlimétique  de  réqaifaJcBft 

dn  foriiioH   entraîne,  rnninie  conséquence  intrinsèque,  la   deosité  onifomie  des 

eluMncM  dilTérentcH  de  formes  et  un  nombre  aussi  petit  que  possible  des  classes, 

et   diiUH  Hon  Mi^moiro  sur  les  formes  bilinéaires  à  quatre  variables  {Abhand- 

luiifiivti  ilvr  /Ivriintr  Akadcmie,  iH83),  il  fait  voir  comment  on  peut  satisfaire 

^1   d'H  drmunde?*  pour  les  formes  quadratiques  définies   à  deux  variables.  Ed  se 

iiieltiiiil  «(ouA  ce  point  de  vue,  on  est  conduit  à  considérer  une  circonstance  qoi 

«niilileiMre  très  enseiuiellc  :  si  Ton  fait  abstraction  des  transformations  idea- 

li(|iie<«  et    lu^giitivement   identiques,  ces  formes  ne  sont   pas  susceptibles  d'ad- 

Illettré  den  transformations   propres  en  elles-mêmes  qui  soient   congrues  à  b 

IniiiMfoniiution  identique  modula  2.  M.  Minkowski  s'étudie  à  montrer  comment 

on  peut  Kutisfuire  aux  demandes  de  M.  Kroncckcr  pour  toutes  les  formes  homo- 

Kt^iieti  rt  entit'Mvs  A  un  nombre  quelconque  de  variables  qui  n'admettent  qa'oo 

iionilue  lini  de  transformations  linéaires,  en  nombres  entiers,  en  elles-mêmes, 

pur  exemple  pour  toutes  les  formes  «{uadratiques  essentiellement  positives  (00 

ni^liati\es)  de  dt^enninant  non  é\anouissant. 

/iusrhr  [h\).  --  Sur  une  formule  de  M.  Hermile.  (459-464). 

Il  Hti^U  de  Kl  formule 


,v 


n 


[\nY         {jr  -  1,  2,  ...,  [v^î]). 


•MKn.»l««'  pai  M.  Iloinule  dans  los  lc//i  mathcmatica,  tome  II,  page  299  [voir 
Huit,  tin,  V  '^«  ^  1"  •  P  >''»).  où  S  «lonolo  le  nombre  de  tous  les  diviseurs  des 
io»iol>io>  I.  >.  i.  .  n  et  le  <\u»bole  [(t]  représente  le  plus  grand  entier  con- 
li  nu  d»in«»  ,».  M  lîu'«t  lu'  en  donne  une  nou\elle  démonstration  et  lire  de  ses 
louuuli  \  pluvuMiiN  ton''Ox|uen»e<  intore>santes  :  il  gagne  une  nouvelle  délernii- 

nul  ion   «lu   Miiur   «U'  Ja«'t»l>i   |  *    \   pour  doux  nombres   positifs  />  cl  7  premiers 

I  un  ,\  I  auli*'  xA  y\^'\\[  \c  kUwmkx  o>t  impair,  et    il   établit  une  expression  pour  le 
noudn»'  loi.d  dv>  »  lavvos  ,lo   lomu  >  ijuadratiques  aux    déterminants — i,  — 2» 


u. 


S\  hiWf.r  yJ.  J.'y        Sur  la  iratisforniation  dite  de  Tschirnliau- 
>rM,  \^  |tv>    ^St^V 

\  auteui    lapp^Uo  un  Ua\a\l   .îo  W  .  U.   Uamillon   «jui   a   été  publié  en  i83-  cl 
où   U'  K^'oo^vt^v  .M\iila»v  .»  .,iop\  î'.^v  ;\'.    iludie   la   mothoile  empKnée  par  Jcrraitl 
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pour  transformer  Jcs  équations.  Le  problème  fondanientul  à  résoudre  est 
roliii-ri  : 

Soient  données  /t,  équations  homogènes  du  premier  degré.  /<,  équations 
homogènes  du  deuxième  degré,  /<,  du  ^*""  degré  entre  m  quantités  a,,flr,«  ..., 
«„,  ;  déterminer  les  rapports  de  ces  m  quantités  sans  que  l'élimination  fasse 
monter  les  degrés.  Quel  est  la  limite  inférieure  pour  m  où  le  problème  soit 
résoluble? 

On  aborde  le  problème  en  mettant  Oj  =  ai--f-  aj.  et  en  décomposant  le  nouveau 
système  d'équations  en  trois  systèmes,  dont  l'un  sert  à  déterminer  les  rapports 
des  ax-t  l'autre  ceux  des  a'^.,  tandis  que  le  troisième,  constitué  par  une  équa- 
tion de  /'**"•  degré,  fournit  le  rapport  a\  :  a'[.  Les  deux  prcmiei^  systèmes  con- 
tiennent chacun  une  équation  du  plus  haut  degré  de  moins  que  le  système 
proposé.  On  continue  à  opérer  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on  i-encontre  des 
systèmes  qui  se  composent  d'équations  linéaires  et  d'une  seule  équation  de 
deirré  supérieur.  Le  nombre  des  variables  doit  donc  être  assez  grand  pour 
qu'elles  puissent  satisfaire  à  toutes  ces  équations  par  des  valeurs  qui  ne  s'éva- 
nouissent pas  toutes  à  la  fois.  M.  Sylvester  emploie  cette  méthode  pour  établir 
une  formate  d'oblitéralion  :  désignons  par  [A,,  /*,_,»  ...,  /i,]  le  nombre  des 
variables  qu'il  faut  avoir,  il  trouve 

et  cette  relation  conduit  à  établir  le  triangle  d'oblitération  où  l'on  trouve  le 
nombre  cherché.  [Voir  la  Note  de  iM.  Sylvester  dans  les  Comptes  rendus 
hebdomadaires,  etc.,  t.  CIV,  p.  iJa8-i23i,  Bulletin,  (2),  XII^,  p.  189].  Mais 
celle  méthode  ne  laisse  pas  d'influencer  le  résultat.  Si,  en  décomposant  les  sys- 
tèmes, on  admet  aussi  ceux  où  non  seulement  des  équations  linéaires  sont 
combinées  avec  une  seule  équation  de  degré  supérieur,  mais  où  l'élimination 
ne  mène  pas  à  des  équations  de  degré  supérieur  à  f,  le  nombre  des  variables 
néces«4aires  deviendra  plus  petit. 

D'après  M.  Sylvester,  ce  n'est  pas  Tschirnhaus  qui  a  inventé  cette  méthode 
(le  transforination,  ni  encore  Jerrard,  mais  plutôt  E.-S.  Bring  qui  Ta  publiée 
dans  une  dissertation  à  Luhd,  en  i78f)  (Afeletemata  quœdam  mathematica 
circa  transformationem  œquationum  algebraicarum :  voir  aussi  F.  Klkin, 
Vorlesungen  iiber  dns  Ikosaeder,  p.  i.'|3,  Leipzig;  i88/j).  Au  commencement 
de  son  travail,  AL  .Sylvester  firoiive  encore  qu'en  appliquant  cette  méthode  à 
l'équation  générale  du  cinquième  degré  pour  la  réduire  à  la  forme 

z^-{-  az  -\-  h  —  o^ 

on  ne   pourra   obtenir   les  coefficients   restants  sous  forme  réelle  que  lorsque 
l'équation  possède  tout  au  plus  une  racine  réelle. 

fieyc  {Th.),  —  Conslruclion  linéaire  du  liiiillrinc  point  d'inter- 
section de  trois  surfaces  du  second  ordre.  (  1^7-48ç)). 

On  sait  que  les  huit  points  d'inlerscctioiv  et  deux  autres  points  quelconques 
peuvent  toujours  être  liés  par  une  surface  <Iu  second  ordre.  C'est  de  ce  théo- 
rème que  M.  Reye  fait  découler  une  solution  très  simple  et  différente  de  celles 
données  par  MM.  Caspary  et  Schroelcr  dans  le  même  Journal,  tome  IC  [voir 
Bulletin,  (2),  XIV,,  p.  219]. 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  2*  série,  t.  Wl.  (.Mars  i8tj2.)  |{.^ 
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Kronrr/i'cr  (/-.).  —  In  ihéon-ine  ('ondamenlal  de  l'Arilhmélique 
j»rnt»ral«».  (.{()o-r)i()). 

Kn  traitunt  les  quantités  algél>riqiies  selon  la  méthode  arithnicliqof ,  od  est 
foiréinent  poussé  à  étendre  la  notion,  due  à  Gauss,  de  la  congruence,  de  telle 
sorte  que  les  systèmes  de  modules  remplacent  le  simple  module  de  la  roo- 
gruenre.  De  là  résulte  en  même  temps  le  progrès  important  qui  réduit  Tétude 
des  (|uantités  algébriques  à  celle  des  fonctions  rationnelles  de  variables.  Os 
idées  de  la  dernièi-e  importance  ont  été  développées  par  M.  Kronecker  d'abord 
dans  sa  Fesischrift,  et  depuis  dans  une  suite  de  Mémoires,  dont  il  suffit  de 
rappeler  avant  tout  celui  qui  a  été  inséré  au  tome  IC  du  même  Journal  et  porte 
comme  titre  :    Sur  quelques  applications  des  systèmes  de  modules  à  des 
questions  algébriques  élémentaires  [voir  Hulletin,   (a),  XIV,,  p.   aaô].  Ces 
reclicn^bes   tendaient  à  éliminer   par  les  systèmes   de  module    le   concept  des 
quantités  algébriques  irrationnelles,  à  les  remplacer  en  principe  par  des  quan- 
tités rationnelles.  Ce  but  se  Imuve  être  atteint  par  le  présent  Mémoire  qui  en- 
seigne  à   déierminer,    pour   toute    fonction   entière    proposée,    un   système  de 
miHlules  pinMuiers  par  rapport  auquel  la  fonction  se  prête  à  être  représentée 
comme  pnuluit  do  fonctions  linéaires. 

Soient  r,,  c^,  ...,r^  des  quantités  entièi*es  appartenant  au  domaine  naturel  de 
rationalité  \^\\\  XC W  •-•  ^  et  posons 

V yx^  —  x"    -  r,  j*"-'-  -  c^x"-*  — . .  .rh  f^: 

noient  do  plus  f\x)  et  (,,  f,,  •  •  ••  f,  délinies  par 

f\,x)       \,x   -  J*,^(x— j*,  •  , ..  (j*  —  j-^)  -  X-— t^j:'»-'-!- fj-r*-»  — . .  .r^f^, 

où  .i\,  .r,.  ....  j*,  «lon«»icnt  dos  variables  indéterminées.   On  aura  immédiate- 
ment 

h\.r'-     vJ*    -.r.      x       x^)  . . .  yx  —  x^)  -- £(  X) 

vm-si.  î,       »'••,-    <\ t,   -  «'n)- 

M,nN  «"0  N\N(,Mno  do  m>^lulos  n'osl  p.i*.  un  •i\<tônic  <lc  iiiodiilos  pi*emier*  «l»* 
N****  «lo»;jo.  ot  «  rxt  Nuv  \,\  d«  toiiiiii),itii>n  diin  lel  s\>léme  <ju*il  faut  insister  : 
vWc  pi«>MOHt  *io  dou\  in.uuri»'^  d.lToront»'».  r«»iiimo  proniicr  résiillat.  il  «uil  qu**. 

ii  >  •:.  î.,  î :.  M    r       u  X     -  it  x    —. . .  -  n   x     >, 


•         •* 


t.»ul  t»»oto»ir  lUAduoliMo  .io  K*  î\»nrl«on  .!o  ti,<|oi>  T,  ftiurnit  un  nio<lule  pronu<»r 
»<\.«ut  I.»  piv»|MiOlo  doiu.nwi;o.  \  i\  >o«"««iul  hou,  il  losultc  quo  le  s>«iléni{'  de  mo- 
«InU'N  |Moiuu'»x 

". ,  —  '\  ■   ^        f  .  0*  —  r'.   ...» 

»»u,l  Un  uw'uux  X.  .X  ,,>  I'.  •-.•x  5  .::u'  ,•  .  {  .  ...  r..inionl  un  ^y^léme  fondamoiUal 
du  koiuv  ,i.«n.>;:.:î  .;  ,^tu'  ,.x  :  ?;.•.;  ti^  i.ieiiiuMit  lo'i  valoiirs  rationnelles  c. 
«    »  In  c!)',pî   \.,:«:  »i»'v  v\v:,:.,v   .:,    m  »lnlo^  do  rotlo   iiatiirt',  <ni  peut  toii- 

|oui^  NO  j»,«NNv  »  A  .MîXA-Uî  îv  ON  .;.:,»?•:  ï.x  *,!,:»  bnqiios  quand  il  n'oi  pas  ivqui> 
d  iNx>loi  liN  ,i.:)v  ;\"  >;»  N  ;*.  .uon  »;  j:- o  iv;u.<ti-n  irirduoliblo.  Dans  la  lliéorie 
unlUio,  luju.'  ,îox  ♦. -.iv.  x  .'.  .  «v;  v,.:  .-.  ,o  îl.o««ïvnie  nous  disponse  donc  de 
quiH»!   j.uojix  K*  ,i.  ui*  :■  ■  ^i  v     ,:  ^:,»  :,.;.    î,..i.:.    Jo^  ii.>inbre<  n.itiii>eK. 
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Journal  liir  die  reine  und  an*;;ew.Tndle  .Malltentatik.  In  zwan«^losen 
Hcften.  Heraiisgegehen  von  L.  Kronecker  und  K.  Weierslrass. 
Inliall  und  Nanien-V  erzeicliniss  der  bande  l.-C,  i8.<«()-i88j. 
Berlin,  i88j,  (leorg  Reinier,  'a5à  pages,  in-f'. 


ACTA  MATIIEMATICA. 

Tome  XI;  i«88  (»). 

Picard  {Emile),  —  Dénionstralion  d'un  théorème  général  sur  les 
fondions  uniformes  liées  par  une  relation  algébrique,  (i-ivi). 

Le  théorème  dont  il  s'agit  peut  s'énoncer  ainsi  :  «  Si  entre  deux  fonctions 
analytiques  uniformes,  ayant  un  ()oint  singulier  essentiel  isolé,  il  existe  une  re- 
lation algébrique,  le  genre  de  cette  relation  ne  peut  dépasser  un.  »  L'auteur  en 
donne  deux  démonstrations  essentiellement  diiférentes;  la  première  qui  ^appuie 
sur  une  proposition  empruntée  à  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  est  la 
reproduction  à  peu  près  exacte  de  celle  qu'il  avait  déjà  donnée  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques,  VU,.  Dans  la  seconde,  d'un  caractère  plus  élé- 
mentaire, on  démontre  d'abord  le  théorème  pour  une  relation  hyperelliptique. 
Le  procédé  de  démonstration  ne  parait  pas  s'étendre  au  cas  général;  mais  une 
ingénieuse  remarque  de  M.  Ilurwitz  permet  de  ramener  le  cas  général  'à  ce  cas 
particulier. 

Comme  conclusion  de  son  travail,  M.  Picard  fait  remarquer  qu'il  est  impos- 
sible d'obtenir  des  fonctions  uniformes  plus  simples  que  les  fonctions  fuch- 
siennes pour  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  algébrique  de 
genre  quelconque. 

Strauss  (Emil).  —   Une  généralisation  de  la  numération  déci- 
male, avec  a])|)lication  à  la  théorie  des  fonctions.  (i3-i8). 

Soient  a,,  a,,  ...,  a^,  ...  des  nombres  entiers  supérieurs  à  un,  et  w  un 
nombre  quelconque;  [x]  désignant  le  plus  grand  nombre  entier  non  supérieur 
à  X,  soit 


3 


Les  nombres  entiers  a,,  ...,rt^,  ...    seront  respectivement  plus   petits  que 
,,  «j,  ...,  a^,  ...  et  l'on  déduit  des  identités  précédentes 

a,  a,  a.^  ».)., 

a,         *i*,  a, a^...»,^        a, a^...a.^    . 


(*)  Voir  /iulletin,  \IV,,  p.  227. 


il  SECONDIi  PARTIK. 

Si  un  des  nombres  u,  est  nul,  tous  les  nombres  suivants  le  seront  aussi;  si- 
non, o>  sera  représenté  par  la  somme  d'une  série  convergente 

a.  a.  a^ 

•)  —    -  -    -T-    -  M-«  •  .  -r-  ^:- .  .  •  • 

Qfc.  3.3  31.  jl .  •  •  •  Qty 

car  le  terme  complémentaire ''---  < tend  vers  zéro  lorsque  v  aog- 

îX.  •  •  •  3^  3.  •  •  .  3^ 

mente  indéfiniment. 
Soit  A'  un  nombre  entier  positif  non  carré  parfait.  Prenons 

a,  —  A',        a^  —  2  A-,        a^  =  v  A",         . . . , 

et   soit  01  une   irrationnclb;  quelconque   telle   que   to<i,  o>\Â<Ci;   on    aura, 
pour  w  et  o>v  A'  deux  développements  en  séries  convergentes 

w  —  -'  -+-       '     -f-...-*--        "-4-..., 

3j  3.  3-  3. ■  •  •  3 

wv  A-  —    -'H ^      -I-.  ..H-         -"-    -   -h..  ., 

I  I     J  3| .  .  •  2y 

Les  doux  fonctions  entières  à  cocflicicnls  rationnels 

'  l  .A  V I 

G(jr)  —  A,.rM- ■    '  x*    -   ..-{-',  x":  .. . 
vérifient  les  relations 

Par  siiilo,  on  posant 

II  (j7)  --  Vi.r)  ■-  ,r  (1  (x). 
on  aura 


uf^yAj.o.     iif-^'^) 


—  i  ».)  : 


la  fonction  crilièro  à  rocffirierils  rylionncls  llf^r)  adincl  donc  une  seule  racine 
(le  ré((  lia  Lion  ali;él)ri(|uc  irréductible  L  x'  -  \  —  o. 


)^ 


Lercli  (.]/.).  —  îNole   sur  la  foiiclioiï  "H(ir,  .r,  .v )  :rzr   >   -  ^'    'i 
(i()-9,f). 

Kn  applifiiiant  un  raisonnement  dû    à   Ricmaun,  ranleur   montre    que   relie 
série  est  une  fonction  entière  de  5,  et  il  établit  une  relation  curieuse  entre 

n((v,  07, 1  —  5),         n(.r,    -i\',  5),         U(i  -   j-,  j\',  .v). 

Bnins  {II.).  —  Sur  les  inlé^ralcs  du  problème  des  n  rorps.  (9..*)- 


»  '        / 
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L'uuleur  élablil  que  le  problème  ne  comporte  pas  d'inlégrales  algébriques 
(ncconlenaol  pas  le  temps)  par  rapport  aux  coordonnées  des  points  et  aux 
composantes  de  leurs  vitesses,  en  dehors  de  celles  qui  sont  connues,  c'est-à-dire, 
de  celles  qui  résultent  des  théorèmes  généraux  sur  le  mouvement  du  centre  de 
gravité,  sur  les  aires  et  la  force  vive. 

Karl  lleun,  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  multiformes,  plusieurs 
fois  ramifiées  linéairement.  (07-1  18). 

Ces  recherches  se  rattachent  aux  travaux  de  M.  Pomcaré  sur  les  groupes 
des  équations  linéaires.  L'auteur  recherche  en  particulier  quel  est  le  nombre 
de  paramètres  dont  dépendent  les  équations  d'une  même  famille,  c'est-à-dire 
celles  dont  les  intégrales  sont  ramifiées  de  la  même  manière. 

Sc/nvering  (A'.).  —  Une  propriété  du  nombre  premier  107.  (119- 
120). 

Suite  du  travail  publié  dans  le  tome  X  des  Acta. 

Thomson  (^Sir  U  illiam).  —  Sur  les  divisions  de  l'espace  avec  le 
minimum  des  surfaces  de  séparation.  (i2i-i34). 

Les  surfaces  qui  répondent  à  cette  condition  de  minimum  doivent  être, 
comme  on  sait,  à  courbure  moyenne  constante.  De  plus,  si  l'on  considère  plu- 
sieurs surfaces,  se  coupant  suivant  une  certaine  courbe,  les  plans  tangents 
doivent  être  tels  que  des  forces  égales  situées  dans  ces  plans  et  perpendicu- 
laires à  la  ligne  d'intersection  se  fassent  équilibre.  L'illustre  physicien  étudie 
certains  modes  de  division  que  l'on  peut  réaliser  physiquement. 

Goursat  (/?.).  —  Sur  un  mode  de  transformation  des  surfaces  mi- 
nima.  (i35-i86;  2J7-2()4-  Deux  Mémoires). 

A  toute  courbe  minima  corrc^'pond  une  surface  minima  réelle  parfaitement 
déterminée;  si  la  courbe  minima  subit  un  déplacement  réel,  la  surface  minima 
correspondante  éprouve  le  même  déplacement.  Mais,  si  l'on  fait  subir  à  la 
courbe  minima  un  déplacement  imaginaire,  on  obtient  des  surfaces  minima 
tout  à  fait  différentes  de  la  première.  L'élude  des  surfaces  que  l'on  peut  ainsi 
déduire  d'une  surface  minima  donnée  et  des  relations  qu'elles  ont  avec  la  pre- 
mière constitue  le  principal  objet  de  ce  travail. 

Tout  déplacement  se  ramenant  à  une  translation  et  à  une  rotation,  et  une 
translation  ne  changeant  pas  la  surface,  il  suffit  d'étudier  l'effet  d'une  rotation. 
L'auteur  démontre  ensuite  que  toute  rotation  imaginaire  est  équivalente  à  une 
suite  de  deux  rotations  :  i*>  une  rotation  réelle;  2<'  une  rotation  imaginaire 
autour  d'un  axe  réel;  ceci  permet  de  se  borner  à  considérer  des  rotations  au- 
tour d'axes  réels.  L'axe  de  rotation  étant  pris  pour  axe  des  z,  si  x,  y^  z  dési- 
gnent les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  primitive  S,  x^,  y^<,  z^  celles  du 
point  correspondant  de  la  surface  adjointe  S„,  on  trouve  sans  difficulté  pour 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  nouvelle  surface  S, 

!x^-n  X  cosh^  —J'o  sin/ff, 
Vj  =  j'  cos  //  ^  -h  x„  sin  h  9, 
Zf  =  -3, 

?  désignant  une  constante  réelle. 
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Ces  formules  pcnncllcnl  de  construire  S,,  quand  on  roiiuall  S  cl  S^.  Soient 
a,  ?,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  S,  a,,  ?,,  y,  les  cosinus  direcleurs 
de  la  normale  à  S,,  ds^da^  les  éléments  linéaires  des  deux  surfaces,  on  a 


(2) 


\ 


[  ds^  —  (  cos  /i  9  —  Y  sin  /<  5  )  ds^ 

,'  ^  ji^i ti 

j  a    ~    3   ~  y  cos/19 -i- siii  A  9  ~    cosA»  —  7  sin /i5 

^  rfa,  rfjT, H-  rf^,  d\\  -\-  dy^  dz^  —  ±:{doLdx-\-  f/Ji  dy  4-  </y  dz  ). 


De  ces  formules  on  déduit  sans  difficulté  les  propriétés  les  plus  simples  de  la 
surface  S,.  Ainsi  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  asymptoliques  de  S,  cor- 
respondent aux  lignes  de  courbure  et  aux  lignes  asymptoticiues  de  S,  toute 
ligne  de  courbure  plane  se  change  en  une  ligne  de  courbure  plane,  etc.  Si  Ton 
applique  cette  transformation  à  l'ulysséide  on  ob(ii.'nt  les  surfaces  à  lignes  de 
courbure  plane  de  M.  Bonnet.  Quand  une  surface  minlma  adintrt  une  ligne  de 
courbure  plane  ou  une  ligne  asymptotique  hélicoïdale,  les  deux  nappes  de  la 
surface  se  déduisent  l'une  de  Taulre  par  une  transformation  de  la  nature  pré- 
cédente. 

Ktant  donnée  une  courbe  minima  quelconque^  si  on  lui  applique  la  transfor- 
mation homographique  la  plus  générale  qui  conserve  le  cercle  de  l'infini,  on 
obtient  une  famille  de  surfaces  minima  réelles  dépendant  en  général  de  htdt 
paramétres,  sauf  pour  certaines  courbes  minima  particulières.  Les  cas  où  ce 
nombre  s'abaisse  sont  déterminés  au  §  10.  Les  paragraphes  suivants  contiennent 
l'extension  de  ces  recherches  aux  surfaces  minima  imaginaires,  quand  on  fait 
subir  aux  deux  courbes  minima^à  l'aide  desquelles  on  peut  définir  la  surface, 
des  déplacements  quelconques. 

La  fin  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'examen  de  la  question  suivante  :  Étant 
données  deux  surfaces,  on  prend  les  sections  des  deux  surfaces  par  des  plans 
variables  pu  rit  lié  les  à  un  plan  Ç\%q.  et  on  fait  correspondre  les  points  des  deux 
sortions  oj  les  tangentes  sont  parallèles;  dans  i|uels  eus  obtient-on  une  appli- 
ralion  roiiforMu*  des  deux  surfaces,  l'une  sur  l'autre,  par  ce  mode  de  correspon- 
«lanre?  Les  surfaces  S,  S,  des  numéros  précéd(;nts  fournissent  une  solution  du 
problème,  si  le  plan  variable  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  z.  Il  en  est  de 
même  des  surfaces  de  révolution  dont  les  méridiennes  ont  respectivement  pour 
é(|uations 

poursu  ({uc  l'on  ait 

I  -i-  '^'*(  z)  _   l  -^-  'Y'(  z) 
9*"(  z  )       ~       v'{  -  ) 

r)rs  ral(nl>  as>rz  coinpiicpjès  «'oncluiscnt  à  celte  cont  iiisioii  (|u*i|  n'y  a  pus 
d'autres  solutions  que  ces  dcux-là. 

Dans  le  second  .Mémoire,  l'auteur  traite  la  question  suivante,  à  la(|iielle  on 
est  anieuc  par  les  résultats  précédents.  Soient 

•''1  "~^  ./   (  '^J  .^''    ^  •  '^„'  }'„■*   ^n  )  y 

.1",  "~  'f  t  X,  r,  z  \  •t\,>y,-,^  •^.,  ). 
z ^    -  y  (  JTf  y,  z  ;  .t^^,  i'^,  «  _  ) 

trois   foiirliojis  des  >i.\  variables   incb^pcrulantcs  .r.    r,  ^  :  x...    i- ,    -  .   Siinpi»son<^ 
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que  x,  r,  z  désignent  les  coordonnées  d*un  point  d'une  surface  minima  quel- 
conque S,  Xoi  y^y  -8,,  les  coordonnées  du  point  correspondant  de  la  surface  ad- 
jointe S^;  le  point  des  coordonnées  ^,,  j',.  -,  décrira  une  certaine  surface  S,. 
Quelles  sont  les  fonctions  /,  9,  <J/  les  plus  générales,  telles  que  la  surface  S, 
soit  aussi  une  surface  minima,  quelle  que  soit  la  surface  minima  S? 

Des  propriétés  connues  des  surfaces  minima,  on  déduit  que  les  fonctions  /, 
9,  ^  peuvent  s'obtenir  au  moyen  d'une  transformation  ponctuelle 

X  =  F(x,  y,z),        Y  =  4»(x,  y,z),        Z  =  >V{x,y,z), 

changeant  toute  courbe  minima  en  une  courbe  maxima,  c'est-à-dire  satisfaisant 

à  la  relation 

d\^^d\^-\-dZ^r^\{dx^-^dy^-\-dz^)\ 

on  sait  que  toutes  les  transformations  de  celte  nature  peuvent  être  obtenues 
par  une  suite  d'inversions  et  ne  dépendent  que  d'un  nombre  fini  de  paramètres. 

Hiinvitz  {A,),  —  Sur  le  développement  des  quantités  complexes 
en  fraction  continue.  (187-îioo). 

Soit  (S)  un  système  de  nombres  complexes  tel  que  la  somme,  la  différence, 
le  produit  de  deux  nombres  quelconques  du  système  appartiennent  encore  au 
système;  supposons  en  outre  que,  dans  une  région  finie  du  plan,  il  n'existe 
qu'un  nombre  fini  de  quantités  faisant  partie  du  système,  ce  qui  exige  en  par- 
ticulier qu'il  n'y  ait  aucun  nombre  du  système,  sauf  o.  de  module  inférieur  à 
un.  L'unité  est  toujours  considérée  comme  un  nombre  du  système.  De  toute 
quantité  complexe  on  déduit  une  suite  d'équations 

III  I 


a:,  •        •      J7,  '        '      x^  "        "      X 


i»+i 


a,,  a,,  ...,  a„,  ...  appartenant  au  système  (S).  Si  cette  suite  se  poursuit  indé- 
finiment, elle  conduit  à  représenter  x^  par  une  fraction  continue  illimitée 

^0  ~  (  ^0»  ^1»  •  •  •  »  ^»»»  *^ii+i  )  • 
Soit  —  la  ;!'*"•  réduite,  la  différence  Xo—  —  peut  s'écrire 

M.  Hurwitz  sup|)Ose  que  l'on  a  choisi  les  nombres  cr^,  «,,  ...,  rt„,  de  telle 
façon  que  B^  reste  fini  tandis  que  q^  augmente  indéfiniment  avec  n.  Grâce  à 
cette  hypothèse,  on  peut  étendre  à  ces  nouvelles  fractions  continues  la  plupart 
des  propriétés  connues  des  fractions  continues  ordinaires  :  i*  lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  la  fraction  converge  et  a  pour  somme  Xo;  2°  si  la  fraction  se  pour- 
suit indéfiniment,  la  somme  Xo  ne  peut  être  égale  au  quotient  de  deux  nombres 
du  système  (S);  3*  si  la  quantité  x^  satisfait  à  une  équation  du  second  degré 
dont  les  coefficients  sont  des  nombres  du  système  (S),  les  quantités  x,,  a:,,  ..., 
j:^,  ...  ne  peuvent  prendre  qu'un  nombre  fini  de  valeurs. 

L'auteur  applique  ces  considérations  générales  au  système  des  nombres  en- 
tiers complexes  m-f-«f,  et  au  système  des  nombres  entiers  complexes  m  -\-  no. 
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-  )     Soil  X  =  M -I- iV  une  quaiililé  complexe  quelconque:  oo 


(.  -^- 


2 

pcul  l'érrire 


X  --^  a  -{-  (m' -h  iV), 


rt  élanl  un  nombre  cnLicr  complexe  de  la  forme  m -r- /ii,  choisi  de  lelle  faroo 
que 


1 

I 

»  *-  ,     * 

:."  <   » 

-    :.v'<  - 

2 

2 

2                    1 

l)c  celle  façon  on  associe  à  chaque  quanlilé  complexe  x  un  nombre  entier 
complexe  a.  De  louU*  ((uanlilé  complexe  x^t  on  peut  donc  déduire  une  suile 
dVquulions 

I  I  I 

at^  (l(>*si^'naril  le  nombre  complexe  associé  à  x^.  Le  seul  point  un  peu  délicat  est 
la  démonstration  de  l'inégalité  I7,  |>|7«_,  I;  M.  llurwilz  y  parvient  par 
l'emploi  d'une  représentation  géométrique. 

Sytoiv  (A.).  —  Sur  les  groupes  transiliTs  dont  le  degrë  est  le  carré 
d'un  nombre  premier.  (201-25(3). 

Si  Tordre  d'un  groupe  est  divisible  par  une  puissance  d'un  nombre  premier, 
telle  que  y?»",  sans  l'être  par  />"•"*',  cet  ordre  csl  de  la  forme  p"*ïl{np  -i-i);  le 
groupe  en  contient  un  autre  de  l'ordre  p'^U',  celui-ci  contient  à  son  tour  un 
troisième  groupe,  de  l'ordre  p"\  auquel  toutes  ses  subslitulions  sont  permu- 
tables; enfin  le  nombre  des  groupes  de  l'ordre  z?*"  contenus  dans  le  premier 
groupe  est  np  4-1.  L'aulcur  considère,  dans  le  présent  travail,  le  cas  le  plus 
simple,  relui  des  ^Touprs  triinsitifs  de  degré  p\ 

Soil  (i  un  ;;n)U|)o  transitif  de  degré  />',  O  son  orrlre  «ju'on  suppose  divisible 
par  />'*',  mais  non  par  /-»'*',  I  un  groupe  de  l'ordre  /?*  ^  contenu  dans  G,  H  le 
pins  grand  groupe  ronlcnu  dans  G  dont  les  subslituli(»ns  sont  p«*rmutables  à  I. 
L'ordre  dw  groupe  II  sera  p'^^'W^  où  II  est  premier  avec  />  ;  ou   aura  donc 

O    -  p^'H]{np  -h  1). 

Dans  le  picuiior  paragraphe,  railleur  détermine  la  forme  de  I.  dans  un 
d<Mixirnio  celle  de  II.  Dans  les  d(Mix  suivants;  il  s'occupe  du  nombre  n;  enlin  le 
dernier  contient  (jneUincs  a|>plirations. 

Sc/nve/'i'n^  ( h\).  —  Ilcchcrrhes  sur  la  nonne  des  nombres  corn- 
plexes.  ('Aiu)-9A)C)) . 

L'auteur  étudie  les  noi-ines  de  nombres  complexes 

rf,  a  -I-  a  a»   .  . .  .      a-^    ,  a'    ', 

où  a  e>t  une  racine  iniaginaiie  de  ré«|naUnn  a'  -  i  t  0.  Ce-;  rrolicrrbos  '^r 
raltaehenl  à  relies  de  Kroneeker,  de  Rcuselile.  et  à  nn  Méinoiie  iiolériour  do 
l'auleur,  publié  flans  le  lonic  \  de  ee  journal. 
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Soderberg  (/.-/.).  —  Démonstration  du  théorème  fondamental 
de  Galois  dans  la  théorie  de  la  résolution  algéhrique  des  équa- 
tions. (2()^-3o2). 

lieproduclion  d'une  dcmoiislration  publiée  diins  la  llièsc  de  Tau  Leur.  L'exis- 
tence du  groupe  de  Galois  esl  ralLachéeaux  propositions  établies  par  Lagrange 
dans  son  Mémoire  Hé/lexions  sur  la  résolution  algebl'ique  des  équations. 

Staude  {Otto),  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une 
surface  de  révolution.  (3o3-332). 

L'auteur  reclierclie,  en  particulier,  les  conditions  pour  que  le  mouvement  soit 
stable,  pour  qu'il  soit  périodique,  t;tc.  Il  s'appuie  pour  cela  sur  les  résultats 
d'un  Mémoire  antérieur,  relatif  à  une  espèce  de  fonctions  périodiques. 

ff'eber  {II.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (second 
Mémoire).  (333-3()o). 

Ce  Mémoire  comprend  <leux  Parties  :  la  première  se  rapporte  à  la  théorie  de 
la  transformation;  l'auteur  introduit  d'abord  les  fonctions  modulaires  y ((*>), 
y^i(")» /»(*^)» /j(*^)  tï*>"t  on  a  rappelé  la  définition  dans  le  compte  rendu  de 
ses  Elliptische  Functionen  {Bulletin,  W,,  p.  106):  il  établit  leur  caractère 
d'invariance  pour  la  transformation  linéaire,  puis  les  équations  modulaires  (al- 
gébriques) dans  le  cas  d'un  degré  de  transformation  premier  ou  composé. 
La  seconde  Partie  se  rapporte  à  la  multiplication  complexe  et  embrasse,  pour 
ce  qui  est  du  calcul  des  nombres  algébriques  liés  à  celte  multiplication,  les 
résultats  dus  à  M.  Hermite,  au  P.  Joubert  et  à  M.  Kronecker.  Si  le  rapport  des 
périodes  w  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  Aw'-h  2Bo>  -j-  C  =  o,  où 
A,  B,  C  sont  les  coefficients  d'une  forme  quadratique  proprement  primitive  de 
déterminant  négatif  — m;  y  («d)  est  un  nombre  entier  algébrique,  qui  reste 
invariable  quand  on  remplace  la  forme  (A,  B,  C)  par  une  forme  équivalente,  et 
dont  le  degré  est  égal  au  nombre  de  classes,  de  formes  proprement  primitives, 
à  déterminant  — ni\  de  là  la  notion  d'invariants  de  classes  et  d'équations  de 
classes,  que  M.  Weber  apprend  à  former,  au  moyen  des  principes  exposés  dans 
la  première  Section.  Un  Tableau  placé  à  la  fin  de  cette  deuxième  Partie  en  ré- 
sume les  résultats. 

Lilienthal{R.).  —  Remarques  sur  les  surfaces  pour  lesquelles  la 
diflerence  des  rayons  de  courbure  principaux  est  constante. 
(391.394). 

Détermination  dos  surfaces  de  révolution  possédant  cette  propriété. 

Ptaszycki  {J.),  —  Sur  l'inlégralion  algéhrique  des  d i (Té renti elles 
algébriques.  {'ii)?i'\oo). 
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La  mêllio<Ic  proposée  repose  sur  le  lliêorèine  suiviiiit  :  •  Si  l'inlégraie    /    ,>  <'jc. 

où  P  est  un  polynôme  entier  en  x,  et  z  unefonrlion  ulgébrique  iléHnic  par  une 
équation  irréducliblc  d'ordre  n 

est  algébrique,  elle  est  de  la  forme 

r  zdx        X..-f- \,c -4-...-'- \„_,  J"-' 

/   -p- V 

les  polynômes  V,  X„,  X,,  ...,  X„_,  pouvant  se  déduire  des  coefficients  de  P  ei 
de  réqualion  en  z^  par  un  calcul  qui  n'introduit  que  n  constantes  arbitraires. 
Il  suffira  d'examiner  si  l'on  peut  disposer  de  ces  n  constantes  de  façon  que 
l'égalité  précédente  soit  vérifiée. 


Tome  XII;  1888-1889. 

Appell  (P-)'   —  Sur  le  mouvement  d'un   fil  dans  un  plan   Hxe 

(i-5o). 

L'élude  du  mouvement  d'un  fil  flexible  et  inextensible  dans  un  plaQ  fixe 
avait  été  commencée  par  M.  Hesal  qui  avait  formé  deux  équations  simultanées 
aux  dérivées  partielles  de  l'intégration  desquelles  dépend  la  solution  du  pro- 
blème. Dans  le  présent  Mémoire,  M.  Appell  ramène  la  reclierche  du  mouve- 
ment du  fil  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième 
ordre,  qui  se  prèle  facilement  à  la  résolution  de  plusieurs  problèmes  impor- 
tants. 

Soit  a  l'angle  que  fuit  à  l'instant  /,  la  tangente  au  fil  en  un  point  avec  l'axe 
des  abscisses  :  I  equati(m  de  la  tangente  sera  de  la  forme 

j:  sin  a  —  )'  cosa  =  />', 

p  désignant  une  fonction  de  a  el  /,  dont  les  dérivées  successives  par  rapport 
à  a  seront  appelées  jd',  /;',  .... 

La  méthode  suivie  par  M.  Appell  consiste  à  prendre  pour  inconnue  la  fonc- 
tion p  cl  pour  variables  indépendantes  a  et  t. 

Si  l'on  eflVctue  ce  changement  de  variables  dans  les  é(}ualions  or<linaii-es  du 
mouvement  du  (il,  on  obtient  les  deux  écpialions 


(!) 


en  dési;;iiant  par  m  ils  la  masse  de  rélénimt  ds.  par  T  la  tension  de,  cet  élé- 
ment, et  par  »!»  cl  H'  les  composantes  tangcnliclle  et  normale  de  la  force  exté- 
rieure rapporté»'  à  l'unité  de  masse. 

Les  é(pialioiis  précédentes  sont  deu\  rqualions  simultanées  définissant  T  dp 
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cil    foiiclioii  (le  a  (*t  t.   Kn  éliminanl  T  enlre  ces  équalioiis,  on  obtient  une 
équation  de  (luattirnic  ordre 

qui  définit  p  en  fonction  de  a  et  /. 

A  toute  intégrale  particulière  de  celle  équation  correspond  un  mouvement 
possible  du  fil,  à  condition  que  la  valeur  de  la  tension  T  fournie  par  la  pre- 
mière des  équations  (i)  soit  positive. 

Après  avoir  inonlré  comment  les  é<|ualions  (1)  peuvent  élre  déduites  de 
celles  que  donne  M.  Hcsal  dans  son  Traité  de  Mécanique  générale  (t.  1, 
p.  321  et  suivantes),  .M.  Appeil  applique  les  résultats  précédents  à  quelques 
problèmes. 

Supposant  «jue  la  force  extérieure  appliquée  à  un  élément  du  fil  dépende 
uni<|uement  de  la  position  de  cet  élément,  est-il  possible  (|ue  le  (il  afTectc  une 
ligne  de  repos  apparent  dans  Tespace?  Il  suffit  de  cliercbcr  a  satisfaire  à  l'é- 
quation (2)  par  une  intégrale  particulière  de  la  forme 

/>  =  A  -4-  e, 

011  A  dépend  de  a  seulement  et  0  de  i  seulement. 

Si  l'on  suppose  le  (il  homogène  (cas  examiné  par  M.  Léauté),  on  trouve 
immédiatement  que  H  est  une  fonction  <lu  second  ou  du  premier  degré  en  /. 

Le  problème  précédent  est  un  cas  particulier  du  suivant  considéré  par 
M.  Koutli  :  «  Chercher  s'il  existe  un  mouvement  du  (il  pouvant  se  représenter 
par  le  glissement  du  (il  le  long  d'une  courbe  de  forme  invariable  animée  d'un 
mouvement  de  translation,  et  déterminer  ce  mouvement  Aw  (il  s'il  existe.  » 

Il  suffira,  pour  résoudre  cette  question,  de  chercher  une  intégrale  de  (2)  de 

la  forme 

p  —  -~\  cosa  —  T,  sina  -f- A  -4-  8, 

A  étant  une  fonction  de  a  seul,  H,  t,,  %  des  fonctions  de  i  seul. 

M.  Appeil  termine  son  Mémoire  en  montrant  (pie  l'équation  (2)  se  prête  fa- 
cilement à  l'élude  des  oscillations  infiniiiiciit  petites  autour  d'une  position 
d'équilibre  stable. 

Lerch  {M,).  —  Sur  une  niélliode  pour  obtenir  le  développement 
en   série    tri«»ononiéLrique    de   quel(|ues   fonctions   elliptiques. 

(;)i-3.)). 

Méllio<le  directe  et  simple  pour  obtenir  le  développement  en  série  trigono- 
métrique  de  la  fonction 

où 

&,.(«)  —  I  -T-  2  ^  (  —  I )" q'**  cos 2 nur,.         q  —  e''\ 
/I-   I 

Guichavd  (C).  —   Sur  les  é(|ualions  dinTérenlielles  linéaires  k 
coefficienls  algébriques.  (5--6i ). 
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Soit 

il"  z  d''~*  ' 

une  équation  dilTêrenlielle  linéaire  et  liomogcne,  où   les  B,  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  deux  variables  x,  v  lices  par  une  équation  algébrique 

(2)  V{x,y)  =  o. 

Soit  X  ^  a,  y  —  b  un  point  de  ramification  d'ordre  ni  de  la  courbe  (2). 
Supposons  que,  pour  x  —  rt,  y  —  6,  U,,  B,,  . . .,  \\^  restent  finis. 

M.  Guicbard  établit  le  tliéoréine  suivant  : 

«  Si  la  variable  x  tourne  m  fois  autour  du  point  a,  les  n  intégrales  ie  Iné- 
quation (1)  reprennent  leur  valeur  initiale.  » 

fries  (J.  de),  —  Sur  certaines  configti rations  planes.  (63-8 1). 

Une  figure  plane  composée  de  p  points  et  de  g  droites,  chaque  point  étant 
le  point  de  départ  de  y  droites  et  rl)a(|ue  droite  le  support  de  r  points,  est  «ne 
configuration  que  l'on  désigne  par  ie  symbole  {p^y  g^)  lorsque  v  et  -n  sont  dif- 
férents et  par  le  symbole  p^  lorsfjue  y  et  7:  sont  égaux. 

.M.  de  Vries  développe  les  propriétés  de  (juelques-unes  des  configurations 
(/'«»  S\)  *^^  ^'^  cjiielques  autres  configurations  qui  leur  sont  intimement  liées. 

I^ri'osc/ii  (F,),  —  Sur  Téqnalion  dn  sixième  degré.  (83-ioi). 

M.  Briosclii,  après  avoir  rappelé  les  résultats  relatifs  aux  invariants  d'une 
forme  binaire  du  sixième  degré  et  le  lien  <iui  existe  entre  les  recliprcbes  «le 
Malfatli  sur  l'équation  du  cinr|uièmc  degré  et  celles  de  Jacobi  et  de  M.  Cayley, 
on  lire  quelques  conséquences  et  montre  comment  on  peut  ramener  l'équation 
du  sixième  degré  à  une  forme  normale  qui  se  résout  aisément,  au  moyeu  des 
fonctions  thèla  liypeicllipliqucs  à  deux  variables. 

Ileun  (A.).  —  Remarques  sur  la   tliéorie  des  fonctions  pliisieut's 
fois  ramifiées  linéairement.  (io.'^-i()8). 

Dans  les  six  pages  r|ui  formant  le  présent  Mémoire,  M.  Ilcun  établit  quelt|ues 
additions  cl  une  rcctificafion  à  ses  recliercbcs  publiées  au  t.  11  des  Acta  nio- 
Ihcmatica. 

Ilachs  (./.).  —  D(''monslt'alion  de  Seherinjr,  an  moyen  du  symbole 
[x]  de  la  loi  de  r('(îi[)rocité.  (loç^-i  i  i  ). 

La  déiiMMisiralion  de  Srliciing  se  trouve  insérée  aux  \at'hrirhten  iU^  i\i\x- 
linguc  (1^79,  p.  }.\~-r>'\)  et  aux  Comptes  rendus  des  séances  de  t'Academi*» 
des  Sciences  (i.  lAWN  III,  p.  1073-107")). 

IIoi'n  (/.).  —  Sur  lin  système  d'i'*(pialions  lint'aires  anx  drrivées 
partielles.  (1  i.i-i  -5). 

M.  Ilorn  se  proj)osc  (rétrndrc  aux  «'qualions  aux   dèrivéc^i   parhello>   les  ré- 
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sultals  contenus  dans  le  Mémoire  fondamental  de  M.  Fuchs  {Journal  de 
Crelle,  t.  6G);  M.  Picard  avait  étendu  aux  fonctions  de  deux  variables  le  pro- 
blème de  Riemann  relatif  aux  fonctions  hypergéométriqucs  et  montré  que 
certaines  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  peuvent  être  déterminées 
par  leurs  points  critiques  et  les  exposants  correspondants;  ces  recherches  de 
M.  Picard  {Annales  de  l'École  Normale,  1881)  et  celles  antérieures  de 
M.  Appell  {Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  1880  et 
Journal  de  Liouville,  i88q)  servent  de  point  de  départ  à  M.  Horn  dont  le  Mé- 
moire est  consacré  principalement  à  l'étude  du  système 

d*  z  âz  âz 

&z         .  ,   âz        ,   âz 


Oxây         »  'âx         *ây 

â*z  _  âz  âz 

où  les  coefficients  a,  6,  c  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a?  et  ^  telles  que 
les  trois  équations  précédentes  aient  trois  solutions  communes  linéairement 
indépendantes. 

Kosvalevski  {S),  —  Sur  le  problème  de  la  rotation  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe.  (177-232).' 

Le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide  pesant  autour  d'un  point  fixe 
peut  se  ramener  à  l'intégration  du  système 

A^f  =  (B  -o^r  -f-  Mg{y,r-^.r)^     m=''^'~  ^^'' 

B^  r=(C-A)r/>  -hM^(5,r  -:r.r'),         ^^^^y'-ry, 

„  dr  rfv" 

C^  =  (A-B)^<7  4-M^(j:„r  -roY)»         "ST  "^  ^^  -P^'y 

où  les  constantes  A,  B,  C,  M,  x^^  y^y  z^  ont  une  signification  bien  connue  :  A, 
B,  C  sont  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  considéré  rela- 
tivement au  point  fixe;  M  est  la  masse  du  corps;  â?o>  ^o»  <So  sont  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  du  corps  dans  un  système  d'axes  formés  par  les  axes 
principaux  d'inertie  relatifs  au  point  fixe. 

On  n'était  parvenu  à  intégrer  ces  équations  que  dans  deux  cas  particuliers  : 

I*  Le  cas  de  Poisson  (ou  d'Euler)  où  l'on  a 

x^  =  y^  =  iîg  =:t  o  : 
2*  Le  cas  de  Lagrange,  où  l'on  a 

A  =  B,        j7„  =  ^^  =  o. 

Les  six  quantités  p,  g,  r,  7,  y',  y'  sont  dans  ces  deux  cas  des  fonctions  uni- 
formes du  temps,  n'ayant  d'autres  singularités  que  des  pôles  pour  toutes  les 
râleurs  finies  de  la  variable. 

M***  Kowalevski  montre  que  les  intégrales  des  équations  difTérentielles  con- 

BulL  des  Sciences  maihém.,  a«  série,  t.  \VL  (Avril  1891.)  H. 5 
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sidérées  ne  conservent  pas  celle  propriété,  en  général,  mais  que,  oulre  les 
deux  cas  déjà  connus,  il  existe  un  cas  nouveau  où  la  circonslance  précédente 
se  présente;  c'est  le  cas  où  les  constantes  satisfont  aux  équations  suivantes  : 

A  =  B  =  2  C,        Zo  =  o. 

C'est  ce  problème  où  l'on  a  A  =  B  =  aC  et  où  le  centre  de  gravité  du  corps 
se  trouve  dans  l'équateur  de  l'ellipsoïde  qui  fait  l'objet  du  Mémoire  de  M*"  Ko- 
walevski  :  Tinlégration  complète  s'effectue  à  l'aide  de  la  théorie  des  fonctions 
abéliennes. 

Volterra  (  V,),  —  Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  imaginaire.  (233-286). 

M.  Volterra  remarque  que  Ton  peut  étendre  la  représentation  des  fonctions 
de  trois  variables  indépendantes  par  les  fonctions  des  points  d'un  esptice  à 
trois  dimensions;  on  peut  en  effet  faire  correspondre  à  chaque  ligne  oa  à 
chaque  surface  les  valeurs  d'une  variable;  on  obtient  ainsi  des  fonctions  des 
lignes  et  des  fonctions  des  surfaces  de  l'espace. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  de  montrer  comment  les  fonctions  d'une 
ligne  permettent  de  généraliser  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  ima- 
ginaire. Celle  généralisation  s'obtient  en  faisant  correspondre  à  chaque  ligne 
fermée  de  l'espace  les  valeurs  de  deux  variables  imaginaires  liées  entre  elles 
par  une  condition  différentielle  semblable  à  la  condition  de  monogénéité  de 
la  théorie  ordinaire. 

Tchebyclieff  {P ,).  —  Sur  les  résidus  intégraux  qui  donnent  des 
valeurs  approchées  des  intégrales.  (287-322). 

Dans  un  Mémoire  Sur  la  représentation  des  valeurs  limites  des  intégrales 
par  des  résidus  intégraux^  inséré  au  l.  IX  des  Acta  (*),  M.  Tchebycheff  avait 
montré  comment,  d'après  les  valeurs  données  de  2m  intégrales, 

I     f{x)dx,         I     xf(x)dxy        ....  /     x*'^-' f{x)  dx, 

(a  et  h  réels,  et  a  <  6), 
on  pouvait  trouver  les  limites  les  plus  étroites  de  la  valeur  de  l'intégrale 


f. 


f{x)dxy 


lorsque  la  fonction  inconnue /(a:)  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  X  comprises  entre  a  et  6  et  lorsque  la  valeur  de  v  reste  comprise  entre  a 
et  b.  Ces  limites  sont  données  par  les  inégalités 

v  —  id  i'  +  O) 


(')  Voir  Dulleliny  XIV,,  p.  12G. 
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où  tù  est  une  quantité  positive  infiniment  petite  et  F(^)  une  fonction  rationnelle 


V{z)  = 


*,(-) 


qui  s'obtient  facilement  par  un  d<^veloppement  en  fraction  continue;  ce  déve- 
loppement donne  *o(-)  et  *, (-s)- 

Les  inégalités  précédentes  conduisent  à  ce  résultat  que  la  différence  entre  le 
résidu  intéj^ral 

p       <l>o(3) 
n  -  M 

et  rinté^rale 

est  au  plus  égale  à  la  fraction 

L'étude  de  cette  fraction  et  de  formules  qui  peuvent  conduire  à  lu  détermi- 
nation de  sa  limite  supérieure  forme  Tobjet  principal  du  Mémoire  de  M.  Tclie- 
bycheiï. 

Picard  {E ,),  —  Sur  une  classe  d'équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  (323-338). 

Ce  Mémoire  annonce  le  commencement  des  recherches  de  M.  Picard  relatives 
à  la  détermination  des  intégrales  d'une  équation  auiE  dérivées  partielles  du 
second  ordre  par  leurs  valeurs  sur  un  contour  fermé.  On  pourra  voir  {Journal 
de  Mathématiques,  1890,  et  Journal  de  V École  Polytechnique,  1890)  de 
quelle  généralisation  sont  susceptibles  les  résultats  particuliers  que  nous  allons 
résumer. 

M.  Picard  s'occupe  ici  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond  ordre,  obtenues  en  exprimant  que  la  variation  première  de  l'intégrale 
double 

est  égale  à  zéro,  en  désignant  par  9  une  forme  quadratique  en  V,  -r-  et  -7-  *  les 

coefficients  étant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  y, 

La  classe  d'équations  ainsi  obtenue  jouit  de  diverses  propriétés  remar- 
quables. 

Une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

ne  peut  dériver  d'une  forme  quadratique  çfv,  \->  -7- )  par  le  procédé  précé- 
dent que  s'il  existe  une  relation  entière  entre  a^  bj  c,  cf,  e  et  leurs  dérivées 
partielles  jusqu'au  second  ordre.  Soit 

F(a,  ft,  c,  . . .)  =0 
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relie  rcluLi(»n,  F  élanl  un  polynôme.  Celui-ci  sera  un  invarianl  de  Téquation 
l'orreApondanl  à  un  cliangemenl  de  variables  et  de  fonction. 

Lorsque  la  condition  F  =  o  est  remplie,  il  existe  une  infinité  de  formes 
quadraliques 

pouvant  servir  à  engendrer  Téquation  linéaire  aux  dérivées  partielles. 

On  peut  étendre  aux  équations  rentrant  dans  la  catégorie  précédente  des  ré- 
AultulA  classiques  dans  la  théorie  de  l'équation  du  potentiel.  Si  R  est  une  région 
du  plan  à  contour  simple,  où  la  forme  quadratique  /  est  déûnie  et  si  A  est  une 
iiiri'  de  II  limilée  par  une  courbe  C,  il  existe  une  seule  fonction  V(x,^)  uni- 
forme et  continue  dans  A  ainsi  que  ses  dérivées  partielles,  et  prenant  sur  le 
Ciuilour  C.  une  succession  donnée  de  valeurs. 

M.  Picard,  après  avoir  montré  comment  on  peut  tirer  parti  de  rindétermioa- 
lion  dcH  coet'ticients  de  la  forme  quadratique,  établit  que  toute  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  de  la  classe  considérée  peut,  par  un  changement  con- 
\cnuble  de  variables  et  de  fonction,  élre  ramenée  à  la  forme 

ôx*        dv       -^  ^     >  ' 

m 

(«elle  dernière  équation  acquiert  par  là  un  intérêt  particulier  :  M.  Picard  eo 
reprend  Tètude  en  st^  proposant  particulièrement  la  détermination  d'une  inlé- 
lirale  au  moyen  de  ses  valeurs  le  long  d*une  courbe  fermée. 

/hhriner  (il,),  —  Sur  Toctogone  formé  par  les  huit  poÎDls  d^în- 
lt»rseclion  dt*  li\>is  surfaces  du  second  ordre.  ( 339-36 1). 

Le  point  de  dè|mrt  de  M.  Dobriner  est  un  théorème  de  liesse  (t.  ^  da  Jour- 
nul  de  CtYttft  p.  i'>0  qui  contient  une  extension  du  ihéorèroe  de  Pascal  cl 
qui  e<l  ivlatif  uu\  huit  piunts  d'intersection  de  trois  quadriques:  M.  Dobriner. 
chcivlianl  à  lr\m\er  les  pn^posilions  correspondantes  à  celles  de  It^teiaer.  Kirk- 
niiUi.  r.a\ley  et  Salmon.  a  été  amené  à  faire  une  étude  de  la  conlîçuratioD 
formée  par  ot»s  huit  points. 

/i'utht^n  ^//.-<f,^.  —  Noie  sur  les  huit  points  d'interseclion  de 
lrt>is  surfaoo'i  du  second  ordre.  (36a-3t>ir». 

M.  /.eulhoii  joint  quelques  remarques  aux  recherches  précédentes  de  M.  Do- 
briner et  il  elablil,  en  (virlioulier.  un  ihi^rème  qui  se  dédait  de  la  thè\>rte  des 
complexes  linéaires  de  dr\>iles. 

Uuf'\\itz  \^.I>K  —  Sur  un  mode  [particulier  de  développ«Mi)ent  en 
fractions  continues  des  quantités  réelles. 

Si  Ton  desijsne  par  x.  une  quantité  rt^flle  el  si  Ton  p^^'^ 

I  i  I 

x-=a  —  —  •  X— -<«.  —  —  »  ...  j-='r  —  -  — .  «--• 

jr  JT  *  '       X 

•■»u  N"  nojubrv  ••ntier  a,  •^>t  •ÎTî'termin':  «ie   t\i»-.n  .;uir   U  diftVnraof  jl^-~  m 
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comprise  eiilre  les  limiles el  -t-  -♦  on  obtient  pour  Xo  le  développement  en 

fraction  continue 

I 


a?»  =  cfû  — 


«I  — 


a,  — . 


Cest  ce  mode  de  développement  en  fraction  continue  qui  est  étudié  par 
M.  Hurwitz;  il  avait  déjà  été  considéré  par  M.  Minnigerode  dans  une  Note  in- 
sérée en  1878  aux  Nachrichten  de  Gottingue,  M.  Hurwitz  est  amené  à  intro- 
duire ensuite  un  second  mode  de  développement  en  fraction  cootinuCf  distinct 
du  premier. 

E.  CoSSERAT. 


BULLETINS  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique;  3*  série  (^). 

Tome  XV,  janvier  à  juin  1888. 

De  lleen  (/^.).  —  Note  sur  le  travail  moléculaire  des  liquides  or- 
ganiques. Détermination  des  variations  de  la  chaleur  spécifique 
des  liquides  avec  la  température.  (ifiS-igi). 

De  Heen  {P')-  —  Détermination  des  variations  de  la  chaleur 
spéciHque  des  liquides  au  voisinage  de  la  température  critique. 

(522-028). 

Sur  la  vériHcation  expérimentale  de  la  relation  T  =  CP  —  2,4/i  =  const. 
entre  la  chaleur  spécifique  moyenne  C,  le  poids  moléculaire  T,  et  le  nombre  n 
d'atomes  contenus  dans  la  molécule,  T  le  travail  moléculaire. 

Daurry,  —  Sur  la  détermination  de  la  force  du  vent  en  grandeur 
et  en  direction.  (192-197). 

Houzeau  et  Folie,  —  Rapports,  (i  i-i3). 

Comparaison  de  l'action  du  vent,  agissant  comme  un  courant,  sur  deux  pen- 
dules, dont  la  plaque  oscillante  est,  pour  l'un  perpendiculaire,  pour  l'autre 
oblique  à  la  direction  du  vent. 

Van  der  Mensbrugghe,  —  Quelques  mots  sur  ma  théorie  du 
filage  de  l'huile.  (263-272). 

Exposition  plus  précise  de  celte  théorie. 


(')  \o\r  BuUetin,  \V,,  p.  5-io. 


4(')  SECONDE  PAUTIE. 

Le  Paige  (C)  et  Deruyts  (F.),  —  Sur  les  théorèmes  fondamen- 
taux de  la  Géométrie  projective.  (335-347). 

Déinonstratioit  basée  sur  les  propriclés  des  triangles  homologiques  et  sur  la 
définition  suivante  :  «  Des  couples  de  points  situés  sur  une  droite  sont  en  in- 
volution  lorsque,  par  trois  couples  arbitraires,  on  peut  faire  passer  les  couples 
de  côtés  opposés  d'un  quadrangle.  » 

Folie  (F,)  et  Lagrange  (Ch,),  —  Rapports  sur  un  Mémoire  de 
M.  Ronkar,  intitulé  :  Sur  l'influence  du  frottement  et  des 
actions  mutuelles  intérieures  dans  les  mouvements  pério- 
diques d'un  système.  Application  au  sphéroïde  terrestre.  (489- 

5oo). 

M.  Honkar  a  levé  une  grande  difficulté  que  Ton  rencontre  dans  la  théorie 
de  la  natation  diurne  de  M.  Folie,  au  moyen  du  théorème  suivant:  «  Dans  les 
mouvements  à  très  longue  période,  le  sphéroïde  terrestre  se  meut  sensiblement 
comme  si  lu  croûte  et  le  noyau  ne  formaient  qu'une  seule  masse:  dans  les 
mouvements  à  très  courte  période,  au  contraire,  le  noyau  et  la  croûte  se 
meuvent  indépendamment  Tun  de  l'autre;  dans  les  mouvements  à  |>ériode 
moyenne,  on  peut  considérer  les  deux  parties  comme  s'entralnantpartiellement, 
et  il  y  a  en  outre,  généralement,  une  variation  de  phase  dans  raclion  des 
forces,  tt  Ce  théorème  n'est  pas  toutefois  établi  avec  une  rigueur  absolae. 

Drrurts  (J.),  —  Sur   ta  théorie   des   formes  algébriques    à    un 
nombre  nuolconque  de  variables.  (951-980). 

Lt*  /\tigt\  —  Uappoii.  \^i)3.Vu33■^. 

Moiiioirt*  important,  nuis  difficile  à  analyser  brièvement,  où  l'iiuteur  étend 
ux  fornio  à   un   nombre  quelconque  de  \ariables  la  théorie  des  senii-ioTa- 
riants   et   dos    scmi-covariants    v^'iudtco   seulement   jusqu'à   présent  p<.»ur   les 
formes  binaîrt^s). 


j 


Tamo  \VL  juillet  à  décembre  1888. 

Caliil'jn  \^t\*.  —  Rapport  sur  le  Mémoire  :  .S'wr  quclf/ues  /or- 
muir^s  dt*  Cilcui  intc^rtii,  pv»r  J.  Beaupaiu.  »  1  Vu)  . 

Rc  luoti.Mi  auv  fonctions  ;iaiumjt  ties  itito^ralos  d',»  la  f^rme 


I      ••.»or  .'»<  /^  ijr.        I      •  .^^'x  ^iri  ;t  ijr. 


•  «  »  * 

/       ^    ^    *    •  ■>  •  r    :z-  I       ^  .     .:  r;"  :^    {jr 
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le  plus  souvent,  en  remplaçant  la  fonction  à  intégrer  par  un  développement 
suivant  les  sinus  ou  cosinus  des  multiples  de  x, 

Goedseels  {E,).  —  De  la  longueur  d'une  ligne.  (86-92). 
Mansion  (P.)-  —  Rapport.  (20-24). 

Uauteur  établit  autrement  que  Scueeffer,  dont  la  démonstration  n'est  pas 
générale  {Acta  mathematica,  t.  V,  p.  igSi;  1884 )  et  M.  Jordan  {Cours d'A- 
ncUyse,  t.  III,  Note,  n"  46-51  )  le  théorème  suivant  :  «  Tous  les  polygones  va- 
riables, à  c6tés  indéfiniment  décroissants,  inscrits  dans  une  courbe  continue,  ont 
leurs  périmètres  tendant  vers  une  limite  unique  finie  ou  infinie  ».  Voir  un 
commentaire  de  cette  petite  Note,  dans  Mathesis,  t.  VIII,  p.  262-264. 

Van  der  Mensbrugghe  (C).  —  Sur  les  moyens  d'évaluer  et  de 
combattre  l'influence  de  la  capillarité  dans  la  densimétrie.  (3i- 

42). 

De  Heen  (P.).  —  Détermination  des  variations  que  le  coefficient 
de  frottement  des  solides  éprouve  avec  la  température.  (37- 
62). 

De  Heen  (P.)'  —  Détermination  des  variations  que  le  frottement 
intérieur  de  l'air  pris  sous  diverses  pressions  éprouve  avec  la 
température.  (igS-aoô). 

Le  dernier  travail  de  M.  de  Heen  infirme  les  conclusions  de  Hirn  contre  la 
théorie  cinétique  des  gaz. 

Deruyts  (./.).  —  Sur  la  diflerentiation  mutuelle  des  fonctions  in- 
variantes. (207-210). 

I^  Paige  (C),  —  Rapport.  (i49-i5o). 

Conséquences  de  la  remarque  suivante,  qui  est  très  simple  et  néanmoins  ne 
parait  pas  avoir  été  faite.  Soit  une  forme  invarianlive  I  telle  que 

1(Q',Q%...)  =6M(7',7\...); 

ou  aura  nécessairement 

I(P',  P%  ...)  =  6'^l{p',p%,..), 

si  les  P  s'expriment,  à  l'aide  des  p  comme  les  Q  au  moyen  des  q.  L'expres- 
sion l{p\p',  ...)  sera  une  fonction  invariante  si  les  quantités  comprises  dans 
les />  s'expriment  en  fonction  entière  de  quantités  analogues  à  celles  qui  sont 
comprises  dans  les  7;  si  de  plus  les  quantités  P  s'obtiennent,  à  part  une  puis- 
sance de  0,  en  remplaçant,  dans  Ips /?,  les  quantités  7  par  leurs  transformées  Q. 
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Lagrange  (Ch.).  —  Note  concerDant  la  vérification  numérique 
d'une  formule  relative  à  la  force  élastique  des  gaz.  (iji-ig3). 

Cette  Note  intéressante  contient,  outre  la  vérincation  expérimentale  dont  il 
est  parlé  dans  le  titre,  un  essai  de  démonstration  de  la  formule  suivante 

P  —  -^  —  A- 

/est  une  constante  indépendante  du  gaz,  r  le  rayon  de  rélémeot  gazeux,  p  la 
demi-distance  des  centres  élémentaires,  A  un  terme  dépendant  de  l'attraction 
moléculaire,  T  la  température  absolue,  P  la  pression  du  gaz  par  unité  de  sur- 
face. L'auteur  est  conduit  à  reconnaître  l'existence  d'une  force  d'attraction  uni- 
verselle  proportionnelle  aux  masses,  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 
d'intensité  constante  et  se  transmettant  à  travers  la  matière;  puis  l'existence 
d'une  répulsion  universelle  proportionnelle  aux  surfaces,  en  raison  inverse  du 
cube  de  la  distance,  d'intensité  variable  T  et  interceptée  par  la  matière.  La  ré- 
pulsion et  aussi  l'attraction  d'un  atome  sur  un  autre  n'est  pas,- en  général, 
égale  à  celle  du  second  sur  le  premier. 

Catalan  {£-)-  —  Sur  un  cas  particulier  de  la  formule  du  binôme. 

('94)- 

Deruyts  (/.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  transformations  li- 
néaires. (576-589). 

Généralisation  des  résultats  signalés  plus  haut  (p.  207-215 )  du  même  Vo- 
lume). 

Catalan  {E,)  et  Mansion  {P*)-  —  Rapports  sur  le  Mémoire  de 
M.  J.  Beaupain  intitulé  :  Nouvelles  recherches  sur  quelques 
formules  de  Calcul  intégral,  (543-549). 

Analyse  de  ce  Mémoire  où  l'auteur  indique  des  cas  nombreux  de  réduction 
aux  fonctions  gamma  des  intégrales  de  la  forme 

«.'0 
/      xi'{i  —  xyi{i-^xydx.       I '—^ '-dx. 
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ANNALES  DE  L4  SociKTÊ  SCIENTIFIQUE  DE  BRUXELLES.  Douzièmo  année,  1887- 
1888.  Bruxelles,  F.  Hayez;  1888  (A.  première  Partie;  B,  seconde  Partie)  (*). 

Mansion  (P»)-  —  Sur  une  Table  du  papyrus  Rhind.  (A,  44~46)- 

Le  papyrus  Rhtnd  contient  une  Table  de  décomposition  des  fractions  de  la 

2 
forme {de  p  =  2  à  /?  =  ^9)  en  quantièmes.  Entre  toutes  les  décompo- 
sitions possibles,  il  semble  que  l'auteur  égyptien  a  choisi  celle  qui  conduit  à 
une  dernière  fraclion  de  dénominateur  le  plus  petit,  sauf  dans  quelques  cas  spé- 
ciaux, où  il  a  préféré  un  dénominateur  un  peu  plus  grand,  mais  divisible  par  6. 

Mansion  (P-).  —  Sur  la  dédiiition  des  invariants  et  covarianls. 

(A,  47-49)- 

Si  une  fonction  F(i)  des  coefficients  et  des  variables  d'un  système  primitif 
de  formes  algébriques  est  toujours  nulle  en  même  temps  que  la  même  fonction 
F(!i)  des  nouveaux  coefOcients  et  des  nouvelles  variables  du  système  trans- 
formé de  ces  formes  algébriques,  on  a 

F(ti)=TF(i), 

T  étant  une  puissance  du  déterminant  de  la  transformation. 

Clasen  (B,-J.),  —  Sur  une  nouvelle  ihéthode  de  résolution  des 
équations  linéaires  et  sur  l'application  de  cette  méthode  au 
calcul  des  déterminants.  (B,  251-281). 

Mansion  (P-).  —  Rapport.  (A,  So-Sp). 

Des  deux  premières  équations  (ij,  (1,),  (i,),  (ij,  (1,) 

on  tire  aisément,  en  posant  a,6, —  a,^,=  (atô), 

(2.)  {ab)y-\-{ac)z  -^  {ad)u -h  {ae)v  =  {a/)y 

puis  de  (i,)  et  (q, ) 

(2.)  —  {ab)x  -h  {bc)z  -h  {bd)u-h  {be)v  =  [b/), 

C>c  (2,),  (3,),  (i,),  puis  de  (3,)  et  (2,),  de  (3,)  et  (2,),  on  déduit 

(3,)  {abc)z -^- {abd)U'\- {abe)v  =  {ab/), 

(  3j )  —  (  abc )y  -f-  ( acd)  u  -h  ( ace )  v  =  (  ac/) , 

(3,)  {abc)x-h{bcd)u  -h{bce)v  =  {bcf). 


(•)  Voir  Bulletin,  \\\,  p.  16-18. 
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(a6c)  désignant  le  délerniinant  S=ha,6,c,.  De  (ij,  (3J,  (3,),  (3,),  on  élimine 
aisément  ar,  y^  z  et  Ton  trouve,  en  posant  Ldta,6,c,rf^=  (abcd) 

(44)  {abcd)u-^  {abce)v  =  {abc/), 

et  ainsi  de  suite.  Toutes  les  éliminations  se  font  par  addition  et  soustracUon 
dans  la  recherche  des  équations  (2,),  (3,),  (4«),  etc.  Elles  réussissent  parce 
que  les  coefficients  des  inconnues  à  éliminer  des  groupes  (2),  (3),  (4)  sont 
égaux.  L'élimination  qui  donne  les  équations  (2J,  (3^)  et  (3,),  (4,)»  (4i)  ^^ 
(4,))  etc.  se  fait  aussi  par  addition  et  soustraction,  mais,  de  plus,  on  fait  dispa- 
raître, par  division,  un  facteur  inutile  qui  se  présente  dans  les  calculs.  Pour 
cela,  on  s'appuie  sur  le  théorème  suivant  : 

{abc, . 'gkl)  {abc, .  .gh)  =  {abc. .  ,gk ){abc, .  ,ghl)  —  {abc, .  ,gl){abc, .  *ghk). 

Dans  ce  mode  d'exposition  de  la  résolution  des  équations  linéaires,  tous  les 
calculs  sont  réversibles,  de  sorte  que  la  vérifîcation  des  valeurs  finales  n'est  pas 
nécessaire  comme  dans  le  cas  où  Ton  emploie  les  déterminants;  la  discussion 
des  cas  d'incompatibilité  et  d'mdétermination  se  fait  tout  naturellement;  aa 
point  de  vue  pratique,  la  méthode  nouvelle  ou  méthode  des  coefficients  égaux 
est  plus  expéditive  que  la  méthode  habituelle.  Elle  fournit  d'ailleurs  le 
moyen  de  calculer  un  déterminant  quelconque,  plus  rapidement  que  par  dé- 
composition en  ses  mineurs.  M.  Clasen  expose  son  procédé  sans  recourir  aux 
déterminants,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

De  Sparre.  —  Cours  sur  les  fonctions  elliptiques  professé  pen- 
dant Tannée  1887  à  la  Faculté  catholique  des  Sciences  de  Lyon. 
(Troisième  Partie,  B.,  1-90). 

1.  Réduction  aux  fonctions />(  iz )  des  intégrales  qui  dépendent  des  fonctions 
cilipliques,  lorsque  les  intégrales  ont  élé  ramenées  au  préalable  à  la  forme 
canonique.  2.  Hcduction  directe  des  inlép:rales  dépendant  des  fonctions  ellip- 
tiques aux  fonctions  p{u)  lorsque  les  racines  de  ia  quantité,  sous  le  radical, 
ne  sont  pas  en  évidence.  3.  Théorème  d'addition  pour/?(w).  4.  Etude  6e  p{u) 
quand  le  discriminant  est  négatif.  5-G.  Calcul  du  module  A'  et  du  multiplica- 
teur y  en  fonction  des  invariants  g^  et  g^,  7.  Calcul  direct  des  périodes  et  des 
autres  éléments,  en  fonction  de  y  et  de  A*.  8.  Définition  des  fonctions  sigma. 
9.  Calcul  du  module  et  du  multiplicateur  lorsque  les  racines  de  la  quantité, 
sous  le  radical,  sont  en  évidence.  10.  Applications.  i<*  Mouvement  du  pendule 
circulaire  dans  l'air,  lorsque  l'on  suppose  la  résistance  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse,  p."  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  qui  tourne  avec 
une  vitesse  angulaire  coostante  autour  duo  axe  vertical  situé  dans  son  plan. 

Gilbert  (P/i.),  —  Sur  les  relations  entre  les  coefficients  calori- 
métriques d'un  corps.  (B.,  91-96). 

Quand  on  connaît  la  relation  entre  la  pression,  le  volume  et  la  température 
absolue  d'un  corps,  on  peut  déterminer  complètement  certains  coefficients 
calorimétriques,  d'autres  seulement  à  une  fonction  arbitraire  près  de  la  tem- 
pérature absolue.  L'auteur  retrouve,  d'une  manière  simple,  les  équations  aux 
dérivées  partielles  aux(|uclles  satisfont  les  deux  caloriques  spécifiques  et  en 
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tire  quelques  cous^qucnces  dans  Igi  cas  où  ils  ne  dépendent  que  de  la  tempé- 

Delsaux  (</-).  —  Sur  la  tension  électrique  suivant  les  lignes  de 
force  dans  les  milieux  diélectriques.  (B.,  97-104). 

Démonstration  du  théorème  de  Maxwell  : 

ce  L'action  mëcanique,  qu'un  système  élcclrîaé  exerce  sur  l'un  des  corps  du 
système,  est  réductible  à  des  actions  élémentaires  qui  s'exerceraient  sur  les 
points  d'une  surface  fermée  quelconque  enveloppant  le  seul  corps  considéré  et 
lice  invariablement  avec  lui.  Pour  que  ces  forces  élémentaires  soient  normales 
aui  éléments  de  la  surface  qu'ils  sollicitent,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  éléments 
soient  normaux  aux  lignes  de  force  ou  tangents  à  celles-ci,  et  dans  l'un  et 
l'autre  cas,  elles  sont  égales  au  quotient  par  81:  du  carré  de  la  toice  électro- 

Delsatix  (J.).  —  Sur  la  théorie  cinétique  des  phénomènes  capil- 
laires. (B.,  io5-i2o). 

L'auteur  établit  les  lois  fondamentales  de  la  capillarité,  dans  l'hypothèse 
cinétique,  en  s'appuyant  uniquement  sur  le  principe  de  l'équivalence  de  la 
force  vive  et  du  travail.  Il  moutre  ensuite  que  les  constantes  capillaires  de 
Gauss  et  celles  de  [.aplace  ne  différent  que  par  la  forme. 

Mansion  (P.).  —  Sur  le  calctil  approché  d'une  intégrale  définie. 
(A.,  63-65). 
Les  intégrales 

I,-  f  e-"  dt,        Vr^  f  dx  f  dye-ff^ 

s'obtiennent  aisément,  d'une  manière  app 
conde  est  comprise  entre  les  volumes  sili 
trois  plans  coordonnés  et  les  cylindres  ayant  pour  équations 

Gilbert  {Ph.).  —  Snr  les  différentes  manicres  de  traiter  un  pro- 
blème de  Mécanique.  (A.,  65-71). 

o  Deux  points  mobiles,  sans  frottement  sur  deux  cercles  co  a  ce  D  triques,  sont 
soumis  à  leur  action  réciproque,  fonction  de  leur  distance.  Déterminer  leur 
mouvement  et  la  pression  qu'ils  exercent,  n 

L'auteur  traite  celte  question  par  la  considération  des  composantes  taagen- 
tielles  et  normale  de  la  force  motrice,  par  le  théoréine  dus  forces  vives,  par 
celui  des  aires,  enfin  par  les  équations  de  Lagrange.  Les  diverses  méthodes  se 
rumplcLcnl  l'une  l'autre. 

liaule  (A.).  —  Note  sur  le  gyroscope  collimateur  de  M.  le  capi- 
Ui.ie<ir  vaisseau  Kleurittis.  {B.,- 1 ,!  i-t  76).  Addition  (.77- 1  Sf), 
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Ilew:riptfiD  et  ibcoric  de  ret  ÎDitmmral.  Dïbs  PadililioB,  l'anleur  proin 
t'ttitteoKt  à'aœ  iaSaeace  seasiblc  de  la  rolatioa  de  la  Terre  sur  I'iiisIuidimi, 
r(  il  iadique  cimmenl  on  peut  ea  teoir  compte  ea  pratique. 

ffragne  ( //).  —  Note  sur  les  systèmes  de  péDiovariaDts  prioci- 
pauK  de»  formes  binaires.  (B.,  185-189). 

Oimpl^nicnt  d'une  Note  publiée  d>o»  le  lome  précédeot-  L'aatear  Jodiqu 
t.'imtttr.M  lia  peut,  daas  la  mvitié  des  cas,  eiprimer  les  ans  ao  mofeo  dei 
■uire>.  certains  peoinviriants  principaux  des  (ortnes  binaires.  M-  Ceâro  a  n- 
Milu  la  question  poor  les  autres  cas. 

liiervliet  {A.  van).  —  Contribulions  à  l'élude  des  dilatalioos 
]»ar  )a  mesure  du  déplacement  des  franges  d'interférences.  (B., 


MATIIBAIS,  micuBiL  hathénatioue  *  l'us*ge  dbs  licoLBS  spéciales  kt  dcs 
ÉTABLI HBBiiENTs  it' INSTRUCTION  HOïENKB,  publié  par  P.  Moiisioil  et  /.  Sel'- 
berg.  l'aris,  Gaulhier-Villars  cl  lîls;Gand,  HosleC). 

Tome  VIII;  18RS. 
Lofif^c/iamps  {O.  de),  —  Sur  une  Iriseclrice  remarquable.  {J- 

Klmlc  clo  la  Iraiisfiirmtc  par  ]H)lai['es  réciproques  de  l'iijpocjcioidc  i  tr"i» 
■rlM'oiKT'ciiiciUs.  Kllc  a  puur  é<|uaUon 

pcos3u-i-lt  =  u; 


Si-nilis  (Cf.).  —  ApplicationA  de  la  quasi-inversion  linéaire  aut 
f.Mirbfs  .wuhnHccs.  (a8-3.Ti. 

\|>|>liruliiin!>  n«iiil>n>usrs  de  la  Iran^rormation  suivante:  Ktant  dunnés  «< 
conique  S  ri  un  point  li\c  A  dp  rfllr  conique,  deui  points  sont  correspoodasu. 
<'ih  !u>nl  en  ligne  droite  avec  V  et  conjugué»  par  rapport  à  S.  L'auleur  prHd 
pour  S  un  rerele,  et  obtient  un  f-rand  nombre  de  théorèmes  clégaats  sarln 
t'oniqurs,  puis  «us»!  quelques  propriétés  de  la  stropbolde. 


f'niira  (£'.).  —   DéwloppanUs  du  point.  (^iG-.tM^. 
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On  peut  obtenir  l'équation  cartésienne  d'une  courbe  donnée  par  son  équation 
intrinsèque  p  =  /*(*),  où  s  est  l'arc,  p  le  rayon  de  courbure,  en  se  servant  des 
relations  > 

ds  •=  p  rf8,        dx  =  p  cos6  cf6,        dy  —  p  sin  8  t/8, 

6  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x.  En  appelant  p^  p,,  ...,  p^  les 
dérivées  successives  de  p  par  rapport  à  6,  ou  les  rayons  de  courbure  des  déve- 
loppées successives,  puis  faisant 

A  =  p.-p,H-p,-...,        B  =  p-p,4-p,-..., 

on  trouve,  quand  ces  séries  sont  déterminées, 

j:  =  A  cosO-t- BsinO,       ^' =  A  sin6  —  B  cos8. 

La  courbe  définie  par  ces  relations  est  la  développante  d'ordre  infini  du  point 
limite  des  centres  de  courbure  des  développées  successives,  lequel  a  pour  coor> 
données  A  et  B. 

Jamet  {V,).  —  Essai  d'une  nouvelle  théorie  élémentaire  des  loga- 
rithmes. (4o-44î  89-91). 

1.  Si  /}  =  2P,  /7  étant  entier,  et  si  a  est  plus  grand  que  l'unité,  Texpression 

a„=/i(v/â"^), 
décroît  en  môme  temps  que  p  croit  ;  on  a  ensuite 

par  suite,  a„  a  une  limite  finie  supérieure  à  i •  Par  définition 

lima^^loga. 

2.  On  prouve  aisément,  sans  recourir  au  binôme  de  Newton,  que  l'on  a 

a„>loga>a^-^fl/,. 

3.  Les  logarithmes  ainsi  définis  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

I*  log(a6)  =  loga  -t-  \o%b. 

a*  logoo  =  oc,  logo  =  —  00. 

3*  loga  est  une  fonction  continue  de  a. 

4*  Si  Iogaî=-f-i,  on  a 

X  —  lim(  n —  J  • 
pour  II  =3  00. 

^Syhesier  (J*-^.).  —  Sur  les  nombres  parfaits.  (  57-61). 

:  ^qpmdaction  annotée  ie  l'article  publié  dans  les  Comptes  rendus  des  séances 
'^î$ti^AjMâém^  des  Sciences,  t.  CVI,  p.  4o3-/,o5. 
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Ocagnc  {Af.  d').  —  Note  sur  les  points  complémentaires.  ((i2-63). 

Bergmans  (C).  —  Théorèmes  sur  la  parabole.  (63-68). 

Jerâbek,  Neubcrg,  Fuhrniann,  —  Sur  l'hyperbole  inverse  de 
la  droite  d'Euler.  (81-89;  ii5). 

Étude  approfondie  d'une  hyperbole  équilatère  passant  par  les  sommets  d'an 
triangle^  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  point  de  Lcmoine,  Torthocentre. 

Servais  {CL).  —  Sur  les  nombres  parfaits.  (92-93 ;  i35). 

S'il  existe  un  nombre  parfait  contenant  n  facteurs  premiers,  le  plus  petit  de 
ces  facteurs  ne  dépasse  pas  n.  Il  n'existe  pas  de  nombres  parfaits  ne  contenant 
que  trois  facteurs  premiers. 

Servais  (CL).  —  Sur  la  théorie  des  transformations.  (loS-iog). 

1.  Sur  diverses  transformations  planes.  2.  Génération  des  courbes  ayant  on 
point  multiple  à  TinTmi.  3.  Transformation  arguésienne  de  M.  Saltel. 

Longchamps  (G,  de).  —  Sur  les  normales  aux  coniques.  (110- 
1 1 1). 

Mansion  (P-)-  —  Méthode  des  infiniment  petits.  (149-137). 

Sens  exact  du  principe  de  substitution  des  infmimcnt  petits. 

Ncuberg  (J-)-  —  Sur  les  transformations  quadriques  involulives. 

(,;7-,8;i). 

Klude  de  la  transformation  suivante  :  Deux  faisceaux  involutifs  ont  leurs 
rentres  en  deux  points  fixes  A,  H;  si  deux  rayons  A.M,  RM  se  coupent  en  M. 
les  rayons  conjugués  AM',  HM'  se  coupent  en  un  point  M';  M  et  M'  se  corres- 
pondent réciprotjucmenl. 

Cesdro  (^.).  —   Moment  d'inerlie  (hi  triangle  et   du    tétraèdre. 

(i83-i8())'. 

Lemoine  {E .).  —  Mesure  de  la  siui[)liciLc  dans  les  constructions 
mathématiques.  {•i\'--'?/?.'.i\  ol^\''a\\). 


La  siniplirilé  est  mesurée  i>ar  le  nombre  d'opérations  élémcntaii-es  (faire 
passer  une  règle  en  un  point,  mettre  la  pointe  d'un  eomjias  en  un  point: 
mener  une  droite;  tracer  une  cirronférenee  ).  Kn  ce  sens,  la  solution  de  Viètc. 
pour  la  construction  des  linit  circonférences  tangentes  à  trois  circonférences 
données,  comporte  335  opérations;  la  solution  de  Bobilier  et  Cior«;onne.  par 
inversion,  Soo  opérations;  elle  e'>t  donc  moins  simple. 
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Gilbert  [Pli.),  —  Dëterminalion  en  grandeur  el  en  direction  des 
axes  d'une  section  diamétrale  de  Tellipsoïde.  (247-249). 

Mansion  (P.).  —  Sur  la  longueur  d'une  ligne  courbe.  (262-264). 

Les  démonstrations  de  Jordan  et  de  Goedseels  sont  complétées  par  le  lemme 
suivant  :  La  distance  entre  deux  points  choisis  arbitrairement  sur  tout  arc  de 
courbe  sous-tendu  par  un  côté  d'un  polygone  à  côtés  suffisamment  petits  est 
inférieure  à  une  quantité  d  donnée  d'avance.  La  courbe  est  supposée  non 
fermée,  sans  boucle,  et  continue. 


Suppléments. 

1.   Gelin{E,),  —  La  monnaie.  (1-16). 

[[.  Le  Paige  (C)  et  Deruvts  {Fr.).  —  Sur  les  théorèmes  fon- 
damentaux de  la  Géométrie  projeclive.  (i-i5). 

Voir  Bulletin  de  l* Académie  de  Belgique,  3"  série,  XV,  335-347. 

III.  Gelin  {E.).  —  Calcul  des  lignes  trigonométriques  des  arcs 
du  premier  quadrant,  de  trois  en  trois  degrés.  (1-7). 

IV.  Gelin  (£*.).  —  Questions  diverses  de  Trigonométrie.  (i-i5). 

V.  Goedseels  (E.).  —  De  la  longueur  d'une  ligne,  (i-ia). 
Voir  Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique,  3'  série,  XV,  2o-q4;  86-91. 


MÉMOIRES  DB   LA  Société  royale  des  Sciences  de  Liège.  —   2,'  série, 
Bruxelles,  Hayez. 

Tome  XIV,  1888. 

Deruyts  (7.).  —  Sur  une  classe  de  polynômes  analogues  aux 
fonctions  de  Lcgendre.  (i-i5). 

Étude  des  polynômes  P„  définis  par  l'égalité 

P-=(-â)     ('-6)     5F"K-â)        (-6-)       J- 

où  a  et  6  sont  réels  et  non  nuls,  p  cl  q  positifs. 
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Deruyts  (J.),  —   Sur  certains  systèmes  de  polynômes  associés. 
(.-.6). 

Généralisation  d'un  travail  antérieur  :  Sur  une  classe  de  polynômes  conju- 
gués, publiés  tome  XLVI  des  Mémoires  couronnés  i/t-4*  de  l'Académie  de 
Belgique, 

Deruyts  (Fr,).  —  Génération  d'une  surface  du  troisième  ordre. 

(.-,a). 

Deruyts  (Fr.),  —   Sur  quelques  transformations  géométriques. 

(.-.4). 

Application  ou  extension  de  recherches  de  M.  Le  Paige^  sur  les  surfaces  oo 
les  transformations  cubiques. 

Studnicka  (F.-J,),  —  Sur  l'analogue  hyperbolique  du  nombre::. 

(1-12). 

Le  nombre  n  =  aArg  sh  -i-  =  2log(i  4- v^â),  et  non  la  valeur  double,  a  des  pro- 
priétés analogues  à  ic. 

Tome  XV,  novembre  1888. 

Catalan   (F,),   —   Mélanges  mathématiques.   Tome   troisième. 

(1-275). 

Héunion  de  8/|  Notes,  plus  ou  moins  étendues,  plus  ou  moins  importantes  sur 
presque  toutes  les  parties  des  Mathématiques. 

Piretti  (P.).  —  Sur  le  calcul  du  résultat  d'un  système  d'observa- 
tions directes.  (i-32). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (33-36). 

La  fonction  9(x,,  x,,  . . . ,  j:„  )  de  n  valeurs  observées  d'une  grandeur,  qui 
représente  le  mieux  la  valeur  do  cette  grandeur,  doit  être  symétrique  par  rap- 
port à   X, x^,  devenir  cf,  quand   x^,  ...,x„  deviennent    CJ7,,  ...,cx,. 

ç -h  A-,  quand  x,,  ...,  j:„  croissent  de  A,  être  égale  à  x,,  si  J7,,  ...,  j:^  sont 
égaux  à  J7,.  Tels  sont  les  axiomes  que  l'auteur  indique  explicitement  comnie 
base  de  sa  théorie. 

Deruyts  (/.).  —   Sur   les    semi-invariants   de   formes    binaires. 
(Première  Noie,  11  pages;  deuxième  Note,  8  pages). 

Complément  de  travaux  antérieurs. 
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Le  Paige  (C).  —  Démonslralion  d'un  théorème  de  von  Staudt. 
(8  pages). 

De  trois  élémcnls  donnés  d'une  ponctuelle,  on  peut  déduire,  par  des  construc- 
tions répétées  de  groupes  harmoniques,  tous  les  points  de  la  ponctuelle. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  CX;  1890. 

jippelL  —  Sur  les  fonctions  elliptiques.  (3i-34). 

L'auteur  présente  des  considérations  qui  justifient  a /^riori  la  représentation 
des  fonctions  elliptiques  par  le  quotient  de  deux  fonctions  6.  Ces  considérations 
paraissent  pouvoir  être  étendues  aux  fonctions  de  deux  variables  avec  quatre 
groupes  de  périodes,  si  l'on  s'appuie  sur  ce  théorème  de  M.  Poincaré  {^Acta 
malhematica,  t.  II)  : 

Une  fonction  de  deux  variables  qui  se  comporte  à  distance  finie  comme  une 
fraction  rationnelle  peut  être  mise  sous  la  forme  du  quotient  de  deux  fonctions 
entières  ne  s'annulant  simultanément  qu'aux  points  où  la  fonction  est  indéler- 
miuée. 

Painlevé.   —   Sur  les  intc'^grales  rationnelles  des  équations   de 
premier  ordre.  (34-36). 

Étant  donnée  une  équation  diiïérentielle  d'ordre  quelconque,  on  peut  toujours 
trouver  les  polynômes  qui  vérifient  cette  équation,  en  déterminant  une  limite 
supérieure  de  leur  degré.  Mais  on  ne  sait  que  dans  des  cas  fort  rares  déterminer 
les  intégrales  ayant  la  forme  de  fractions  rationnelles. 

M.  Painlevé  signale  un  cas  où  Ton  pourra  sûrement  résoudre  celte  question  : 
c*est  celui  où  l'équation  différentielle  a  la  forme 

PO^^) 
^      Q(r,^) 

P  et  Q  étant  des  polynômes. 

Soit  a:,, ^'a  un  point  commun  aux  deux  courbes  P  =  0,  Q  =  o;  on  sait  recon- 
naître si  l'équation  différentielle  admet  des  intégrales  holomorphes  prenant 
pour  x^  la  valeur  y^  et  déterminer  l'ordre  de  y  —  y^  P^r  rapport  à  x  —  x^. 

Comme  la  courbe  cherchée 

y  =  n{x) 

(R  étant  une  fraction  rationnelle)  ne  peut  rencontrer  la  courbe  Q  =  o  qu'aux 
points  qui  lui  sont  communs  avec  P  =  o,  on  déduit  immédiatement  de  là  l'ordre 
maximum  de  multiplicité  du  point  {x^,  y^)  considéré  comme  point  de  ren- 
contre de  y=:R(j;)  et  de  (^{x,  y)  =  o.  En  faisant  ce  calcul  pour  tous  les 
points  {x^jVjy  on  obtient  une  limite  supérieure  (i  du  nombre  des  points  d'in- 
tersection de  ces  deux  dernières  courbes.  Soient  m  le  degré  de  Q,  n  celui  des 

Bull,  des  Sciences  mathém.^  a*  série,  t.  XVI.  (Mai  1892.)  H. 6 
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deux  termes  de  \\;  la  courbe  ^' =  R(j:)  étant  de  degré  /t+i,  on  a 

d'où  Ton  déduit  une  limite  de  n.  Les  intégrales  H{x)  se  calculent  dès  lors 
algébriquement. 

M.  Painlevé  indique  quelques  types  d'équations  dilTérenlielles  plus  compli- 
quées, dont  les  intégrales  rationnelles  peuvent  être  calculées  d'une  manint 
analogue. 

Picard,   —   Sur  l'emploi   des   approximations  successives  dans 
rétiide  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles.  (61-6;). 

Htant  donnée  l'équation  du  second  ordre  aux  dérivées  partielles 

.  0*u         „    <^'  M         r^à*u       „  /     du    Ou  \ 

Ox*  ôx  dy  Oy*  \     ôx   ôy        "^  J 

où  A,  R,  C  sont  des  fonctions  connues  des  variables  indépendantes  x  et ^'.00 
pourra  l'intégrer  de  la  manière  suivante. 

On  mettra  dans  le  second  membre  une  fonction  quelconque  u,  de  x  et/.ei 
on  cherchera  l'intégrale  u,  de  cette  équation,  en  se  donnant  les  cooditioosan 
limites  qui  achèvent  de  la  déterminer.  Mettant  ensuite  u,  dans  le  secoad 
membre,  on  cherchera  l'intégrale  u,  qui  satisfait  aux  mêmes  conditions  aiai 
limites,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Une  distinction  capitale  est  à  faire  suivant  le  signe  de  B' — AC 

Si  B*— AC  est  positif,  les  approximations  successives  conduiront  à  une  inté- 
grale de  l'équation  (i)  prenant  des  valeurs  données  sur  le  contour.  Tootefois 
on  ne  peut  pas  affirmer  que  celte  intégrale  soit  unique. 

Si  B'—  AC  est  négatif,  on  prendra  dans  le  plan  Ox,  Oy  un  arc  de  courbe 

quelconque  C;  la  rnétliode  conduira,  dans  une  aire  suffisamment  petite,  à  une 

,  ,         ,       . ,  .    ,      ou    t)u  ,,         ^ 

inte&rale  u,  dont  les  dérivées  — »  —  prennent  sur  I  arc  G  une  succession  con- 

®  '  OX    dy  * 

tiiiue  de  valeurs  assignées  à  l'avance,  11  prenant   une  valeur  donnée  en  ou 

iMunt  de  C.  On  doit  remarquer  que  m,   — •      -  (a  I  inverse  de  ce  qui  a  lieu 
'  ^  ^  OX    Oy  ' 

quand  les  caractéristiques  sont  imaginaires)  restent  continues  quand  on  tra- 
verse l'arc  C. 

Il  est  intéressant  de  trouver  les  équations  où  une  intégrale  supjwséeconlinur 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  est  toujours  déterminée  par  ses  valeurs  siirun 
contour  fermé  de  dimensions  (|uelcon(|ues.  Telle  est  l'équation 

-, h  - —       1-  (m,  x,  y), 

Ox'        oy  »       .   / 

F  étant  une  fonction  positive  et  croissant  toujours  en  même  temps  que  «. 

L'application  des  théorèmes  précédents,  unie  à  l'emploi  du  procédé  allerDc 
de  M.  Schwarz,  montre  qu'il  y  a  une  intégrale  unique  prenant  sur  le  conlonr 
une  succession  de  valeurs  données. 

Parmi  les  équations  rentrant  dans  le  type  précédent,  M.  Picard  signale  en  ) 


j 
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insistant  l'équation  de  Liouvillc 


ôx*       ôv* 


=  ke". 


où  A*  désigne  une  constante  positive. 

Laissant  de  côté  les  intégrales  holomorphes  à  l'intérieur  du  contour^  il  étudie 

celles  qui  ont  des  points  logarithmiques  (a,  6),  où  l'intégrale  devient  infinie 

comme 

m  log[(a7  —  xy-h  {y  —  by]. 

Ces  intégrales  (lorsqu'on  se  donne  les  coefficients  m)  dépendent  seulement 
d'une  constante  arbitraire;  une  pareille  intégrale  est  donc  déterminée  quand 
on  donne  sa  valeur  en  un  point  du  plan  distinct  des  points  singuliers. 

Cette  conclusion  est  applicable  non  seulement  au  plan  simple,  mais  encore 
au  plan  multiple,  c'est-à-dire  au  plan  recouvert  d'un  certain  nombre  de  feuillets 
formant  une  surface  de  Riemann. 

Jonqiiières  {de),  —  Note  sur  un  point  fondamental  de  la  théorie 
des  polyèdres.  (iio-ii5). 

La  célèbre  relation  trouvée  par  Euler  (1753)  entre  le  nombre  des  faces,  celui 
des  angles  et  celui  des  arêtes  d'un  polyèdre  ne  fut  pendant  longtemps  regardée 
comme  certaine  que  pour  les  polyèdres  convexes  bien  que  l'auteur  en  eût 
affirmé  la  parfaite  généralité,  par  induction  il  est  vrai,  et  sans  en  donner  de 
démonstration. 

En  181 1,  Cauchy  donna  de  cette  relation  une  démonstration  complète,  dans 
laquelle  il  prétend  «  être  parvenu  à  un  théorème  plus  général  que  celui  d'Euler  ». 

Toutefois  M.  de  Jonquières  signale  une  restriction  que  l'on  doit  apporter  à 
l'énoncé  de  cette  proposition.  11  faut  que  le  polyèdre,  agrégat  d'autant  de 
tétraèdres  ou  de  polyèdres  qu'on  voudra,  ne  se  compose  que  de  tétraèdres  ou 
polyèdres  soudés  l'un  à  l'autre  par  une  de  leurs  /aces  (partielle  ou  totale),  et 
oon  pas  seulement  par  une  de  leurs  arêtes  ou  un  de  leurs  sommets,  comme 
serait  le  polyèdre  formé  par  deux  pyramides  symétriques. 

Hamy.  —  Sur  la  théorie  de  la  figure  des  planètes.  (124-125). 

On  doit  à  M.  Poincaré  ce  théorème  : 

Si  une  masse  hétérogène,  en  équilibre  relatif,  est  composée  :  i"  d'un  noyau 
solide  dont  la  constitution  physique  et  la  forme  sont  inconnues;  2**  de  deux 
couches  fluides  superposées  au  noyau  et  limitées  par  des  ellipsoïdes,  ces  ellip- 
soïdes sont  homofocaux. 

Voici,  suivant  M.  Hamy,  quelques  conditions  auxquelles  la  constitution  du 
noyau  doit  être  soumise  lorsque  les  ellipsoïdes  sont  de  révolution,  aplatis  et 
tournent  autour  de  leur  axe  de  figure  : 

1*  Le  centre  de  gravité  de  la  masse  M,,  formée  par  le  noyau  et  par  la  première 
couche  fluide,  en  contact  avec  le  noyau,  doit  coïncider  avec  le  centre  de  figure 
de  l'ellipsoïde  Ë,  qui  limite  cette  couche;  et  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  à  ce 
point  doit  être  de  révolution  autour  de  l'axe  de  rotation; 

a«  On  doit  avoir  l'inégalité 

t* 
C,  —  A,>  —  M,, 
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C,  el  A,  étant  les  moments  principaux  d'inertie  de  E,  par  rapport  à  la  liçoe des 
pôles  et  à  un  diamètre  équatorial,  se  la  distance  des  foyers  de  l'ellipse  méri- 
dienne. 

Ces  conditions  nécessaires  ne  sont  pas  suffisantes.  L'inégalité  qui  précède 
permet  d'affirmer  que  le  système  planétaire  ne  présente  pas  d'exemple  des 
figures  imaginées  par  M.  Poincaré. 

L'auteur  indique  quelques  propriétés  des  fonctions  de  Lamé  et  de  Lioofille 
qu'il  a  trouvées  chemin  faisant. 

Guichard,  —  Détermination  des  congruences  telles  que  leslig^i^ 
asjmptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  sur- 
face focale.  (126-127). 

M.  Lelieuvrc  a  montré  que,  si  les  coordonnées  rectangulaires  x^  y^  z  d'an 
point  M  d'une  surface  F  sont  exprimées  en  fonction  des  paramétres  11,  ç  des 
lignes  asymptotiqucs,  on  a 

âx  _         (K       •  f^ 
dû  ~      ^*  5m  ~  ^  5m 

et  les  deux  autres  couples  d'équations  analogues  pour  ^  et  z;\^  t^,  Ç  désignent 
trois  solutions  linéairement  indépendantes  d'une  équation  de  la  forme 

"•'    =M9. 


du  ôv 


p  étant  une  autre  solution  de  cette  dernière,  M.  Guichard  s'en  sert  ponr 
faire  la  transformation  duc  à  M.  Moutard.  Soient  $,,  t,,,  ^,  les  iransfonnces 
de  ;,  Tj,  Ç;  si  l'on  (lélcrminc  un  point  M,  ayant  pour  coordonnées 

j:,  ^  X  -h  T,,  y,  —  «j,  T,. 

>•,  =  .>■  +  ;,? -5.',. 

on  aura 

()u   "      '^''du       ^'àu' 


» 


Ces  formules  montrent  :  r  que  la  surface  F,  lieu  du  point  M,  est  normale  en 
ce  point  à  la  droite  dont  les  composantes  sont  ^,,  t,,,  ;,  ;  a»  que  les  courbes  df 
paramètre  u,  r  sont  les  asymptotiques  de  F,. 

Enfin  les  expressions  de  x,,  j,.  c,  font  voir  que  la  droite  MM,  est  langcnie 
aux  deux  surfaces  F  et  F,.  Cette  droite  engendre  une  congrucnce  telle  que  les 
lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  surfaces  focales. 

Zaremha.  —  Sur  rintégration  crunc  équation  aux  dérivées  par- 
tielles. (1 .47-1  20)  • 


i 
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La  délermination  de  l'intégrale  générale  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles de  la  forme 

9,  et  9,  étant  deux  fonctions  quelconques  dex-hy,  peut  être  raoïenée,  comme 
le  montre  M.  Zaremba,  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  linéaire  du 
second  ordre  et  à  des  quadratures. 

La  solution  présentée  par  l'auteur  avait  été  donnée  antérieurement  par 
Riemann,  mais  sans  démonstration  et  sans  égard  aux  limites  de  la  région  où 
demeure  valable  une  certaine  intégrale  qui  y  figure. 

Une  fois  en  possession  de  cette  solution,  M.  Zaremba  est  presque  immédia- 
tement en  état  de  résoudre  ce  problème  posé  par  M.  Darboux  : 

Réduire  l'élément  linéaire  tracé  sur  une  surface  développable  à  la  forme 

ds'  =  a  du*  ■+■  -  dv*j 

a 

a  étant  une  fonction  de  u  et  de  v. 

Cette  forme  de  l'élément  linéaire  permet  de  réaliser  une  représentation  de 
la  développable  telle  qu'aux  rectangles  du  plan,  dont  les  côtés  sont  parallèles 
à  deux  droites  fixes,  correspondent  sur  la  surface  des  rectangles  de  même  aire. 

Jonquières  {de).  —  Sur  le  théorème  d'Euler  dans  la  théorie  des 
polyèdres.  (iGg-iyS). 

Cayley,  —  Sur  les  racines  d'une  équation  algébrique.  (174-176). 

Démonstration  nouvelle  du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équa- 
tions algébriques.  Cette  démonstration,  autre  dans  la  forme  que  celles  de  Gauss 
et  de  Cauchy,  repose  au  fond  sur  les  mêmes  principes. 

AppelL  —  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  à  plusieurs  paires 
de  périodes.  (i8i-i83). 

L'auteur  étend  aux  fonctions  périodiques  de  deux  variables  les  considérations 
qu'il  a  présentées  dans  sa  Note  précédente  sur  les  fonctions  elliptiques. 

Painlevé.  —  Sur  les  transformations  simplement  rationnelles  des 
surfaces  algébriques.  (184-186). 

Cette  Note  a  pour  objet  d'étendre  aux  transformations  simplement  ration- 
nelles la  méthode  de  M.  Picard,  relative  aux  transformations  birationnelles 
des  surfaces. 

Il  convient  de  distinguer  les  surfaces  algébriques  S  en  trois  classes  : 

Soit  S  une  surface  algébrique;  p  le  nombre  (supérieure  1)  des  polynômes  L 
linéairement  distinctSf/7,  le  genre  de  la  courbe  d'intersection  de  S  avec  la  sur- 
face S  (où  L  :=  o). 

La  première  classe  (la  plus  générale)  comprend  les  surfaces  S  pour  lesquelles 
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toute  surface  £  qui  passe  par  un  point  de  S  ne  passe  pas  par  d*aalres  points 
correspondants  (en  dehors  des  points  singuliers). 

La  deuxième  classe  (où  M.  Painlevë  range  les  surfaces  de  genre  /?  =  3)  com- 
prend les  surfaces  pour  lesquelles  toute  surface  Z  passant  par  un  point  de  S 

passe  par  (/i  — i)  autres  points  correspondants  f/i^  ^2——=  j-  Toute  surfaces 

tangente  à  S  en  un  point  est  tangente  aux  points  correspondants. 

La  troisième  classe  comprend  les  surfaces  S  (en  particulier  les  surfaces  de 
genres  p  =  i)  pour  lesquelles  deux  surfaces  £  qui  ont  un  point  commun  arec  S 
ont  une  ligne  commune  avec  cette  surface. 

Cela  posé,  M.  Painlevé  peut  aborder  l'étude  des  transformations  rationnelles 
des  surfaces  algébriques. 

Soient  S  et  S'  deux  pareilles  surfaces  et 

(i)  x  =  h{x',y,z'),       y  =  k{x',y\z'),        z  =  l{x\y,z') 

une  substitution  rationnelle  qui  transforme  S  en  S'. 

Jamais  cette  transformation  ne  peut  dépendre  de  deux  paramétres  oo  d'on 
plus  grand  nombre,  et  dans  tous  les  cas  on  a 

P^P'y       PiiP'f 

Si  S  est  de  première  classe,  il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  substitutions  (r) 
et  on  les  détermine  algébriquement.  C'est  aussi  par  des  opérations  puremeot 
algébriques  qu'on  peut  déterminer  toutes  les  surfaces  S  dUtinctes  de  la  pre- 
mière classe,  c'est-à-dire  qui  correspondent  rationnellement  à  S',  mais  non  bin- 
tionnellement.  Ces  surfaces  S,  qu'on  peut  toujours  supposer  d'un  degré  ao 
plus  égal  à  p\  —  /)'+3,  sont  en  nombre  fini. 

Quand  la  surface  appartient  à  la  seconde  classe,  on  peut  encore  déterminer 
algébriquement  toutes  les  substitutions  (i)  et,  par  suite,  il  n'en  existe  qa'oD 
nombre  limité.  Toutes  les  surfaces  S  distinctes  de  deuxième  classe  qui  corres- 
pondent rutionneiieiiicnt  à  S  peuvent  aussi  être  trouvées  par  des  calculs  algé- 
briques. 

Knfin,  lorscpicS  appartient  à  la  troisième  classe  (ce  qui  a  toujours  lieu  si  S' 
appartient  aussi  à  cette  classe),  la  transformation  (i)  peut  présenter  deux  types 
bien  diiïcrcnls  :  ou  bien  elle  dépend  d'un  paramètre  et  de  plusieurs  entiers 
arbitraires;  ou  bien  elle  ne  dépend  que  dentiers  arbitraires. 

Cayley,  —  Sur  les  racines  d'une  équation  algébrique.  (2i5-ii8). 

Mannlieini,  —  Sur  un   mode  de   transformation  en   Géométrie 
cinématique.  {^7/io-i'àZ), 

!SI.  Mannheim  indique  un  procédé  de  transformation  qui  permet  de  passer 
des  propriétés  relatives  aux  déplacements  des  points  d'une  droite  à  celles  qui 
conccrnenl  des  faisceaux  de  plans  de  grandeur  invariable. 

C(t  procédé  consiste  à  substituera  l'étude  des  déplacements  de  points  en  ligne 
droite  celle  des  dèf)laccincnls  dune  Jîle  de  sphères  invariables  dont  les  centres 
sont  sur  une  même  droite.  Une  pareille  ligure  conduit  aux  points  en  ligne 
droite  lorsque  les  sphères  mobiles  ont  leur  rayon  nul,  et  aux  plans  parallèles  à 
une  droite  lorsque  les  rayons  de  ces  sphères  sont  infinis. 
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C'est  ainsi  que  l'auteur  passe  de  ce  théorème  :  «  Si  une  droite  D  se  déplace 
de  façon  que  trois  de  ses  points  restent  respectivement  sur  des  sphères 
dont  les  centres  appartiennent  à  une  droite  D',  les  autres  points  de  D 
se  déplacent  aussi  sur  des  sphères  dont  les  centres  sont  sur  D'  »,  au  suivant  : 
«  Lorsqu'un  faisceau  de  plans  de  grandeur  invariable  se  déplace  de  façon  que 
trois  de  ses  plans  restent  respectivement  tangents  à  des  sphères  Gxes  dont  les 
centres  appartiennent  à  une  droite  D',  un  plan  quelconque  du  faisceau  mobile 
reste  tangent  à  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  D'  »  ;  et  de  ce  théorème  :  «  Les 
centres  de  courbure  principaux  des  surfaces  trajectoires  des  points  d'une  droite 
mobile  sont  sur  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre  »,  à  celui-ci  :  «  Les  surfaces 
auxquelles  les  plans  d'un  faisceau  de  grandeur  invariable  restent  tangents  pen- 
dant les  déplacements  de  ce  faisceau  ont  leurs  centres  de  courbure  principaux 
sur  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre  ». 

Raffy.  —  Détermination  des  surfaces  harmoniques  réglées.  (223- 
226). 

Les  seules  surfaces  réglées  dont  l'élément  linéaire  soit  réductible  à  la  forme 
harmonique  (forme  de  Liouville)  sont  applicables  ou  bien  sur  les  surfaces 
de  révolution  ou  bien  sur  les  quadriques. 

Painlevé,  —  Sur  les  transformations  simplement  rationnelles  des 
surfaces  et  sur  une  classe  d'équations  différentielles.  (226- 
229). 

Le  problème  de  la  transformation  rationnelle  des  surfaces  trouve  une  appli- 
cation dans  la  théorie  des  équations  différentielles  du  second  ordre.  Soit 

une  équation  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme,  irréductible,  cn^'*, 
y' y  y.  Si  l'on  suppose  que  l'intégrale  générale  dépende  algébriquement  des 
constantes,  on  peut  la  mettre  d'une  infinité  de  manières  sous  la  forme 

R,  R,,  R,  désignant  des  fractions  rationnelles  de  y'^  y' y  y*  et  choisir  ces  inté- 
grales premières  de  telle  façon  que  toute  intégrale  de  même  forme 

s'exprime  rationnellement  en  a,  ^,  y.  Les  quantités  a,  p,  y  sont  liées  par  une 
relation  algébrique 

?(a»  ?,  r)  -  o 

que  M.  Painlevé  a  appelée  relation  fondamentale. 

Le  problème  que  l'auteur  se  pose  est  le  suivant  :  ^ 

«  Reconnaître  si  l'intégrale  de  (1)  dépend  algébriquement  des  constantes,  la 
relation  fondamentale  correspondante  étant  de  genre  plus  grand  que  i.  » 


/' 
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On  reconnail  par  des  calculs  purement  algébriques  s*il  en  est  ainsi,  et  alors 
Téquation  s'intègre  algébriquement:  ou  bien  l'on  ramène  réquation  aux  équa- 
tions linéaires. 

Jonquières  [de).  —  Note  sur  un  Mémoire  de  Descartes  longtemps 
inédit  et  sur  les  litres  de  son  auteur  à  la  priorité  d'une  décoo- 
verte  dans  la  théorie  des  polyèdres.  (a6i). 

Dans  un  Mémoire  de  Descartes  intitulé  De  solidorum  elemeniis,  longtemps 
inédit  et  encore  peu  connu,  se  trouvent  énoncés  de  la  manière  la  plus  explicite 
deux  théorèmes  relatifs  aux  polyèdres  convexes  que  Ton  peut  traduire  par  les 

formules 

2  =  4(8-2), 

-^îl±!-=aA        ou        £  =  4(A-F), 

S  désignant  la  somme  des  angles  de  toutes  les  faces,  S  le  nombre  des  sommets, 
F  celui  des  faces  et  A  celui  des  arêtes. 

Ces  deux  relations,  rapprochées  Tune  de  l'autit:,  donnent  immédiatement  et 
sans  calcul  la  formule  d'Euler 

S-+-F  =  A  -H2. 

On  ne  saurait  donc  nier  que  Descartes  ne  connût  cette  dernière  formule. 

Stieltjes,  —  Sur  la  fonction  exponentielle.  (2,6'j-9.'^o). 

Démonstration  de  Timpossibilité,  pour  le  nombre  e,  de  satisfaire  à  une  équa- 
tion algébrique  à  coefficients  entiers 

(i)  N  -i-e-N,-f-e''\  +  ...-he*N„=o. 

Celte  dcmonslralion  fort  simple,  dont  nous  indiquerons  brièvement  le  prio- 
cipe,  repose  sur  les  formules 


;^   f     e'^\'{z)ciz-e"P-l\. 


1     •-'  Il 


où  P,  P|,  V,  ....  sont  (les  entiers  cl  V{z)  le  polynôme 

\'{z)  -  z^iz  —  a):'-+'^x  {  z  —  by.'-^'^j . . .{  z  —  /i  ):'-»*»., 

(le  degré  (  /i  —  i  )  jx  -h  A ,  4-  /^  -f- . . .  4-  /.  „. 

Les  formules  (')  rapprociiées  de  la   relation  (i)  montrent  (|uc   l'expression 

N,(t>-F>-P,)-^N,(r''P-Pj-f-...+  N,(c-P-I»,) 

doit  être  un  entier  el  tjue  cet  entier  doit  rire  Z(!ro  dès  que  jx  dépasse  une  rer- 
laine  limite.  On  doit  donr  pouvoir  >alisfaire,   >i   l'on  reinpiare   les  (liffércn<*e> 
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e«p  — p,,  ...  par  leurs  valeurs  (2),  à  l'équation 


I     {z)e-'F{z)  dz  =0f 


la  fonction  (z)  étant  déterminée  ainsi  : 


9(5)  =  N,e"-hiN\e''  +  ...-h  N^e'*,       o<z<a, 
9(5)  =  N,c'' -+-... -^-iS^c*,  a<z<by 


Cette  fonction  9(^))  constante  par  intervalles,  ne  peut  changer  de  signe  que 
pour 

Dès  lors,  on  voit  aisément  qu'en  attribuantaux  entiers  arbitraires  A:,,  A*,, . . .  »  A'^ 
soit  la  valeur  o,  soit  la  valeur  i,  on  peut  faire  en  sorte  que  l'élément  diffé- 
rentiel 9(^)e~'F(^)  ait  un  signe  constant  dans  tout  l'intervalle  (o,  h), 

Mnnnheim,  —  Sur  un  mode  de  transformation  en  Géométrie  ciné- 
matique. (a^o-2^3). 

Dans  une  Note  précédente,  l'auteur  a  montré  comment  on  peut  transformer 
les  propriétés  relatives  aux  déplacements  d'une  droite  en  propriétés  relatives 
aux  déplacements  d'un  faisceau  de  plans. 

Il  n'avait  étudié  que  le  cas  où  les  points  de  la  droite  mobile  décrivent  des 
surfaces  trajectoires.  11  examine  maintenant  le  cas  où  les  points  de  la  droite 
décrivent  des  lignes  trajectoires. 

La  marche  à  suivre  est  toujours  la  môme.  On  remplace  d'abord  la  droite 
mobile  par  une  file  de  sphères,  puis  on  suppose  que  la  droite  des  centres  est 
rejetée  à  Tinfini,  afin  de  transformer  les  sphères  en  plans. 

Entre  autres  applications  de  cette  méthode,  nous  citerons  la  suivante.  Par- 
tant de  ce  théorème  bien  connu  :  «  Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des 
points  d'une  droite  se  coupent  suivant  une  droite  »,  et  remplaçant  la  droite  par 
une  file  de  sphères,  on  voit  que  les  plans  des  caractéristiques  suivant  lesquelles 
les  sphères  d'une  file  de  sphères  mobiles  touchent  les  surfaces  canaux  qui  sont 
leurs  enveloppes,  passent  par  une  même  droite;  et  si  l'on  rejette  la  droite  des 
centres  à  l'infini,  les  plans  normaux  aux  plans  d'un  faisceau  mobile  de  gran- 
deur invariable  menés  pour  une  position  du  faisceau,  respectivement  par  les 
caractéristiques  de  ces  plans,  se  coupent  suivant  une  droite. 

Perrin,  —  Sur  une  généralisation  du  théorème  d'Euler  relatif  aux 
polyèdres.  (273-275). 

L'auteur  appelle  indice  d'une  surface  ouverte  ou  fermée  l'excès  (positif,  nul 
ou  négatif)  du  nombre  n  des  parties,  toutes  simplement  connexes,  entre 
lesquelles  on  peut  diviser  la  surface  par  un  système  arbitraire  de  sections,  tant 
rentrantes  que  Iransvcrscs,  sur  le  nombre  v  des  sections  transverscs  de  ce 
système.  Cet  excès  I  —  /i  —  r  e^t  indépendant  de  la  disposition  des  sections  el 
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dépend  uniquement  de  la  nature  de  la  surface.  II  est  égal  à  i  pour  une  aire  à 
contour  simple,  à  a  pour  une  sphère,  à  o  pour  un  tore,  etc. 

Si,  sur  une  aire  à  contour  simple  ou  sur  une  surface  simplement  connexe  on 
trace  un  système  arbitraire  de  S  lignes  joignant  entre  eux  ou  à  des  points 
({uelconques  du  contour  n  points  ou  sommets  pris  à  volonté,  et  si  d  est  le 
nombre  des  points  de  croisement  de  ces  lignes  autres  que  les /i  sommets,  on  a, 
entre  l'indice  I  de  la  surface  et  les  indices  i  de  diverses  régions,  la  reiatioi 
(indiquée  par  M.  Perrin  des  i88a) 

1/=  I-^-S-t-d  — /i. 

Appliquée  à  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces  sont  simplement  connexes  et 
ont  par  suite  pour  indice  Tunité,  cette  relation  donne  la  formule 

r  4-  S  -^  A  -h  I, 

I 

(jui  se  réduit  à  celle  d'Euler  lorsque  le  polyèdre  est  sphéroîdal,  1  =  3. 

Plus  généralement,  pour  tout  solide  limité  par  des  surfaces  fermées  distinctes, 
d'indices  respectifs  I,,  I,,  ...,  et  découpées  elles-mêmes  en  faces  planes  oa 
courbes  d'indices  f,,i^.  ...,  par  un  système  de  A  lignes  reliant  deux  à  deax  S 
points  disposés  d'une  manière  quelconque,  on  a 

Ïi  +  Sr-.  A  +  2I. 

Tisserand.  —  Sur  les  mouvemenls  des  planètes  en  supposant 
Tattraction  représentée  par  Tune  des  lois  éleclrodvnamiquesde 
Gauss  ou  de  Weber.  (3i.'5-3i5). 

Qu'arriverai t-il   si  le  système  planétaire,  au  lieu  d'être  régi  par  fa  Foi  de 

Newton,  l'était  par  l'une  des  lois  proposées  en  électrodynamique  par  Gairjsel 

par  Weber  : 

frnm"  f  i    /  .  dr'x'] 


frnm'  \    f      d'r        dr*\  k 


C'est  à  rctlc  question  <|ue  .M.  Tisserand  essayait  de  répondre  dès  1873. 

Il  a  montré  que  la  subslilution  de  la  loi  de  Weber  à  celle  de  Newton,  quatid 
on  donne  à  la  conslaiile  k  une  valeur  égale  (ou  comparable)  à  la  vitesse  de 
la  lumière,  ne  produit  dans  les  éléments  elliptiques  des  planèles  que  des  iné- 
j;aiiu''s  périodiques  insensibles.  La  longitude  du  périhélie  fait  exception:  clk 
tonlicnl  un  terme  séculaire  <lont  l'expression  est 


a  II'       \ 


•>  ' 


et  dont  la  \alcur,  pour  Mercure,  est  de  -f- 1 '1 M  en  un  siècle. 

-M.  Tisserand  viciil  de  refaire  pour  la  formule  de  (iauss  les  calculs  qu'il  avait 
faits  aiiléricuremcnl  pour  celle  de  \N  cbcr,  et  il  a  trouvé 


j  I.    -— 


ah 
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Le  déplacemeot  du  périhélie  est  sensiblement  le  double  de  ce  qu'il  était  avec 
la  loi  de  Weber;  pour  Mercure,  on  a  ùt:  =±:  28*,  a  en  un  siècle. 

Le  Verrier  a  trouvé  que  l'attraction  newtonienne  des  planètes  doit  faire 
tourner  dans  le  sens  direct  le  périhélie  de  Mercure  de  537*  en  cent  ans;  mais 
la  discussion  des  observations  lui  a  montré  que  le  mouvement  réel  est  certai- 
nement plus  grand  de  38\  La  loi  de  Gauss  expliquerait  les  trois  quarts  de  cet 
excédent. 

Jonquières(de),  — Lcrit  posthume  de  Descartes  sur  les  polyèdres. 

(3i5-3i7). 

Nouvelle  preuve  à  l'appui  de  la  priorité  eiïective  de  Descartes  dans  la  décou- 
verte de  la  relation 

F  -f-  S  =  A  -h  2. 

Seydler.  —  Sur  le  problème  de  Saint-Pétersbourg.  (3a6-328). 

Solution  du  problème  de  Saint-Pétersbourg,  modifié  par  la  condition  nouvelle 
qu'on  doit  jeter  la  monnaie /z  fois,  ni  plus  ni  moins  (la  partie  recommençant 
au  besoin  jusqu'à  ce  que  le  nombre  n  soit  atteint). 

Demartres,  — Sur  les  surfaces  réglées  dont  l'élément  linéaire  est 
réductible  à  la  forme  de  Liouville.  (329-33o). 

Les  surfaces  réglées  dont  l'élément  linéaire  est  réductible  à  la  forme  de 
Liouville  sont  définies,  suivant  M.  Demartres,  par  les  conditions  suivantes  : 

i**  Le  paramétre  de  distribution  des  normales  est  une  fonction  elliptique  de 
l'arc  de  la  ligne  de  striction  ; 

2*'  La  tangente  de  l'angle  que  fait  la  ligne  de  striction  avec  la  génératrice 
est  proportionnelle  à  ce  paramétre  de  distribution. 

D'ailleurs,  les  seules  surfaces  réglées  applicables  sur  une  surface  de  révolu- 
tion sont  celles  qu'a  trouvées  M.  Bioche  {Comptes  rendus  des  séances  de 
l'Académie  des  Sciences,  mars  1888). 

M.  Demartres  indique  brièvement  une  généralisation  de  la  méthode  qui  lui 
a  fourni  ces  résultats  :  elle  s'applique  à  toute  classe  de  surfaces  admettant 
comme  génératrices  une  suite  de  courbes  universales. 

L'auteur  annonce  que  cette  méthode  lui  a  permis  d'obtenir  un  assez  grand 
nombre  de  surfaces  cerclées  admettant  des  systèmes  de  Liouville. 

Peiot,  —  Sur  les  surfaces  dont  l'élément  linéaire  est  réductible 
àlaformerf52  =  F(U-f-V)(rf//2+rfr2).  (33o-334). 

Pour  que  l'élément  linéaire  d'une  surface  S  soit  réductible  à  la  forme 

ds^  =  l''(  U  -h  V  )  (  rfa»-t-  dv""  ), 

où  U  est  une  fonction  arbitraire  de  u  et  V  de  i',  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
puisse  mener  par  chaque  point  M  de  la  surface,  dans  des  plans  P,  ctP,  respec- 
tivement normaux  à  des  courbes  formant  un  système  orthogonal  et  isotherme, 
deux  droites  D,  et  D,  engendrant  deux  congruenccs  de  normales,  et  formant 


08  SECONDE  FAUTIH. 

avec  la  normale  à  la  surface  S  des  angles  0,  et  0,  qui  vériGent  en  chaque  point 
la  relation 

d    .     ^         rf    .  -#v 
-7-sin»8,  =  -j— sin*6,, 
ds^         *      ds^         * 

ri  ri 

OÙ   les  dérivées  -?— >  -r-  sont  prises  respectivement  suivant  des  directions 

respectivement  perpendiculaires  à  P,  et  P,. 

Le  cas  particulier  le  plus  intéressant  est  celui  où.  Télément  linéaire  est 
réductible  à  la  forme  de  Liouville  : 

Pour  que  Télément  linéaire  soit  réductible  à  la  forme 

ds*=  (U-t-V)(da«-^rfp»), 

il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  mener  par  chaque  point  de  la  surface,  dans  des 
plans  P,  et  P,  respectivement  normaux  à  des  courbes  formant  un  système 
orthogonal  et  isotherme,  deux  droites  D,  et  D,  engendrant  deux  congruences 
de  normales  et  formant  avec  la  normale  à  la  surface  S  des  angles  qui,  en  cbaqoe 
point  de  cette  surface,  sont  complémentaires  l'un  de  l'autre. 

Janet  (/^.).  —  Extension  de  la  conservation  du  flux  de  force  cl 
d^induction  magnétiques.  (iSG-SSg). 

Le  flux  magnétique  se  conserve  dans  tout  l'espace,  y  compris  les  condoc- 
teurs,  magnétiques  ou  non,  parcourus  par  des  courants  quelconques. 

Ce  théorème,  qui  fait  de  la  conservation  du  flux  d'induction  la  propriété  la 
plus  générale  de  l'électrodynamique,  est  démontré  par  M.  P.  Janet,  sansaocnoe 
hypothèse  sur  le  coefficient  d'aimantation. 

Mannheini,  — Transformations  en  Géométrie  cinématique.  (Sgî- 

Dans  deux  Noies  précédentes,  M.  Mannheim  a  montré  comment  on  peut 
transformer  les  propriétés  des  trajectoires  des  points  d'une  droite.  La  méthode 
consiste  essentiellement  à  remplacer  les  points  de  la  droite  mobile  par  une  file 
de  sphères  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite. 

L'auteur  présente  actuellement  comme  exemple  l'application  de  celte 
méthode  à  la  transformation  d'une  construction  et  à  celle  d'une  formule. 

Janet  (P.).  —  Sur  raimanlation   transversale  des  conducteurs 
inagnélicjues.  (453-4-55). 

Lorsqu'un  conducteur  magnétique  est  parcouru  par  des  courants  électrique*, 
il  prend  (sous  Tinfluence  de  forces  non  conscrvatives)  une  aimantation  trans- 
versale. 

Lorsque  le  coefficient  d'aimantation  k  est  constant,  le  magnétisme  transversal 
induit  est  purement  superficiel. 

Le  potentiel  magnétique  induit  est  défini  par  l'équation 


il 


/     /•  dn  f     r     *" 
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F^  (IcsigDant  la  composante  normale  de  la  force  non  conservativc  en  un  point 
de  la  surface  S  du  conducteur. 

Si  l'on  remarque  que  la  fonction  V  =  —  A'  /    -F^ds  est  un  potentiel,  on  peut 

écrire 

Û  —  V  =  A  / i--; ds-^k  I    -  -r-  ds, 

J    r         dn  J    r  dn 

La  méthode  de  C.  Neumann  est  immédiatement  applicable  pour  trouver 
û  — F. 

Dans  le  cas  d'un  cylindre  parcouru  pur  un  courant  longitudinal,  l'équation 
de  l'aimantation  transversale  induite  se  simplifie  et  devient 

û=— aA/    -y- logrcf5  + aA'  /  F„logrrf5, 

ds  étant  un  élément  d'arc  de  la  section  droite. 
Les  lignes  d'aimantation  ont  pour  équation 

H  =  ^j;  -f.  const., 

H  désignant  le  potentiel  vecteur  et  ^  la  fonction  conjuguée  de  û  dans  le  plan 
xOy  de  la  section  droite. 

Dans  le  cas  où  le  cylindre  est  elliptique,  on  satisfait  à  l'équation  du  magné- 
tisme transversal  induit  en  posant 

V  étant  une  constante. 

De  là  résulte  que  le  cylindre  est  partagé  en  quatre  quadrants,  où  la  densité 
superficielle  du  magnétisme  libre  est  alternativement  positive  ou  négative. 

Cette  dernière  conséquence,  vérifiée  par  l'expérience  sur  l'aimantation  trans- 
versale résiduelle  de  cylindres  elliptiques  en  acier,  fournit  le  premier  exemple 
d'une  aimantation  apparente  produite  par  un  champ  non  conservatif. 

Les  lignes  d'aimantation  sont  des  ellipses  semblables  moins  aplaties  que  le 
cylindre. 

L'auteur  est  également  parvenu  à  résoudre  explicitement  le  problème  de 
l'aimantation  transversale  induite  dans  un  tube  cylindrique  à  sections  ellip- 
tiques homofocales. 

Bouché.  —  Sur  la  formule  de  Stirling.  (5i3). 

Si  Ton  pose 

1.3.3. ../i 
?{n)= J-» 

n-f-- 

e-^n      * 
on  a  la  relation 

9(/H-/>) 

De  cette  relation,  M.  Rouché  déduit  aisément  la  formule  de  Stirling  pour 
l'évaluation  du  produit  1.2.3.../1  lorsque  n  est  un  grand  nombre 

T.2.3. .  ./i  =\/aiî/i/i'*e-'*ei*'». 
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Le  produit  en  question  est  donc  compris  entre  les  deux  limites 

_i_ 

y^i  T.  n  n'*er'*    et    y'a  z  n  n"  tf~"  i*». 

Bi'oche,  —  Sur  les  surfaces  réglées  qui  passent  par  une  courbe 
donnée.  (5i5-5i()). 

L'auteur  étudie  les  surfaces  réglées  qui,  tout  le  long  de  la  courbe  considérte, 
ont  une  courbure  totale  dépendant  seulement  du  point  correspondant  de  la 
courbe. 

Soient  u  et  ?:  les  courbures  de  la  courbe;  G'  la  courbure  totale  de  la  surface 
réglée;  0  l'angle  d'une  droite  avec  U  courbe;  o  l'angle  que  le  plan  taogeot  i 
la  surface  fait  avec  le  plan  osculateur  à  la  courbe. 

Ces  quantités,  considérées  comme  fonctions  de  Taxe  s  de  la  courbe,  sont  liées 

par  la  relation 

do 

■—-  ='ï:-hwcot6sin?--G, 

de  sorte  que,  si  ui,  r.y  9,  G  sont  des  fonctions  données,  9  est  déterminé  par 

une  équation  de  Riccati  en  tang->  qui  s'intégre  immédiatement  si  8  =  90*0* 

si  G  =  ir. 
A  propos  des  surfaces  réglées,  M.  Bioche  indique  ce  théorème  : 

Si  l'on  considère  les  surfaces  réglées  engendrées  par  des  droites  quifootd» 
angles  constants  avec  la  tangente,  la  normale  et  la  binormale  d'une  coarfoe, 
les  points  centraux  des  génératrices  qui  passent  par  un  même  point  de  la  coarbe 
sont  sur  un  cylindre  de  révolution. 

Lévy  (Maurice),  —  Sur  Tapplicalion  des  lois  électrodvnaitiiques 
au  mouvement  des  planètes.  (543-55 1). 

La  loi  d'atlraclion  éleclrodynamique  due  à  Gauss,  et  appliquée  récemment 
par  M.  Tisserand  au  iiiouvciiienl  du  périhélie  de  Mercure,  est,  comme  un  sait. 
en  conlradiclion  avec  le  principe  de  l'énergie. 

Au  contraire,  liieinann  a  donné  une  loi  qui,  comme  celle  de  Webcr,  est 
d'accord  avec  ce  principe  aussi  bien  qu'avec  les  faits  constatés  en  électricité. 
Les  potentiels  de  Weber  et  de  Hieinann  ont  respectivement  pour  expressions 


et 


7/  jx  /  I     cfr*  \ 

r~    \~  1?  TIF  )' 


i.^L"'-îl, 


r  vAnnl  à  l'inslant  t  la  distance  des  deux  masses  attirantes,  V  leur  vitesse  reU- 

livc,  /  le  coefficient  d'attraction  et  7*  une  vitesse  que  l'on  suppose  voisine  de 

celle  de  la  lumière. 

Le  potentiel 

P--l\  i-a(P,-P,) 

siitisfera  au  principe  de  l'énergie  et  reproduira  fidèlement  tous  les  phénomène- 
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électriques  observés  sur  les  courants  fermés,  quelle  que  soit  la  valeur  uumé- 
rique  de  la  constante  a. 

M.  M.  Lévy  se  propose  de  déterminer  «de  façon  que  l'attraction  définie  par 
ce  même  potentiel  explique  aussi  le  mouvement  héliocentrique  du  périhélie  de 
Mercure.  Alors  m  désignera  la  masse  de  la  planète  et  \i  cette  masse  augmentée 
de  celle  du  Soleil. 

On  trouve  pour  valeur  de  ce  mouvement 

a  étant  la  moyenne  distance  et  n  le  moyen  mouvement  de  la  planète,  et  Ton 

5 
devra  prendre  '  =  n  pour  que  la  valeur  gt  coïncide  avec  la  valeur  38",  fournie 

par  Tensemblo  des  observations. 

Revenant  au  point  de  vue  purement  électrique,  M.  M.  Lévy  donne  une  for- 
mule du  potentiel  plus  générale  que  la  formule  P,4-a(P, —  PJ,  savoir 

qui  contient  une  fonction  arbitraire  G  de  r. 

Si  Ton  n'impose  pas  aux  actions  entre  les  deux  points  l'obligation  de  dériver 
d'un  potentiel,  mais  seulement  de  reproduire  les  actions  électrodynamiques  et 
d'induction  connues  entre  courants  fermés,  ces  actions  comportent  deux 
fonctions  arbitraires  de  r,  G  et  K.  L'action  exercée  par  {x  sur  m  peut  se  décom- 
poser en  trois  autres:  l'une  F^  dirigée  suivant  r  compté  de  \i  vers  m;  la  deuxième 
Fy,  suivant  la  vitesse  V  dans  le  mouvement  de  m  autour  de  \i\  la  troisième  F^, 
suivant  l'accélération  J  dans  ce  même  mouvement,  et  l'on  a 

\  h*r]  dv        \  2  A'/'V     * 

/mjx       \  /l'/'V      dt 

'—  =GJ. 


/'"!* 


Pour  que  la  force  dérive  d'un  potentiel,  il  suffit  d'établir  entre  les  deux 
fonctions  arbitraires  la  relation 

K  =  G-7^. 

Mittag'LeJJler.  —  Sur  une  transcendante  remarquable  découverte 
par  M.  Fredholm.  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Poincarë.  (627- 
629). 

Les  fonctions  connues  jusqu'ici,  qui  n'existent  que  dans  une  certaine  région 
du    plan,    cessent    d'exister    parce  que   ces  fonctions   elles-mêmes   ou   leurs 
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(icrivccs    deviennent   discontinues    sur   le   contour.    M.  Frcdholm,  élève  de 
M.  .Mittag-Lcffler,  a  trouvé  une  fonction  qui  reste  continue,  ainsi  que  tonles 
SCS  dérivées,  sur  la  frontière  qui  limite  le  domaine  d'existence  de  cette  fonction. 
Si  Ton  écrit  la  fonction  B  sous  la  forme 


»  =  -»-•  v  =  — l 

et  que  l'on  pose 


y  evt»+»^_  y  ^vt,+v„^y 


?('»  ^')  =2]  ^"'■*''*'» 


=  0 


la  fonction  9(/,  i*),  regardée  comme  fonction  de  /,  n'existe  plus  quand  v*esi 

une  constante  dont  la  partie  réelle  n'est  négative  que  pour  le  domaine  ^<o 

(en  posant  t  =  t'-h  if). 

Kn  posant 

e*  —  Xy       e^=a,       Ifl|<«, 

on  obtient  une  fonction  de  x 

qui  n'existe  que  pour  \x\  <  i,  et  qui  est  continue,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées, 
pour  |j:|  =  I. 

El/iol,  —  Sur  les  invariants  d'une  classe  d^équations  du  premier 
ordre.  (6î>.()-632). 

L'équation  diiïcrcntielle 

dx  '"  \\  ' 


où  P,  cl  P,  désiRncnl  des  polynômes  en  y^  dont  le  degré  est  marqué  par  les 
iiuliccs,  cl  dont  les  cocflicienls  sont  dos  fonctions  quelconques  de  J*,  cunscrYe 
la  iiiéinc  forme  quand  on  eiïecluc  le  changement  de  variable  et  de  fonction 

——1  r=  r,        y  —  av,-\-  b, 
dx  .  .  I 

où  n,  b,  c  sont  trois  fondions  quelconques  de  x. 

On  peut  profiler  des  fonctions  a  cl  b  pour  ramener  l'équation  à  la  forme 
réduilc 

d\        ^        H 

I  cl  II  sont  des  invarianls.  indépcndnnls  des  fonctions  a  et  ^  et  se  reproduisant 
mullipliés  par  -  (|uan(l  on  eiïcclue  le  cliangemcnl  de  variable. 
Par  une  délcrminalion  convenable  de  la  fonclion  c,  on  ramène  cette  dernière 
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équation  à  la  forme 

^V  J 

nii  J  est  un  invariant  absolu. 

Un  cas  simple  d'intégrabilité  est  celui  où  J   est  de  la  forme  k\,  k  étant 

une  constante.  On   réalise  ce  cas   en   supposant  que  le  rapport  l-r-j  :  I  est 

égal  à  A*. 
Le  cas  de 

9      v/X  9'    ' 

appartient  à  des  équations  de  Jacobi. 

Les  équations  dont  l'intégrale  générale  est  de  la  forme 

(r  -  A)«(>^  —  B)?(y  -  C)ny  -  D)*=  const. 

rentrent  dans  le  type  (i)  si  Ton  a 

aH-?-t-v  +  5  =  o,        aiAH-?B-hyCH-8D  =  o, 

A,  B,  Cf  D  étant  des  fonctions  de  x  et  s,  ^,  y,  o  des  constantes. 
Si  l'on  fait  le  changement  de  fonction 

toutes  les  équations  difTérentielles  en  ^,  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  un 
changement  de  la  variable  indépendante.  Il  est  aisé  de  former  celle  qui  admet 
quatre  solutions  particulières  linéaires. 

Jonquières  {de).  —  Note  sur  un  Mémoire  présenté  qui  contient, 
avec  le  texte  complet  et  revu  de  l'écrit  posthume  de  Descaries, 
De  solidorum  elementis,  la  traduction  et  le  commentaire  de 

cet  Ouvrage.  (677-680). 

« 
Fontviolant  {de).  —  Sur  la  Statique  graphique  des  arcs  élas- 
tiques. (697-699). 

Dans  son  Traité  de  Statique  graphique,  M.  M.  Lévy  a  donné  une  théorie 
des  arcs  élastiques  fondée  sur  une  hypothèse  qui  consiste  à  négliger  les  défor- 
mations de  la  tension  longitudinale  et  de  TelTort  tranchant  devant  celles  géné- 
ralement beaucoup  plus  importantes  qui  sont  dues  au  moment  fléchissant. 

Cependant,  lorsqu'il  s'agit  d'arcs  surbaissés,  il  est  nécessaire  de  tenir  compte 
des  déformations  dues  à  la  tension  longitudinale. 

Aussi  M.  de  Fontviolant  s'est-il  proposé  de  rechercher  si  Ton  ne  pourrait, 
par  des  modifications  simples,  introduire  dans  les  théorèmes  de  M.  M.  Lévy 
les  quantités  qu'il  a  négligées,  tout  en  conservant  à  ces  théorèmes  leur  forme 
d'ensemble  qui  se  prête  si  bien  aux  développements  graphiques. 

Il  établit  deux  règles  qui  constituent  la  solution  générale  et  complète  de 
cette  question  :  la  première  relative  à  l'introduction  de  la  tension  longitudi- 
nale seule;  la  seconde  à  l'introduction  simultanée  de  la  tension  longitudinale 
et  de  l'eiïort  tranchant. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  1*  série,  t.  \VL  (Mai  i8<jy.)  H.-; 
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Pellet,  —  Kcclificalioii  approxinialive  d'un  arc  de  courbe.  (--8). 

«  IVenons  sur  la  tangente  en  un  point  A  à  une  courbe  des  longueurs  égales 
(le  part  et  d'autre  du  point  A,  AP,  AP';  puis,  sur  la  normale  eo  A  et  du  côté 
du  centre  de  courbure,  une  longueur  AC  égale  à  trois  fois  le  rayon  de  cour- 
bure; joignons  enfin  le  point  C  aux  points  P  et  P',  et  soient  M  et  M' lespoiau 
de  rencontre  des  lignes  CP,  CP'  avec  la  courbe  :  la  longueur  de  l'arc  de 
courbe  MM'  est  sensiblement  égale  à  la  ligne  PP'.  La  diiïérence  des  deux  lon- 
gueurs est  inférieure  à 

\\  étant  le  plus  grand  des  rayons  de  courbure  correspondant  aux  différent 

points  de  Taxe  MM',  et  0  la  courbure  totale  de  cet  arc. 

»  On  suppose  que  la  courbure  varie  d'une  manière  continue,  et  toujours daos 

r  R 

le  même  sens  lorsqu'on  parcourt  l'arc  MM'.  Pour  8  inférieur  à  -r  >  on  a  </<  -r— ' 

et  même  pour  le  cercle  d  < »  de  sorte  que,  si  R  est  inférieur  à  i",  ladiffé- 

2000 

rence  entre  PP'  et  Tare  MM'  est  négligeable  au  point  de  vue  du  dessin.  > 

Fouret.  —  Construclion  du  rayon  de  courbure  des  courbes  Irian- 
gulaircs  symétriques,  des  courbes  planes  anharmoniques  el  des 
lignes  asjmptoliques  de  la  surface  de  Sleiner.  (778-781). 

L'auteur  donne  diverses  expressions  du  rayon  de  courbure  p  en  un  point» 
d'une  conique  dont  on  connaît  en  outre  la  tangente  mt  en  m  et  trois  aolres 
points  a,  bf  c  : 

I  sin<7///^  sin^m/ sinrw/ /    i 


/j >\ 

\  nie         nui  / 


p  sxnanic  ^M\bnic         \mc        nui 

I  sin<7//// sin />>m/ sinr////  /sin/>mr        >'\ncma        sxnamb 


■>  — 


s\v\ b nie  i>\\\ enta  i>iii nnib 


(T*iiiu/nf             :»iiii//fc*             :*iiic«ff»c/  . 
i . 1 ' 
ma                ntb                ntc       ' 


I        ,    siii/7w^  sin^m/ sincm/         Iv.abc 

s\n bnic  sii\ enta  iiiuamb  ma  nib  me* 

\{  _   '?:in anit  siu  bmf  sii\  cm f      bc  ca  ab 
0        s\t\  bmc  i>\ti  ('tua  ■siuanib  ma  mb  me 

I 

Dans  CCS  formules,  a  désigne  le  point  de  rencontre  dos  droites  ab  cl  me,  cl 
H  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  abc. 

De  la  première  de  ces  formules,  on  déduit  le  centre  de  courbure  ji  relatif 
au  point  m  de  la  conique  : 

On  décrit  une  circrinférencc  tangente  en  m  à  mt  et  passant  par  l'un  de- 
points  a,  b,  r,  par  In  point  a,  par  exemple.  Soient  o  son  centre,  e  ci  f  les  points 
où  clic  rencontre  respectivement  les  droites  mb  et  wc,  g  et  h  les  points  d'in- 
tersection de  ef  avec  bc  et  avec  ma.  Par  a  on  mène  une  parallèle  à  e/;  A  étani 
le  point  où  cette  parallèle  coupe  bc,  on  mène  par  g  une  parallèle  à  Aa  jusqu'il 
la  rencontre  de  ma  en  /.  Le  point  |jl  où  la  parallèle  à  ho  issue  du  point  /c»»upf 
la  normale  on  ///  à  la  conique  est  le  centre  de  courbure  cliercbé. 

Les  formules  qui  précèdent  peuvent  servir  à  déterminer  le  ra\on  de  cour- 
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bure  p'  en  un  puint  d'une  courbe  Iriangulairc  symclrique 


(f)V(|)V(f)-  =  „ 


(rapportée  à  un  triangle  abc  convenablement  choisi).  II  suffit  de  remplacer 

dans  ces  formules  -  par -  •  * 

p  I  — «  p 

Poincaré,  —  Sur  la  loi  électrodynamique  de  Weber.  (825-829). 

M.  Poincarc  signale  de  graves  erreurs  commises  par  Maxwell  dans  son 
élude  sur  la  loi  clectrodynaniique  de  Weber  et  dans  sa  tentative  pour  en  tirer 
les  lois  connues  de  l'induction. 

Si  Ton  pose 

"=-//!£■  ;"■■"■ 

et 

on  trouve  pour  valeur  de  la  force  électromotrice  totale  d'induction  déduite  de 
la  loi  de  Weber 

el  non.  comme  le  croit  Maxwell.  —  -r,^I<*  Le  terme  J  n'est  nul  que  dans  le 

at 

cas  des  courants  fermés. 

Il  faut  conclure  de  là  que  le  principe  de  l'énergie  est  insuffisant  pour  faire 
prévoir  les  lois  de  l'induction.  C'est  d'ailleurs  ce  que  savent  déjà  ceux  qui  ont 
lu  les  judicieuses  critiques  de  M.  Bertrand  (  Théorie  mathématique  de  l'Élec- 
tricité). 

Si  l'on  admet  a  priori,  avec  M.  Poincaré,  que  la  force  électromotrice,  due 
à  l'induction  du  premier  circuit  sur  le  second,  ait  une  expression  de  la  forme 

et  la  force  électromotrice,  due  à  l'induction  du  second  circuit  sur  le  premier, 
une  expression  de  la  forme 

dt 

voici  ce  que  donne  le  principe  de  la  conservation  de  Ténergie  : 

B  =  B'.       C^C'=§'-.f. 

Ce  principe  ne  peut  donc  à   lui  seul  déterminer  les  quatre  coefficients  de 
l'induction. 
D'autre  part,  la  loi  de  Weber  donne 

B  =  B  =  M.       C^     J,       r/=^'+j. 

dt  dt 


:6  SECOxXDE  PARTIE. 

valeurs  conformes  aux  équalions  déduites  du  principe  de  l'énergie,  mais  qui 
ne  coïncident  avec  celles  que  trouve  Maxwell, 

B=B'=M,        C=C'=^» 

al 

que  si  Ton  fait  encore  cette  hypotlièse  que  le  déplacement  d'un  courant  con- 
stant I  produit  les  mêmes  cfTels  d'induction  que  la  disparition  d'un  courant 
(l'intensité  i  au  point  de  départ  et  la  naissance  d'un  courant  d'intensité  i  au 
point  d'arrivée. 

Painlevé.  —  Sur  une  transformation  des  équations  diflerenlî elles 
du  premier  ordre.  (H-Jo-S/J^). 

Soit 

une  équation  diiïércnticllc  du  premier  ordre  où  P  et  Q  représentent  deux  po- 
lyn<^mes  en  y  de  degré  i  et  y.  Si  n  désigne  le  plus  grand  des  deux  nombres  i 
et  y +  2,  la  substitution 

où  a,  6,  c,  d  sont  des  fonctions  quelconques  de  Xy  transforme  l'équation  (i) 
en  une  équation  analogue  où  le  numérateur  est  de  degré  n,  le  dénominateur 
de  degré  (/i  —  2)  tn  y.  On  peut  toujours  supposer  l'équation  (i)  écrite  sous 
cette  forme,  en  introduisant  au  besoin  des  coefficients  nuls. 

Pour  qu'on  puisse  passer  de  l'équation  (a)  à  une  équation  analogue  (1')  par 
une  substitution  (3),  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  a/i  —  5  invariants  dis- 
tincts de  chaque  équation  soient  égaux  respectivement. 

On  peut  ramener  Téquation  générale  (i)  à  une  forme  réduite  où  ne  figurent 
que  2/1  —  5  cocflicienls  des  termes  en  y,  coefficients  qui  sont  précisément  les 
•m  —  5  invariants  distincts  de  l'équation  proposée. 

Si  l'on  chorclic  les  équations  (i)  dont  l'intégrale  générale  ne  prend  qucdcu\ 
valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  on  trouve  que  ces  équations  sont 
de  la  forme 

,      rt  r'  H-  ^  r*  -f-  r  r  -4-  rf 

(  -^  )  y  =  — ^ -r » 

.  cy-^f 

ou 

,  '  _  «/'  4-  by  -4-  cy^  -hdy-hc 

^^^  ^'  "  by'-rgy-^h 

On  les  ramène  d'abord  aux  formes  réduites 


(  -y  ) 

x'  =  y^-\-^, 

ou 

(V) 

r'-- 

* ,          ou 

V  -^  c 

ou        )'=>'♦  H-  Vr-—  lî 
(suivant  «pic  les  racines  du   dénominateur  soni   dislinrlrs  ou    rr»nfun(lucs  )  ;  et 
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l'on  délerminc  aisément  les  condilions  invariantes  auxquelles  ces  équations 
doivent  satisfaire.  On  forme  même  explicitement  toutes  ces  équations  comme 
aussi  toutes  les  équations  (3)  dont  l'intégrale  ne  prend  que  trois  valeurs  autour 
de  points  critiques  mobiles. 

On  peut  cliercher  à  reconnaître  si  une  équation  (i)  se  ramène  par  une  sub- 
stitution (a)  à  une  équation  (1')  numériquement  donnée.  La  substitution  (3), 
quand  elle  existe,  s'obtient  algébriquement,  à  moins  que  l'équation  considérée 
n'admette  un  groupe  continu  de  transformations  (2).  Tel  est  le  cas  de  l'équa- 
tion de  Uiccati.  Toutes  les  autres  équations  (3)  qui  restent  invariantes  pour 
un  tel  groupe  se  ramènent  immédiatement  à  la  forro« 

y  =  fiy.  l  ). 

où  le  second  membre  est  homogène  et  de  degré  zéro  :  I  équation  s'intègre  par 
quadratures. 

Tous  ces  résultats  s'étendent  aux  équations  algébriques  de  degré  quelconque 
en  y  et  y. 

Fourel.  —  Construction  du  rayon  de  courbure  de  certaines 
classes  de  courbes,  notamment  des  courbes  de  Lamé  et  des 
paraboles  et  hyperboles  de  divers  ordres.  (843-8/{6). 

Picard.  —  Sur  une  classe  d'équations  diflerenti elles  dont  l'inté- 
grale générale  est  uniforme.  (877-880). 

M.  Picard  revient  sur  les  équations  diiïérentielles 

où  ne  figure  pas  la  variable  indépendante  x  et  oii  /  représente  un  polynôme, 
dans  le  cas  où  l'int-égrale  générale  est  une  fonction  uniforme  de  x  avec  le 
seul  point  singulier  essentiel  à  l'infini. 

Soit^  une  intégrale  quelconque;  si  l'on  désigne  par^,,^,»  ...,y,'"^  les  va- 
leurs que  prennent  cette  fonction  et  ses  dérivées  quand  on  remplace  x  par 
X  -h  h,  h  étant  arbitraire,  on  aura 


les  F  étant  des  fonctions  uniformes  du  point  analytique  {y,  y,  ...,  y^'^)} 
d'ailleurs  arbitraire  sur  la  surface  /,  et  la  transformation  ainsi  obtenue  est 
évidemment  réversible. 

Dans  le  cas  où  cette  transformation  biuniformc  est  en  même  temps  biration* 
nelle,  on  peut  se  rendre  compte  de  la  nature  des  intégrales  de  l'équation  (i). 

Le  cas  de  m  =  3  a  été  traité  complètement  dans  le  grand  Mémoire  de  M.  Pi- 
card sur  les  fondions  algébriques  de  deux  variables.  Abordant  maintenant  le 
cas  général  où  m  est  quelconque,  l'auteur  fait  voir  que  l'intégrale  de  l'équation 
(1)  pourra  s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  abélicnncs  ou  de  leurs  dégénérci»- 
ccnccs. 
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Voici  une  conséquence  inléressanie  de  ce  théorème  : 
Klant  donnée  une  équation 

/OS.V,  v%  ....  j'(-))  =  o. 

dont  rinlégrale  générale  Y  peut  s'exprimer  à  l'aide  d'une  intégrale  particulière 
quelconque  y  par  la  formule 

V  =  W  ( j',  y\  . .   ,  .>'(->,  a„  CT,,  . . . ,  a^  ), 

\\  dépendant  rationnellement  des  y  et  les  m  lettres  a  représentant  des  con- 
stantes arbitraires,  cette  intégrale  générale  sera  nécessairement  uniforme,  et 
elle  pourra  s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  abélicnnes  ou  de  leurs  dégénéres- 
cences. 

BellvamL  —  Quelques  remarques  au  sujet  des  fonctions  sphé- 
riques.  (()3'>.-()3^). 

L'auteur  s'altaclic  à  montrer  l'avantage  qu'il  y  a,  dans  nombre  de  questions 
à  remplacer  l'équation  du  second  ordre 

à  laquelle  satisfont  les  deux  fonctions  spliériques  d'ordre  /i,  de  première  cl  de 
seconde  espèce,  par  les  deux  équations  du  premier  ordre 

dx  dx  '** 

dn„  dl\„  , 

dx        "^    dx  '*"  '' 

(loiil  clic  est  une  coi»s»}(|uenrc  nécessaire. 

/^(tinle\'f\  —  Sur  les  intégrales  al»;ébriques  des  équations  dilTc- 
renlielles  du  premier  ordre.  (()i5-()48). 

I  ne  L'<|(uiiion  du  premier  ordre  cl  du  premier  degré 

P  (.V,  x  ) 


(«)  .v  = 


<>>(.>'-'') 


peut  avoir  son  intégrale  gôncialc  algébrique.  Chaque  intégrale  délniit  «lors 
une  courbe  C  de  degré  m;  cl  par  chaque  point  du  plan  passe  une  courbe  C  el 
une  seule  à  moins  que  ce  point  ne  soit  commun  aux  deux  courbes  V  —  o, 
(>  =  o. 

On  peut  toujours  supposer  que  ces  poinls  singuliers  sont  à  distance  finie: 
parmi  eux  il  yen  h  au  moins  un  i>ar  où  passent  toutes  les  courbes  C. 

Si  l'on  se  borne  à  con-^idérer  les  poinls  (.r,,  i,  )  de  celle  nature,  tyn  parvicni 
aux  résultais  suivants  : 

Ke>  intégrales  r  (  .r)  qui  preruieni   la  \aleur-  r,  pour  .r  —  x,  se  divi-^mt  on  un 
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oorlaiii  nombre  v  de  classos:  une  intégrale  de  chaque  classe  esl  de  la  forme 

^„,  a,,  ...  dépendant  d*unc  constante,  et /?  et  ^  éiant  des  entiers.  Une  branche 
au  moins  de  chaque  espèce  fait  partie  d'une  quelconque  des  courbes  C,  et  l'on 
a  ainsi  une  limite  inférieure  de  Tordre  de  multiplicité  du  point  x^,  y.  des 
courbes  C,  mais  X  branches  de  la  même  espèce  peuvent  appartenir  à  la  même 
courbe  C.  Si  donc  {jl  désigne  Tordre  de  multiplicité  d'une  seule  branche,  la 
somme  £X{jl,  étendue  aux  v  classes,  donne  Tordre  de  multiplicité  du  point 
ix.^y^  des  courbes  C.  On  peut,  en  oulre,  calculer  en  fonction  des  nombres  X 
(qu'on  ne  peut  en  général  calculer  a  y>/*io/'/)  Tordre  de  multiplicité  a,,  de  i'in- 
lersection  de  deux  courbes  C  en  (x,,  j',);  on  doit  avoir 

la.  =  m\ 

Cette  relation  permet  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Reconnaître  si  l'intégrale  d'une  équation  (i)  est  une  courbe  algébrique  dont 
les  points  multiples  n'admettent  pas  plus  de  k  branches  distinctes  (A*  est 
donué). 

D'autre  part,  M.  Painlevé,  en  mettant  à  profit  les  trois  formules  de  PlUcker, 
réussit  à  calculer  la  classe  des  courbes  C  en  fonction  des  nombres  \.  Il  par- 
vient même,  dans  certains  cas,  à  déterminer  une  limite  des  nombres  m  et  \  et 
par  suite  à  trouver  les  intégrales  algébriques  de  (i).  Mais  alors  le  genre  des 
intégrales  ne  peut  dépasser  Tunité. 

Knfin  l'auteur  indique  une  méthode  qui  permet  de  trouver  toutes  les  inté- 
grales algébriques  de  genre  donné  qui  vérifient  l'équation  donnée. 

Guichard,  —  Sur  les  surfaces  qui  [>ossèdenl  un  réseau  de  géodé- 
sic]ues  conjuguées.  (99^-997)- 

Si,  sur  une  surface  £,  on  considère  un  réseau  de  géodésiques  v  =  consl.  et 
leurs  trajectoires  conjuguées  u  =const.,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
2,,  ^,,  7,  sont  solutions  d'une  équation  de  la  forme 

(I)  -r— p     ^-    =Q0. 

Ou  ô\^         ov        ^ 

Pour  ({ue  les  courbes  u  =  const.  soient  aussi  des  géodési(|ncs,  il  faut  et  il 
suflit  que  Q  soit  nulle.  Alors  Téffuation  (i),  quand  on  choisit  convenablement 
les  variables,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

=  0  CO89. 


(kl  Os? 


9  étant  solution  de  l'équation 


0'-:> 
-•--  =  sin». 


Ou  Ov 


qui  intervient  dans  la  recherche  des  surfaces  à  courbure  constante. 

M.  (•nichard  rattache  aux  considérations  précédentes  le  théorème  que  voici  : 


8o  SI<:CONI)K   PAIITIK. 

«  Si  les  (Jévcloppables  d'une  congruence  louchent  les  deux  surfaces  foralrs 
suivant  leurs  lignes  de  courbure,  Tune  des  nappes  de  la  surface  des  rentrer  de 
courbure  de  chaque  surface  focale  admet  un  réseau  conjugué  formé  de  gémlr- 
siques;  les  courbes  de  ce  réseau  correspondent  aux  lignes  de  courbure  de  là 
surface  focale,  et  réciproquement.  » 

Slieltjes,  —  Sur  la  valeur  asjmptotiqne  des  polvnomes  de  Le- 
gendre.  (ioa6). 


Soient 


o  <  6  <  r,        ï  =  e  —  -  I 

•i 

p  __  4         a./|.6..  .î»/i 
Ci  —  —   T 


Tt  3.5.7...(3/i-f-i) 

cos(/iO  -4-7)  cos(/iO  -^  ":-  ) 

V/77mÔ  ^(2/1 4- 3)        y^(T7i'nO)~ 


,       -  cos  (  /i  8  4- 

1.3.1.3 


{""*'") 


-i .  /|  (  j  /1-4-  3  )  (  i  /1-4-  5  )     ^/( .,  5  i  „  e  )  » 


«  ,       «  -  cos|/i6 

1 . 3 . .) .  1 . 3 .  ."ï 


("•  -^  ^)  . 


i.4.«(j/l4-3)(2/H-5)(i/|  -+-7)  ^/^.j  s,„IJ;' 

La  série  est  convergente  tant  que  9  est  compris  entre  '*  et  ."i  ^  • 

6  (> 

Mais,  que  la  série  converge  ou  non,  si  l'on  en  prend  les  A"  premici-s  ternie^, 

l'erreur  commise  est  inférieure  en    valeur  absolue  au   double  du  (A-M)**^ 

ternie  dans  lequel  un  auruit  remplacé  par  l'unité  le  cosinus  qui  figure  au  nu- 

niéraleur. 

AppelL  —  Sur  la  théorie  de  la  chaleur.  (1 061-1  o63). 

Un   grand  nombre  de   problèmes  relatifs  ù  la  propagation  de   lu   rliulcur  <<- 
ramènent  à  lintégralion  de  Téqualion 

où  U  désigne  la  température  fonction  du  temps  t  et  de  la  coordonnée  x,  ei  k 
une  constante  positive. 

L'état  initial  donné  pcul-il  être  considéré  comme  provenant  d'un  étal  ral»- 
rifique  antérieur?  Tel  est  le  problème  que  se  pose  M.  Appell. 

Dans  le  cas  simple  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  une  armille.  la  lein- 
pératurc  à  Tinslant  initial  t^  étant 

f{x)  =  ^^4-  «,  sinjc  -h  ^,  cosx  4-. ..-{-  a„  sin//x  H-  ^^  cos//x  -    . . .. 
la  température,  à  tout  instant  /  >  t^^^  sera  donnée  par  la  série  convergente 
//  :-:  />..-!-  e^  '  -'..Mrt,  sin  j:4-^,  cosj")  4-...-T-e-"*  M'-'.,)  {a^  s\nnx~t?^  os// x-  — ... 
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Mais  la  distribution  ioitiaIe/(j?)  dç  peut  provenir  d'un  état  antérieur  que  si 
fi^x)  est  une  fonction  transcendante  entière  de  x;  si  l'état  antérieur  existe,  il 
est  unique  et  se  trouve  déterminé  par  la  série  même  de  Fourier. 

Écrivant  l'équation  (i)  sous  la  forme  plus  simple 

d^u       du 

M.  Appel!  trouve  que  toute  solution  de  cette  équation^  entière  en  x  et  en  y^ 
est  composée  linéairement  avec  les  poIynônQ.es  \\{Xt  y)  définis  par  l'identité 

V  =  • 


"*"'=  I.  rr^^^'v^^'^-»' 


VrrO 


polynômes  qui  s'expriment  d'une  manière  simple  à  l'aide  de  ceux  que  M.  Her- 
mile  a  obtenus  par  la  diiïérentiation  de  l'exponentielle  «-'*. 
Ces  polynOmes,  ainsi  que  les  fonctions 


jouent,  dans  la  théorie  de  l'équation  (i),  le  même  r6Ie  que  les  fonctions  har- 
moniques de  Thomçon  et  Tait  dans  la  théorie  du  potentiel. 

Il    faut  encore  signaler,  dans  le  même  ordre  d'idée,  un  théorème  général 
analogue  au  théorème  de  Green  et  qu'exprime  la  formule 


-—  H-  -—    rfj7  (ly 
Ox'       ôyl 


Cesaro,  —  Sur  la  courbe  représentative  des  phénomènes  de  dif- 
fraction, (i  1 19-1 122). 

La  courbe  employée  par  M.  Cornu  dans  sa  méthode  pour  la  discussion  des 
problèmes  de  diffraction  a  été  l'objet  de  nombreux  travaux,  parmi  lesquels  il 
faut  citer  ceux  de  M.  Poincaré  dans  son  Cours  sur  la  théorie  mathématique 
de  la  lumière. 

M.  Cesaro  montre  que  certaines  transformations  efTcctuées  par  M.  Poincaré 
peuvent  être  obtenues  par  d'autres  considérations,  qui  fournissent  un  procédé 
général  pour  traiter  toutes  les  questions  du  même  genre. 

Rcsal.  —  Sur  le  mouvement  d'un  prisme  reposant  sur  deux 
appuis  soumis  à  l'action  d'une  force  variable  suivant  une  loi 
particulière  appliquée  en  un  point  déterminé  de  la  fibre  moyenne. 
(i  i5^-i  160). 

Doiissinesq.   —   Théorie   du    régime    permanent   graduellement 
varié  qui  se  produit  près  de  l'entrée  évasée  d'un  tube  fin,  où 
Uull.  des  Sciences  mathc'm.,  2*  série,  t.  XVI.  (Juin  1892.)  K.8 
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les  filels  cl\in  liquide  qui  s'y  écoule  n'ont  pas  encore  acquis 
leurs  inégalités  normales  de  vitesse,  (i  160-1 166). 

De  Saint'  Germain,  —  Sur  un  cas  particulier  du  mouvement 
d^un  point  dans  un  milieu  résistant.  (1184-1187). 

Les  formules  qui  permettent  de  déterminer  les  perturbations  apportées  daos 
le  mouvement  d'une  planète  par  la  résistance  d'un  milieu  très  rare  deTieooent 
illusoires  quand  on  suppose  nulle  Texcentricité  d€  l'orbite  non  troublée.  L'é- 
tude directe  de  ce  cas  particulier  conduit  à  un  résultat  simple  et  général. 

S'il  n'y  avait  pas  de  milieu  résistant,  la  trajectoire  étant  un  cercle,  il  fandnit 
que  la  vitesse  initiale  au  fût  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  et  que  Too  eût 


\x  désignant  le  coefficient  d'attraction. 
Or,  si  Ton  néglige  le  carré  de  la  densité  du  milieu  résistant,  au  bout  d'oo 

temps  égal  k  t  =■  — ^  la  vitesse  a,(<>,  redevient  perpendiculaire  an  rayon  ?ec- 

tcur  et  l'on  a  toujours 

c'est-à-dire  que  le  mobile  se  retrouve  dans  les  mêmes  conditions  qu'à  rorigioe 
du  temps. 

Lévy  {Maurice),  —  Sur  le  nivellement  général  de  la  France. 
(12:^3-1238). 

Houssinesq,  —  Théorie  du  mouvement  permanent  qui  se  produit 
près  de  Tentrée  évasée  d'un  tube  fin  :  application  à  la  deuxième 
série  d'expériences  de  Poiseuille.  (i 238-1 242). 

Boussinesq,  —  Calcul  des  températures  successives  d'un  milieu 
homogène  et  athermane  indéfini  que  sillonne  une  source  de 
chaleur.  (1^^42-1  244)« 

Une  source  calorifique  mobile,  concentrée  en  un  point,  ayant  à  diverses 
époques  T  des  coordonnées  (Ç,  tj,  Ç)  fonctions  connues  de  t,  déverse  par  unilc 
de  icmps  dans  le  milieu  homogène  et  athermane  une  quantité  de  chalear  va- 
riable et  connue  F(t). 

Alors  la  température  en  tout  point  {Xyy,  z)  du  milieu  sera  donnée  à  toat 
instant  t  par  la  formule 

OÙ 
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Nœther  {M.).  —  Nombre  de  modules  d'une  classe  de  surfaces 
algébriques.  (123-127). 

L'ensemble  de  toutes  les  courbes  algébriques  que  Ton  peut  obtenir  en  trans- 
formant, par  des  substitutions  rationnelles  et  univoquement  réversibles,  une 
courbe  algébrique  déterminée,  forme  nntclasseàt  courbes  algébriques.  Riemann 
a  montré  que,  si  p  est  le  genre  d'une  classe  de  courbes,  cette  classe  dépend  de 
Zp  —  3  paramétres,  les  modules  de  la  classe. 

MM.  Nœther  et  Brill  ont  donné  dans  le  tome  VII  des  Mathematische 
Annalen  direrses  définitions  et  méthodes  jde  détermination  des  modules  d'une 
classe.  Rappelons  ici  celle  qui  a  lieu  à  l'aide  des  courbes  dites  normales  dans 
lesquelles  on  peut  transformer  une  courbe  donnée  quelconque  de  la  classe, 
par  un  réseau  linéaire  de  courbes  adjointes  à  la  courbe  donnée. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Nœther  s'est  proposé  de  résoudre  la  môme 
question  pour  des  surfaces  algébriques  en  suivant  une  marche  analogue.  Il 
est  également  parvenu  à  un  résultat  simple  en  introduisant  des  surfaces  dites 
normales  et  en  transformant  sur  ces  surfaces  les  surfaces  données. 

Soient/  une  surface  de  la  classe;  n  l'ordre  de  cette  surface; /?  le  nombre 
de  surfaces  <p  passant  par  la  courbe  double  de  /  (et  que  nous  nommerons  sur- 
faces adjointes  de/)  d'ordre  n  —  4  ^t  linéairement  indépendantes;  enfin  />, 
le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles  de  /  avec  deux  des  surfaces  9  con- 
sidérées. 

Alors  la  classe  {générale)  de  surfaces  dépend  de 

io(/?-M)  — 3/?, 
paramètres. 

Tel  est  l'énoncé  du  théorème  que  M.  Nœther  démontre  en  s'appuyant  sun 
des  relations  qu'il  a  établies  dans  le  tome  VIII  des  Mathematische  Annalen, 
dans  les  Annali  di  Matem,.,  a*  série,  t.  V,  et,  d'autre  part,  dans  son  Mémoire 
inséré  dans  les  Abhandlungen  de  l'Académie  de  Berlin  en  i88a. 

Il  termine  en  donnant  divers  exemples  se  rapportant  au  cas  où  le  nombre /> 
est  égal  à  4  ou  à  5. 

Kronecker  (L.).  —  Sur  les  propositions  d'Arithmétique  déve- 
loppées par  Lejeune-Dirichlet  lors  de  sa  nomination  comme 
professeur  à  l'Université  deBreslau  (Habilitationsschrift).  (417- 
423). 

Soient  z  une  indéterminée,  n  un  entier  positif  quelconque,  b  un  entier 
positif  ou  négatif  autre  qu'un  carré  parfait;  en  développant 
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on  peut  mettre  cette  expression  sous  la  forme 

V  -h  \^b. 

Lejeune-Dirichlet  détermine  les  diviseurs  premiers  des  formes  L  et  V.  Afin  de 
ne  pas  présenter  un  Mémoire  trop  étendu,  il  se  borne  pour  V  au  cas  où  n  est 
un  nombre  premier,  et  pour  U  au  cas  où  n  est  une  puissance  de  2.  La  méthode 
qu'il  donne  est  toutefois  applicable  à  tout  entier  positif  n, 

M.  Kronecker  a  été  amené  à  résoudre  le  même  problème  en  se  plaçant  au 
point  de  vue  développé  dans  sa  Festschri/t  et  en  introduisant  des  systèmes  de 
modules.  L'extrême  simplicité  de  la  démonstration,  pour  tout  entier  positif  n. 
des  propositions  de  Lcjeune-Diriclilet,  est  une  nouvelle  preuve  de  l'importance 
de  cette  généralisation  de  la  notion  de  divisibilité. 

La  forme 

A  autant  de  facteurs  entiers  à  coefficients  entiers  que  n  a  de  diviseurs.  Un  dr 
ces  facteurs  est  caractérisé  par  le  fait  de  n'être  pas  facteur  d'une  forme-*— 1 
où  m  est  un  entier  positif  plus  petit  que /i;  c'est  \e  facteur  primitif  àtz'—i 
et  nous  le  désignerons  par  r„(c). 

Nous  entendrons  par  £.„  l'unité  lorsque  m  =  i,  (— i)^  lorsque  m  n'admet 
que  des  diviseurs  premiers  diiïércnts  et  que  v  est  le  nombre  de  ces  diviseur^ 
premiers,  zéro  lorsque  m  contient  plus  d'une  fois  un  ou  plusieurs  diviseurs 
premiers. 

On  a  alors 

chaque  produit  étant  étendu  à  tous  les  diviseurs  <l  de  /<. 

Kn  posant 

<r  -r-  y 

X  --  *    ' 

X  —  y 

X  et  y  climt  deux  variahlcs  indéterminées,  el 

n  n 

(^r  -^-  vV/  —  (X—  r)'/ 


,.  fA-r^y')^ 


puis,  remarquant  que  la  soiiiiiie 


Z- 


u/i 

étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  n  est  nulle,  tandis  (jue  la  somme 


cl 


■A 


est  égale  au  nombre  '^{n)  d'entiers  inférieurs  à  n  et  premiers  relatifs  à  //.  "U 
a  doue 


]]/.,( 


X,    y'  |V/ 


"  \'^  —  y  1         ( -^  —  y )''" 
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I/ex  pression 

est  manifeslcmeot  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  x  et  de  y\ 
d'après  la  relation  précédente,  cette  fonction  entière  à  coefficients  entiers  ne 
contient  que  les  puissances  paires  de  y;  nous  la  désignerons  par 

Nous  allons,  dans  ce  qui   suit,  envisager  la  fonction  entière,  à  coefficients 

entiers,  de  a:  et  de  s 

GJx,  s); 

elle  est,  comme  F„(x),  de  degré  9  (n).  Nous  chercherons  les  diviseurs  premiers  «jr, 
non  contenus  dans  /i,  de  cette  fonction,  pour  des  valeurs  entières  quelconques 
positives  ou  négatives  données  à  s. 

M.  Kronecker  démontre  d*abord  que,  si  r,,  r,,  ...,  r^^^^  est  un  système 
complet  de  nombres  incongrus  entre  eux  module  n,  et  premiers  relatifs  à  /i, 
on  a  la  congruence 

^\(^)  ^-  {X  —  z''x){x  —  z''>)...(x  —  s'"<?(«))        [modd.  \\{z)]. 

On  en  déduit  immédiatement  cette  autre  congruence,  suivant  le  système  de 
modules  [7'—  *,  l',.(5)], 

GJXyS)^  JJ   [(^-^  v)--(x- v)w'-4)        [mod.l.^"-*,  Vjz)], 
A  =1 

et  cette  congruence  nous  montre  que  les  diviseurs  q  que  nous  cherchons  sont 
déterminés  par  la  condition  de  vérifier  la  congruence 

A=:ç(/ll 

J\  [C-^-^-v)  —  C-^— r)^''*]^^       [modd.  q,  y  — s,  l\{z)]. 

Or,  pour  que  cette  congruence  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

J\J\[{à-hX)-{h-y)z'-k]-^o         [modd.7,  r'-.t,  VA^)]> 

//*  =  o,  I '/  —  i  \ 

v/-  -    I,    i,    ...,   9(/0  / 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

TT{r''(^'"*-+-  0''  —  .v(5''t  -+-  i){z''k  —  1)1-']  —  o         [modd. 7,  y'—  s,  \\{z)]. 
lA) 

Mais 

{z''k-hi)f-    Cil  H- I        (modd.  «7) 

et,  en  désignant  par  r  le  symbole  de  Lcgendrc  (  -  )' 

7-1 
yl   ».    .V    2       -7         (modd.<7,  ^'*— .V). 


.'//)     (*» 
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On  peut  donc  aussi  écrire  la  congruence  précédente 

TJ  [{z^kii-*-*^  ^  j)  {i  ^  r)  -^  z'kiz'-kii-^)  —  i){i  +  7)]^  o        [modd.^,  F.(-;)]. 

(A) 

Selon  que  r  =  + 1  ou  que  r  =  —  i ,  il  faut  donc  que  Ton  ait 

TT[z'-*(7-«)  — i]  =  o        traodd.7,  F^(«)], 

(A) 
ou 

TT[5''à(^+0  — i]=,o        [modd.^,  f«(«)l- 

(Al 

II  faut  donc  que  Ton  ait 

TT[«'-*(7-a')— i]hho        [modd.^,  F„(s)]. 

(A) 

Cette  congruence  nous  montre  que  le  produit  étendu  à  A'  =1,  3,  ...^  ^{n)f 
des  systèmes  de  diviseurs 

doit  contenir  le  système  de  diviseurs 

[7.  F.(  =  )]- 

Or,  si  S  est  le  plus  grand  des  diviseurs  de  n  contenus  dans  ç  —  rt  chacun  des 
systèmes  de  diviseurs 

est  équivalent  à 

[7,  h\(z).  z^-i]: 

et  d'autre  part,  M.  Kronecker  montre  que  si  ô  est  plus  petit  que/i,  le  système 
de  diviseurs 

est  équivalent  à  i.  Il  faut  donc  que  6  soit  égal  h  n,  sans  quoi  le  produit  de 

systèmes  équivalant  chacun  à  l'unité  contiendrait  le  système  [Çf  F^(x;)]  ceqoi 

n'est  pas. 

Ainsi  l'on  a 

// —  r    -:  o        (modd.w). 

Réciproquement,  si  cette  congruence  a  lieu,  chaque  facteur  du  produit 

est  divisible  par  F„(-s). 

Donc  /es  diviseurs  premiers  q,  de  la  forme  G„(a:,  *),  qui  ne  sont  pas  con 
tenus  dans  n  sont  tous  caractérises  par  la  congruence 

q    -  7'        (  modd.«  ), 
où  r  désigne  le  symbole  de  Le  gendre  (  —  )• 
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Il  en  résulte  immédiatement  que  ces  diviseurs  premiers  q  sont  caractérisés 
par  une  suite  de  formes  linéaires 


kt  -h  p',        kt 


?»        •  •  •  > 


où  p',  p%  ...  désignent  des  restes  du  plus  petit  multiple  commun  t  des  deux 
nombres  n  et  4'')  ce  qui  coïncide  avec  le  résultat  obtenu  par  Lejeune-Dirichlcl. 
On  peut  encore  observer  que,  dans  le  cas  particulier  où  n  est  divisible  par« 
et  où  s  est  impair,  il  peut  y  avoir  des  diviseurs  premiers  q  congrus  à  la  fois 
à  I  modulo  /i  et  à  I  modulo  4»  mais  que  Ton  ne  peut  avoir  à  la  fois 

q=^  —  \     (modd./i),        ^==  +  1     (modd..^|) 

que  pour  les  nombres  s  dont  la  valeur  absolue  est  de  la  forme  /|A-  —  i. 
De  même  on  ne  peut  avoir  à  la  fois 

^==-4-1     (modd./i),        q    -  —  \     (modd.j) 

que  pour  les  nombres  5  =  i  (modd.4)« 
Enfin  on  ne  peut  avoir  à  la  fois 

^—  —  1     (modd./i),        q~  —  \    (moild.4) 
que  pour  s  <  o. 
Dans  le  cas  où  l'on  a  à  la  fois 

*  <  o,        j=i=  — I     (modd. 4)»        w  —  o    (modd.is), 

on  déduit  du  Tableau  précédent  que  les  diviseurs  premiers  q  sont  caractérisés 
par  ce  fait  que  la  congruence 

a  lieu  modulo /i  et  modulo4. 
Si  donc  n  est  impair,  on  a  aussi 

/* 


^  /     )         (modd.4/t)f 


résultat  contenu  dans  le  Mémoire  de  Lejcune-Dirichlet  dans  le  cas  où  n  est 
premier  et  où,  par  suite,  n  est  égal  à  la  valeur  absolue  de  s, 

Kronecker  (/-.).  —  Sur  la  théorie  des  nombres  complexes  en 
général,  et  sur  les  systèmes  de  diviseurs.  (4 29-44'-* )• 

On   peut  se  proposer  de    trouver  la  forme  la  plus  générale  des  nombres 

complexes 

rtj  4-  a,  1, 4- . . .  -h  a^  I,, 

pour  lesquels  les  régies  ordinaires  du  calcul  soient  conservées.  iMM.Weierstrass, 
Dedekind,  et  tout  récemment  M.  Pctersen  ont  abordé  et  résolu  ce  problème, 
en  faisant  toutefois  certaines  hypothèses  qui  en  restreignent  la  généralité. 
M.  Kronecker  se  propose  de  montrer  comment  ce  problème,  envisagé  sans 
restriction  aucune,  peut  être  rattaché  à  la  théorie  des  systèmes  de  diviseurs  de 
rang  égal  au  nombre  de  variables. 

Rappelons  d'abord  quelques  définitions  et  propositions  fondamentales  H'AI- 
Rùbrc. 
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La  congruence  suivant  un  système  de  modules  (M\  M",  M",  ...). 

C.    -  o         (modd.M',  M",  M",  ...), 

où  G,  M',  M",  M"*,  ...  sont  des  fonctions  entières  de  variables  indctermioéfs 
jr,,  x\y  ...,  x^t  indique  qu'il  existe  des  fonctions  entières  P',  P%  P",  ...  des 
mêmes  variables  ar,,  ;r„  . . . ,  j:„,  telles  que  Ton  ait 

G  =  MF  +M''P'-^M''P''-4-.... 

Nous  supposerons  d'abord  dans  ce  qui  suit  que  les  coeffîcients  des  fonctions 

entières  considérées  sont  tout  à  fait  arbitraires,  mais  naturellement  ne  dépendent 

pas  de  J7,,  j:,,  . . . ,  x^. 

Le  rang  (*)  le  plus  élevé  que  peut  avoir  le  système  de  diviseurs,  ou  système 

de  modules,  considéré 

(M',  i>r,  M",  ...) 

est  alors  égal  k  n.  Si  n  est  efTectivcmcnt  le  rang  de  ce  système  de  divisfurs. 
on  peut  déterminer  un  système 

formé  par  le  nombre  le  plus  petit  possible  (v  -+-i)  de  fonctions  entière? /» 
de  x,t  «c,,  ...,  x^y  tel  que  toute  fonction  entière  /  de  x,,  or,,  •••'  -2",  puisM" 
être  mise  sous  la  forme 

y  r-Fr,-4-r,/,-4-...-f-r.y,        (modd.M',  M%  . . . }, 

où  c^,  r,,  . . .,  r,  sont  des  quantités  déterminées  et  indépendantes  de  x^,jr^, ..., 
x^.  On  nomme  le  système 

(ï >  y  i>  •  •  •  »  y V / 

système  fondamental  du  système  de  diviseurs 

(M',  M",  ...). 

Le  nombre  (v-i-i)  est  l'ordre  de  ce  système  de  diviseurs. 

On  a  en  particulier,  en  choisissant  pour  fonction  /  une  fonction  cnlière  F 
des  élèmcnls  /,,  /^,  . . .,  /.^  du  système  fondamental 

(i)  F       C.-+-(:,/,-^... 4-C,/,        (modd.M',  M^  ...). 

donc  aussi,  h  et  A  dcsignanl  chacun  un  quelconque  des  indices  i,  -i n, 

(2)       A  A       r/'-'-'    -'•/'''•/..•.-- ^-Z'' *'./•>         (modd.M',  M-,  ...^ 

V  (  V  -h  I  ) 

En  désignant  par  \',  \',  . . .   les  fonctions  des  v  variables  y. v. 


^'i.  ^k  —  '\'''  ''  —  ^'/''^'^  ''.  —  •••  -  ^'- 


(/'.A?.. 


V.. 


OÙ  les  c  sont  ceux  de  l'cqualion  (a),  il  résulte  facilement  des  équations  (t)  et 


(')  Voir  Acta  mnthcniafica.  l.  \  I,  p.  i»'^ 
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(a)  que  Ton  a 

F(rp  .--.rv)  -   ^;.-^Cj',-4-...-i-(Vrv        (inodd.N',  N",  ..), 

où  les  C  sont  ceux  de  Tequation  (1).  On  peut  en  conclure  que  le  système 

\    '    1      XX^         •     •     .    »      .l'y    } 

est  un  système  fondamental  du  système  de  diviseurs  (N',  N",  ...)•'  Comme  le 
système  (M',  M",  . . .)»  ce  système  (N',  N",  . ..)  est  d'ordre  (v  4-  1)  et  son  rang 
est  V,  c'est-à-dire  égal  au  nombre  des  variables  j^  qui  y  paraissent;  ces  deux 
propositions  se  démontrent  sans  difficulté. 

Ceci  posé,  revenons  au  problème  dont  la  solution  fait  l'objet  de  ce  Mémoire. 

Il  est  tout  d'abord  manifeste  que  ce  problème  serait  résolu  si  l'on  savait 

V  (  V  -4-  I  ) 
exprimer  univoquement,  de  toutes  les  manières  possibles,  chacun  des ; 

produits  i\«\  par  une  fonction  linéaire  de  i,,  1^,  . . .,  /^  dont  les  coefficients  soient 
des  nombres  réels. 

Le  problème  posé  se  ramène  donc  immédiatement  à  celui-ci  : 

Trouver  tous  les  systèmes  de  coefficients 

Ch,k)^     (,ih,k) (.[!»,  k)         (/,-/;/,,  A— Ti,  y,  ...,  v), 

V  (  V  -L-  I  ) 

tels  que,  si  l'on  forme  le  système  de  modules  dont  les ; fonctions  entières 

des  V  variables  indéterminées  i.,  /, r 

»/, 'i        'o  — ^i  «j       •••        t^v  *v 

V  (  V  -  •  -  I  ^ 

sont  les  ; éléments,  toute  fonction  entière  des  variables  i,,  /,,  ....  /'^ 

soit  congrue,  suivant  ce  système  de  modules,  à  une  fonction  linéaire  de  r,,  r'^.  ..., 
1/,  ou,  en  d'autres  termes  : 

Former  pour  v  variables  i,,  1^,  ...,  i\,  de  la  manière  la  plus  générale,  le 
système  précédent  de  modules  pour  lequel  (i,  /,,  ...,  i^)  soit  un  système  fon- 
damental. 

Mais  en  rapprochant  cet  énoncé  des  considérations  générales  qui  précèdent 
et  qui  se  rapportaient  à  tout  système  de  modules,  on  voit  que  chaque  système 
de  diviseurs  de  rang  égal  au  nombre  des  variables  dont  les  éléments  du 
système  de  diviseurs  sont  fonctions  entières,  donne  une  solution  du  problème 
proposé;  l'ordre  v  -4- 1  du  système  de  diviseurs  détermine  le  nombre  v  de 
variables  i„  *,,  . ..,  i^,  qui  paraissent  dans  la  solution  correspondante. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  pas  d'autre  solution  du  problème,  comme  on  le  reconnaît 
immédiatement. 

Du  théorème  que  le  rang  du  système  de  diviseurs  (N',  N",  .. .)  ne  peut  être 

plus  petit  que  v,  on  déduit  une  seconde  méthode  pour  trouver  tous  les  systèmes  c 

ronvenant  à  la  question.  Dans  cette  seconde  méthode  on  forme,  à  l'aide  de» 

v(v  -h  i)   ... 

cléments 

2 

nyi-ri''.>^)  _c/i,X)v,-...-c/'-*'r,        (/i;  X;  h,  /.  -- 1,  3,  ...,  v), 
V  H- I  fonctions  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  indéterminés  U',  U',  ...: 
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on  élimine,  entre  ces  v  +  i  fondions,  les  v  variables  j',,  ^%,  ,..,y^en  formant 
le  résultant  et  en  régalant  à  zéro.  En  ordonnant  ce  résultant  par  rapport  aux 
produits  de  puissances  des  indéterminées  U,  il  faut  que  chacun  des  coefficients 
soit  nui;  on  obtient  donc  ainsi  un  système  d'équations  qui  définit  entiéremeni 
les  quantités  c  satisfaisant  à  la  question.  Par  cette  méthode,  les  quantités  c 
sont  déterminées  algébriquement  ;  elles  peuvent  donc  être  envisagées  comme 
des  grandeurs  d'un  domaine  de  rationalité  dans  lequel  tous  les  éléments  sont 
des  variables  indéterminées,  sauf  un  seul  qui  est  fonction  algébrique  des  autres. 

Comme  le  théorème  que  le  système  de  diviseurs  (N',  N',  ...)  ne  peut  être 
de  rang  plus  petit  que  v  joue  ainsi  un  rôle  considérable  et  qu'il  n'a  été  démontré 
que  par  un  raisonnement  indirect,  M.  Kronecker  en  donne  une  seconde  démon- 
stration, directe  cette  fois. 

Précisons  maintenant  davantage  le  problème,  tn  fixant  à  Vavance  le  domaine 
de  rationalité 

ce  qui  est  le  cas  le  plus  général  que  l'on  puisse  concevoir  et  qui  comprend 
tous  les  cas  particuliers.  Supposons  que  les  éléments  de  ce  domaine  soient  lië^ 
par  un  nombre  déterminé  de  relations 

<I>'(K',  ir,  ...)  '-zi^,        *I»'(H',  H',  ...)  =  o, 

On  peut  manifestement  remplacer  les  éléments  H',  H",  ...de  ce  domaine  de 
rationalité  par  des  variables  indépendantes  ^,,  z,,  ...  à  condition  d'adjoindre 
au  domaine  de  rationalité  les  fonctions  4>'(2p  2,,  ..•)»  ^' k^tt  ^ii  •••)'  ■••• 
Comme  alors  M',  M",  ...  sont  des  fonctions  entières  de  j:„  x,,  ...,  j?»  dont 
les  coefficients  dépendent  de  2,,  2,,  ...,  les  quantités  G,  M',  M',  ...  sont  des 
grandeurs  entières  du  domaine  naturel  de  rationalité {x^y  ...»  ar„,  <z,, 2,, ...) 
tandis  que  les  quantités  <!»',  <!>'',  ...  sont  des  grandeurs  entières  du  domaine 
(^,,  ^,,  ...).Si  4>  désigne  aussi  une  grandeur  entière  de  ce  dernier  domaine, 
la  congruencc 

G      o        (modd.iM',  M%  . .  .)• 

que  nous  avons  considérée,  doit  être  remplacée  par  la  congrueoce 

«I»  G    -  o        (  modd.  M',  M%  ....  «1»'  *l>%  . . .  )• 

La  démonstration,  très  facile  d'ailleurs,  de  cette  proposition  termine  la  pre- 
mière Partie  du  Mémoire  de  M.  Kronecker. 

Kronecker  (L.),  —   Remarques  sur  les  derniers  travaux  de  Le- 
jeune-Dirichlet.  (4^^9-44^)' 

Après  avoir  reproduit  une  partie  du  Discours  de  M.  Kummer  sur  Lejeune- 
Dirichlet  qui  est  inséré  dans  les  Abhandlungen  de  l'Académie  de  Berlin, 
1860,  M.  Kronecker  cite,  d'autre  part,  l'énoncé  du  problème  posé  dans  le 
Tome  VII  des  Acta  matlieniatica,  problème  qui  a,  comme  on  sait,  amené 
M.  Poincaré  ix  écrire  son  Mémoire  couronné  sur  la  stabilité  du  système  du 
monde. 

M.  Kronecker  explique  que  le  problème  posé  par  les  Acta  mathematica  lui 
semble  donner  aux  paroles  pr<»noiicées  par  Lejcune-Dirichlet  une  porlée  Irf* 
difTérente  de  relie  qu'elles  onl  eue  elTectivenient. 
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Il  y  a  ou.   en  réalilÉ,  deux  comniunicatioDS  verbale»   faîlcs   par   Lejeune- 

Dirichlst  i  M.  Kronecker.  La   prcmiùte  concerne  la  stabilité  du  sysicme  du 

muada;  la  seconde  caneerne  une  nouvelle  raùthode  générale  pour  réïnudre  les 

probli'rnea  de  la  M<ïcaiii(|ue. 

Lejeuno-Dirichlet  a  dit  uo  jour  qu'il  pntaiïdait  une  déiu()nïi.ratiDn  delà  stabi- 
lité du  sjslèine  du  monde;  il  l'a  dit,  en  quelque  sorte,  isua  aucuu  apparat,  tout 
en  mettant  bien  en  évidence  l'importance  de  la  chose.  M.  Kronecker  a  eu  l'im- 
pression que  la  démoniiraiioo  de  Lejeune-Diriehlei  devait  itre  de  forme  très 
simple,  comme,  par  exemple,  la  dtmannratiou,  aujourd'hui  classique,  de  ce 
qu'un  système  auquel  on  peut  appliquer  l'iniéfrrale  des  forces  vives,  est  en 
équilibre  stable  lersque  la  fonction  des  forces  est  maximum. 

Un  autre  jour,  au  cours  d'ifhe  promenade,  Lejeune-Dirichlel  dit  A  M.  Kro- 
necker, d'un  ton  presque  solennel,  et  après  lui  avoir  recommandé  de  n'en  paclvr 
encore  A  personne,  qu'il  possédait  une  nouvelle  m£tfaode  générale  pour  résoudre 
les  problèmes  de  la  Mécanique.  Elle  ne  donne  pas  un  résultat  llni.  soit  k  l'aide 
de  quadratures,  soit  i  l'aide  de  développements  en  séries;  elle  consiste  en  un 
procédé  i  l'aide  duquel  on  obtient  des  approximations  successives  de  lu  solu- 
tion du  problème.  Il  est  probable  que  Lejeune-Oirichlet  prévoyait  encore  de 
longs  calculs  A  eiïeetucr  avant  de  pouvoir  publier  cette  découverte.  M,  Kro- 
necker a  eu  l'impression  que  cette  nouvelle  méthode  pouvait  avoir  quelque 
rapport  avec  les  rccbercbcs  de  Lejcune-Dirîclilet  sur  la  théorie  du  potentiel  dutil 
Lejcune-Di  rie  blet  lui  avait  parlé  immédiatement  auparavrint. 

Kronecker  {L.)-  ~  Sur  la  théorie  des  nombres  complexes  en 
général  el  sur  les  sjslèmes  de  diviseurs  (suile).  {447-463)- 


Ce  n'est  qu'après  avoir  Gxé  un  dumaini 
peut  dïslîngncr,  parmi  les  systèmes  dediv 
mier*  de  ceux  qui  ne  le  sont  pas. 


s  peine  que  d 


si'él 


R',  ...)quG  l'oH 
rs  systèmes  pi-e- 


on  peut  remplacer  les  éléments  K',  R',  ...  du  domaine  de  ralionalltc  par  des 

variables  indépendantes  s,,  z,.  ....  en  leur  adjoignant  les  éléments  4>,,  •I> 

en  adjoignant  également  ces  éléments  aux  modules  de  toute  congruence,  CDliu 

en  remplaçant  toute  égalité  par  une  congraence  modu1is<(,,  ■^,, 

Alors,  lorsqu'une  [onclion  entière  G  de^' ,^,,  dont  les  coeflleienu  appar- 
tiennent au  domaine  de  rationalité  (Tl',  K'.  . . .}  coatieni  un  système  de  divi- 
seurs formé  éBalemcnt  par  des  fonctions  entières  F',  F",  . . .  de  j' ,v,  dont 

les  coeflicients  apparticnneat  au  domaine  do  rationalité  (II',  K'.  . . . },  on  a 


'l'G    . 


tmodd.P'.r,. 


■■). 


ob  G,  t".  P.  ...  sont  des  fonctions  eutiércs  des  variables  y  et  i,  tandis  que 
•l>.  ■^^  •!■*.  ...  sont  des  fonctions  entières  des  variables  z.  Uti  propriétés  qui 
caractérisent  comme  syiléme  premier   un  système  de  fonctions  entières  de 

y j',,dont  les  coeflicients  font  partie  du  domaine  (K',  H', ..,),  s'élendi'ni 

dune  immédiatement  au  système  que  l'on  obtient  on  remplaçant  iV,  H"  par  des 
variables  indépendantes  s,,  >,,  ...  et  en  adjoignant,  aax  éléments  du  système 

de  diviseurs,  les  fonctions  •!•',  'ti" Si  donc,  dans  les  recberelies  qni  suivent, 

un  ioiroduit  des  fonctions  algébriques,  c'est  simplement  pour  éviter  des  lon- 
gueurs; on  pourrait  rester  dans  un  domaine  naturel  de  rationalité.  Cetli!  rc- 
iitin|Uï  ml  de  fiuclqii'-  imporlancr  au  point  di-  vue  de  la  mètliode  suivie. 
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Si  lé  systèmo  de  diviseurs  (N',  N",  ...)»  de  rang  v,  est  premier  dans  le  div 
maine  (^v,i  .>',,  ".>  K',  H',  ...)»  nous  partagerons  les  fonctions  enliêrfs  de  r,. 
JKj»  •••»  J>'v'  tlont  les  coefficients  font  partie  du  domaine  (H',  R',  ...)•  en  dcu\ 
groupes,  celui  des  fonctions  entières  qui  contiennent  le  syslcmc  premier 

(N',  N%  ...). 

et  celui  des  fonctions  entières  qui  ne  le  contiennent  pas.  A  chaque  fonction  dn 
second  groupe  G  {}\^  . .  •,>',)»  correspond  alors  (comparez  CretUy  t.  99,  p. 33;) 
une  fonction  réciproque  modulis  N',  N*,  ...  du  même  groupe,  c'est-à-dire  une 
fonction  G,  (^',,  ...,  r^)  du  groupe,  telle  que  l'on  ait 

G  ( :>', vJ.G,  (  V y\ )  -    i        (  modd.  N',N' . . . ), 

tandis  que  pour  les  fonctions  l''(jj', }\)  du  premier  groupe,  on  a 

'''(.>'p  ••  •'.>'>)    ~  «»        (modN',  N",  . ..)' 

et  il  n'existe  pas  de  fonction  réciproque  modulis  N',  N",  .... 

Un  produit  de  fonctions  eniicres  fait  et  ne  fait  donc  partie  du  second  groupe 
que  lorsque  tous  ses  facteurs  en  font  partie.  Ainsi  lorsqu'un  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  contient  le  système  premier  (N',  N",  ...),  il  faut  que  l'un  au 
moins  des  facteurs  contienne  ce  système  premier. 

C'est  un  corollaire  immédiat  de  celte  dernière  proposition  que  le  théorènif 
fondamental  de  la  théorie  des  nombres  complexes  qui  nous  apprend,  d'une 
part,  qu'à  chacun  des  nombres  complexes  pour  lesquels  les  systèmes  de  coefli- 
cicnts  correspondants 


c, 


'/,A),      C'/I,k)        ...,      c'à-^)  {h-k,   h,k  -.1,7 V.l 


sont  déterminés  par  un  système  de  diviseurs  premiers  (N",  N",  . ..),  il  exisir 
un  nombre  CDiiipIcxe  réciproque,  cl,  d'autre  part,  qu'un  produit  de  «es  nombres 
complexes  ne  peut  èirc  nul  (|uesi  l'un  au  moins  de  ses  facteurs  est  nul. 

On  montre  de  même  que,  parmi  les  nonibrcs  complexes  qui  sont  déterminif"^ 
par  des  syslèrnes  de  modules  (N',  N",  . ..)  non  premiers,  il  y  en  a  dont  la  va- 
leur rériproque  n'est  pas  un  lel  nombre  complexe. 

Mais  allons  plus  loin  dans  la  théorie   «les  systèmes  de  diviseurs  et  formons 

maintenant  v  fonctions  linéaires  et  homocèncs  dos éléments  du  sy^»- 

j. 

tème  (  N',  N',  . . .)  avec  dos  coof(icicnts  indéicrminés  l.'',  ...  :  considérons  aus^ 

la  (v  -^  1  )'*'""  fonction 

•  m  «,,  u^ //^  sont  dos  indéterminées;  et  formons  le  résultant  dores  fv-f-i' 

fonctions  eu  éliminant  ^' v. . 

Puisque  (.\',  N",  ...)  est  de  rang  v,  ce  résultant  contient  un  facteur 

JV,  (y.-  ''. ftj 

indépendant  dos  indéterminés  U',  ....  Kl  l'on  peut  démontrer  que  le  sy>tomp 
(  N",  N",  ...)  esl  premier  ou  non  suivant  que  la  f<mclinn  H^  est  irroductibh"  ou 
non  dans  lo  domaine  de  rationalité  (y^,  W,  W",  ...).  Le  discriminant  du  ?ys- 
léme  (\',  N".   ...)    n'est   nul  (pie  (juand  le  discriminant  de  la  fonction  R,  (>  / 
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est  nul.  Cela  résulte  de  théorèmes  sur  les  discriminants  et  formes  de  discrimi- 
nants qui  sont  dans  un  rapport  intime  avec  ceux  du  §  9  de  la  Festschrîft  de 
iM.  Kronecker. 

On  en  conclut  que,  pour  les  systèmes  de  modules  (N',  N',  ...)  dont  le  dis- 
criminant est  nul,  il  existe  des  fonctions  entières  àt  y^yy^^  ...,  y^  qui  ne  sont 
pas  congrues  à  zéro,  mais  dont  une  certaine  puissance  est  congrue  à  zéro. 
Tandis  que,  pour  les  systèmes  de  modules  (N',  N",  ...)i  dont  le  discriminant 
n'est  pas  nul,  il  n'existe  paa  de  fonction  entière  de  y,,^j,  ...,  y.^  non  congrue 
à  zéro  et  dont  une  certaine  puissance  serait  congrue  à  zéro. 

Mais  que  le  discriminant  d'un  système  (N',  N",  ...)  soit  nul  ou  non,  lorsque 
le  système  (N',  N",  ...)  n'est  pas /7rem/c/;,  il  existe  des  fonctions  entières  de^-,, 
dont  le  produit  contient  le  système  (N^IS",  ...)  sans  qu'aucun  des  facteurs  ne 
le  contienne.  Ces  facteurs  ne  peuvent,  d'après  ce  qui  précède,  être  égaux  que 
si  le  discriminant  du  système  (N',  N",  ...)  est  nul. 

Au  dernier  théorème  concernant  les  nombres  complexes  on  peut  donc  ajouter 
celui-ci  : 

M  Parmi  les  nombres  complexes  qui  sont  déterminés  par  des  systèmes  de 
modules  (N',  N",  ...)  non  premiers,  il  y  en  a  certainement  dont  le  produit 
est  nul  sans  qu'aucun  des  facteurs  ne  soit  nul.  Si  la  forme  discriminante  du 
système  (N',  N",  ...)  est  en  outre  nulle,  il  existe  même  des  nombres  complexes 
différents  de  zéro  dont  une  puissance  déterminée  est  nulle.  » 

On  peut  maintenant  démontrer  que  les  nombres  complexes  de  la  forme 

I 

nous  donnent  tous  les  nombres  complexes  déterminés  par  des  systèmes  de  divi- 
seurs à  discriminants  différents  de  zéro,  si  l'on  lixe  les  règles  de  calcul  avec  l'o 
par  une  équation  de  degré  v  ■+■  i 

choisie  arbitrairement,  de  manière  toutefois  que  le  discriminant  de  cette  équa- 
tion ne  soit  pas  nul. 

On  remarquera  que  si  Ton  considérait  une  équation  H ( /^)  =  o  à  discriminant 
nui,  on  obtiendrait  des  nombres  complexes  de  la  forme 

déterminés  par  des  systèmes  de  diviseurs  à  discriminant  nul;  mais  on  n'obtien- 
drait pas  par  ce  procédé  tous  les  nombres  complexes  à  discriminant  nul. 

Soient  z^j  -s,,  ...,  z^  des  variables  indéterminées.  Kn  envisageant,  modulis 
(N'.  N".  ...),  des  fonctions  entières  de  l'argument 

on  parvient,  en  diifércntiant  et  tenant  compte  des  relations  établies  antérieure- 
ment, à  des  systèmes  de  fonctions  de  5o,  -,»  •  •  •>  -=.,  '>ccs  par  certaines  équations 
aux  dérivées  partielles,  linéaires,  homogènes  et  du  premier  ordre,  tandis  que 
chacune  de  ces  fonctions  vérifie  certaines  équations  aux  dérivées  partielles, 
linéaires,  homogènes  et  du  second  ordre. 

Dans  le  cas  où  le  discriminant  du  système  (N',  N",  ...)  n'est  pas  nul,  on 
peut,  par  des   transformations  linéaires,  ramener   les  systèmes  précédents  de 
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fonctions  entières  de  z^,  z^,  ...,  «^  à  des  systétnes  linéaires  de  fonctions  qui, 
chacune,  ne  dépendent  que  d'une  variable;  les  équations  aux  dérivées  partielles 
transformées  sont  ainsi  vérifiées  d'elles-mêmes.  Dans  le  cas  où  le  discriminant 
du  système  (N^  N',  ...)  est  nul,  on  peut  également,  par  des  transformatioas 
linéaires,  réduire  les  équations  aux  dérivées  partielles;  mais  M.  Kronecker  ne 
peut  encore  les  réduire  de  manière  à  obtenir  la  solution  complète  de  ces 
équations  transformées. 

Kronecker  {L.).  —  Sur  la  théorie  des  nombres  complexes  en 
général,  et  sur  les  systèmes  de  modules.  (557-578). 

Au  lieu  de  chercher  tous  les  nombres  complexes  de  la  forme 

a^ -h  a, i\ -H . .  .4-  flv'v» 

qui  comprennent  les  nombres  réels  a,  et  vérifient  les  régies  ordinaires  do 
calcul,  on  peut  chercher  tous  les  nombres  de  la  forme  linéaire  et  homogène 

a,  i\4-. .  .-+-a^i», 

qui  vérifient  les  règles  ordinaires  du  calcul.  On  peut  envisager  ce  problème 
comme  un  cas  particulier  des  recherches  précédentes;  il  est  alors  caractérisé 
par  ce  que  les  quantités 


Clà,  k) 


{hSk;  hy  A  ==  I,  2,  ....  v) 


sont  nulles.  Il  peut  aussi  être  caractérisé  par  ce  que  chacun  des  systèmes  de 
diviseurs 

(n;.  n;,  ...), 

qui  correspondent  aux  nombres  complexes  a^i^-h..  --^a^i^y  contient  le  système 
'(Xi»  J'.»  •••'rv))  ce  que  l'on  peut  écrire 

On  observera  toulcfois  que  si  l'on  se  borne  à  considérer  le  cas  où  le  déler- 
minant 


h  =  \ 


Uh^i 


(/i,  k] 


{i,     k     —ly      2y      ...,'-'), 


dans  lequel  u^y  w^,  ...,  u^  sont  des  indéterminées,  est  différent  de  zéro,  les 
systèmes  do  diviseurs  (N'^,  iN'^,  ...)  perdent  leur  caractère  particulier;  carie* 
recherches  qui  les  concernent  deviennent  alors  identiques  à  celles  du  syslcmc 
général  (N',  N",  ...)  dans  lequel  le  discriminant  est  différent  de  zéro. 

C'csl  pour  celle  raison  que  les  nombres  complexes  obtenus  par  M,  Wcierstrass, 
qui  considère  a  priori  le  cas  où  les  quantités 


/♦(/*,  k) 
*■  0 


(/i  ^  A;  A,  A-  —  I,  o,  . . .,  v) 


sont  nulles,  et  où  Ton  a 


/i  =  y 

I 

/y  -1 


f^iSi 


(/;,  X  ) 


<0; 
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coïncident  avec  les  nombres  complexes  obtenus  par  M.  Kronecker  dans  le  ca& 
où  les  quantités  c^^»^)  ne  sont  pas  nulles  et  où  les  discriminants  des  systèmes 
de  diviseurs  qui  correspondent  aux  nombres  complexes  ne  sont  pas  nuls. 

La  méthode  de  M.  Kronecker  nous  donne  ainsi,  outre  les  nombres  complexes 
déjà  obtenus  par  la  méthode  de  M.  Weierstrass,  d'autres  nombres  complexes, 
ceux  qui  correspondent  aux  systèmes  de  diviseurs  à  discriminants  nuls. 

Sans  doute,  lorsque  le  module  est  simplement  une  fonction  entière  d'une 
variable  J?,  ce  seul  cas  de  discriminant  nul,  exclu  par  la  méthode  de  M.  Weier- 
strass,  se  trouve  être  un  cas  singulier  où  le  nombre  des  coefficients  indéter- 
minés est,  pour  un  degré  déterminé,  réduit  d'une  unité.  Mais  il  n'est  pas  évi- 
dent qu'il  ne  convienne  pas,  dans  d'autres  recherches,  de  considérer  les  nombres 
complexes  correspondant  précisément  à  des  systèmes  de  modules  à  discrimi- 
nant nul;  dès  lors  il  vaut  mieux,  au  lieu  de  les  exclure  a  priori,  se  con- 
tenter de  les  distinguer  des  autres,  comme  le  fait  M.  Kronecker. 

Avant  d'aller  plus  loin  fixons,  nettement  la  notion  si  importante  de  classe 
de  systèmes  de  diviseurs. 

Soient  deux  systèmes  de  diviseurs  de  rang  n 

(M',  M%  ...)    et    (m',  m%  ...), 

où  chaque  élément  M  est  une  fonction  entière  des  variables  â?,,  j?,, . . .,  â?^  dont 
les  coefficients  font  partie  du  domaine  de  rationalité  (R',  R',  . . .)  et  où  chaque 
élément  m  est  une  fonction  entière  des  variables  Ç,,(,,  ...,(^  dont  les  coefficients 
font  partie  du  même  domaine  de  rationalité  (R',  R',  ...)•  S'il  existe  des 
substitutions  entières 

^k=**(Ç.»  •••»  ^»)>    ^h=^^h(^t^  "-y  ^h)        (A,  A-  =  i,  a,  .... /i), 

dont  les  coefficients  fassent  partie  du  domaine  (R',  R%  ...)  et  telles  que, 
après  avoir  effectué  ces  substitutions  respectives,  le  système  (M',  M',  . . .)  con- 
tienne \e  système  (m',  m",  ...)  et  réciproquement  le  système  (m',  m',...) 
contienne  le  système  (M',  M",  . . .),  on  dira  que  les  deux  systèmes  font  partie 
de  la  même  classe.  En  d'autres  termes,  (M',  M",  ...)  et  (m',  m",  ...)  font 
partie  de  la  même  classe  lorsque  l'on  a  à  la  fois  les  deux  congruences 

(M',  M",  . ..)  =0        (modd.m',  m",  .. .,  x^—  4>,,  ...,  a:„— 4>„), 
(m',  m",  ...)  îso        (modd.M',  M",  ...,    Ç,— J,,  ...,    Ç,— cj„). 

On  peut,  dans  chaque  cas  particulier,  reconnaître,  à  l'aide  d'un  nombre  fini 
d'opérations,  si  deux  systèmes  de  diviseurs  font  ou  ne  font  pas  partie  de  la 
même  classe. 

Quand  une  seule  des  deux  congruences  précédentes  a  lieu,  par  exemple  la 
première,  on  dit  que  la  classe  représentée  par  (m',  m",  ...)  est  contenue  dans 
la  classe  représentée  par  (M',  M",  ...). 

Lorsque,  dans  les  congruences  précédentes,  non  seulement  les  coefficients 
font  chaque  fois  partie  du  domaine  de  rationalité  (R',  R",  ...),  mais  sont  tous 
des  fonctions  entières  des  éléments  de  ce  domaine,  on  dit  que  les  systèmes 
(M',  M",  . . .)  et  (m',  m",  . . .)  font  partie  de  la  même  classe  au  sens  restreint' 
du  mot. 

Un  exemple  fera  bien  saisir  la  différence.  Soient 
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l'dmiiie  on  a  ideoliquenient 

^i^:,  ._-  rj(r._r  ^.  ,._..  (^jr^..,,i-i~i)(jr--2\  -i), 

ou  a  les  deux  congrucnces 

M(j:j       o         [niodil.wi  (;),  X  —  2ç  — i), 
m(;)       o  modil.M(x).  ;  -  *  (j  — i)    . 

Ainsi  M{x)  et  m(ç)/o/i/  partie  de  la  même  classe;  mais  M(a:)  et  m(;) 
ne  font  pas  partie  de  la  même  classe  au  sens  restreint  du  mol;  dans  le  sens 
restreint  du  mot  M(jr)  contient  m{\), 

M.  Kroneckcr  démontre  les  trois  théorèmes  suivants  : 

u  i»  Les  systèmes  (M',  M',  . . .)  ai  (N',  N",  ...)  correspondants  de  la  théorie 
des  nombres  complexes  font  partie  de  la  même  classe.  » 

«  a»  Chaque  classe  peut  être  caractérisée  par  un  système  (N',  N",  ...)  pour 
lequel  les  variables  elles-mêmes  y,,  ...,  y^  auxquelles  on  a  adjoint  l'unitc 
forment  un  système  fondamental  (modulisN',  N',  ...)  de  sorte  que  chaque 
fonction  entière  des  variables  jk,>  •••i^'v  est  congrue  modulis(N',  N',  ...)  à 
une  fonction  linéaire  de  ces  variables.  On  nomme  ce  système  (N',  N',  ...), 
système  normal  de  la  classe.  » 

u  3**  Si  le  discriminant  est  différent  de  zéro,  la  classe  peut  être  représentée 
par  une  fonction  d'une  seule  variable.  » 

Ucmarquons  qu'au  point  de  vue  de  M.  Kronecker  ce  dernier  théorème  n'im- 
plique pas  du  tout  qu'il  convient  de  ne  considérer  que  le  cas  oit  le  discrimi- 
nant n'est  pas  nul.  Une  suite  de  publications  de  M.  Kronecker  tend  en  effet  à 
montrer  qu'il  est  tout  aussi  simple  de  considérer,  au  lieu  d'une  fonction  d'une 
variable,  un  système  de  n  fonctions  de  n  variables.  Ce  n'est  pas  le  théorème  3v 
c'est  le  théorème  2°  (|ui  est  fondamental. 

Il  y  a  d'ailleurs  un  rapport  intime  entre  la  classe  d'un  système  de  fonctions 
et  \e  genre  de  fonctions  algébriques  d'une  part,  et  la  classe  dans  le  sens  restreint 
(lu  mot  d'un  système  de  fondions  et  l'espèce  de  fonctions  algébriques  d'aulro 
part,  le  genre  et  l'espèce  étant  définis  comme  dans  la  Festschrift  de  M.  Kro- 
necker. Cela  apparaît  déjà  sur  l'exemple  précédent,  où  l'espèce  de  nombres 
iilg^bricpics  entiers  définis  par  l'équation  ^w(;  )  =  o  contient  l'espèce  de  nombres 
algébriques  entiers  définis  par  l'équation  M(a:)  =  o;  M.  Kronecker  en  donne 
plusieurs  autres  exemples  importants  et  montre  en  somme  avec  plus  de  détails 
(juc  dans  sa  Festschrift  que,  en  particulier,  les  théorèmes  concernant  \t^ 
nombres  algëbrifjues  entiers  peuvent  être  obtenus  simplement  par  la  thcorie 
des  systèmes  de  diviseurs,  ainsi  sans  symboles  autres  que  ceux  de  l'Arithmc- 
tique. 

La  considération  des  fonctions  entières,  à  coefficients  entiers,  des  «  variables 
j,,  ...,  J7„,  envisagées  suivant  le  système  de  modules  (M',  M",  ...)  premier 
et  de  rang  /?,  dont  chaque  élément  M',  M",  ...  est  une  fonction  entière  à 
rocnicicnts  entiers  de  x,,  ..  .,.r^,  contient  la  théorie  des  nombres  complexes 
dont  le  genre  est  défini  par  les  éfjtiations 

M'  —  o,         W  =  (t,         .... 

Plus  généralement,   envisageons  les  fonctions  entières  de  jt .r    il<»nl 
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les  coefficients  font  partie  d'un  domaine  de  rationalité  (R',  R*,  ,..)  fixe  arbi- 
trairement. Parmi  ces  fonctions  on  peut  distinguer,  modulis  M',  M",  . . .,  celles 
qui  font  partie  de  la  mèmt  espèce.  Chacune  de  ces  espèces  est  caractérisée  par 
une  des  classes  de  systèmes  de  diviseurs  dans  lesquelles  la  classe  (M\  ...)  est 
contenue;  en  effel,  si 

'  »      ?  I  V  «3?, ,    •  •  •  >  <2?„  )  »       •  •  •  »      Çji  (  ^,  >    •  •  •  »  ^„  ) 

est  un  système  fondamental,  modulis  M',  M",  ...,  de  l'espèce  considérée, 
M.  Kronecker  montre  que  l'on  peut  déterminer  un  système  de  diviseurs 
(  S\  S',  . . .)  où  chaque  S  est  fonction  de  |x  variables  ^,,  . . .,  \^,  tel  que  l'on  ait 

(S',  S%  ...)=o       i(modd.M',  M\  ...,  ^.-©î,  ...,  Çpc-?;)- 

Parmi  toutes  les  fonctions  entières  de  n  variables  a:,,  ...,  x^  dont  les  élé- 
ments font  partie  du  domaine  de  rationalité  (  R',  R*,  ...)v  on  peut  encore 
caractériser  un  autre  groupe.  Soient  Mi,  MJ,  ...,  Mj?^,  p  de  ces  fonctions; 
groupons  toutes  les  fonctions  Mo  qui  contiennent  le  système 

(m;,  m;,  ...,  MJ»,  M',  M%  ...); 

elles  forment  un  groupe,  car  toute  fonction  linéaire  et  homogène  d'éléments 
du  groupe  est  de  nouveau  un  élément  du  groupe.  Parmi  tous  ces  éléments  Mo, 
considérons  seulement  les  fonctions  entières  qui,  modulisM',  M',  ...,sont  des 
fonctions  linéaires  de  M,,  ...,  M^P' dont  les  coefficients  appartiennent  à  une 
espèce  déterminée  S.  Soit  (1,  tp^^o^  ...,  ^^^^)  un  système  fondamental  de  cette 
espèce;  alors  toutes  les  fonctions  du  groupe  partiel  considéré  sont  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  desp(|x-»-i)  éléments 

et  l'on  obtient  un  système  fondamental  <t>,,  ...,  4>^  du  groupe  partiel,  tel  que 
chaque  fonction  de  ce  groupe  puisse  être  représentée,  modulisM',  M",  ...,par 
une  fonction  linéaire  et  homogème  de  4>,,  ...,  4>^,  dont  les  coefficients  font 
partie  du  domaine  de  rationalité  (R',  R',  ...). 

Si  l'on  envisage  l'ensemble  des  fonctions  obtenues  en  ajoutant  ou  multipliant 
entre  elles  et  avec  des  grandeurs  du  domaine  de  rationalité  (IV,  R",  ...),  un 
nombre  quelconque  7  de  fonctions  entières  arbitrairement  choisies 

il  est  facile  de  voir  que  l'on  obtient  précisément  un  groupe  partiel  comme 
celui  que  nous  venons  de  caractériser. 

Kronecker  (L.).  —  Sur  les  nombres  complexes  en  général  et  sur 
les  systèmes  de  modules.  (595-612). 

Soient  toujours  (M',  M",  ...)  un  système  de  modules  de  rang  n  dont  les  élé- 
ments M',  M",  ...  sont  des  fonctions  entières  de  n  variables  x^,  x,,  ...,  x^  k 
coefficients  faisant   partie   du    domaine  de   rationalité   (R',  R",  ...);  et   soit 
('•/i>  •••/>)  ""  système  fondamental  de  ce  système  de  modules  (M',  M",  .. .). 
Ifu/l.  des  Sciences  mathem.,  a*  série,  t.  XVI.  (Juillet  1892.)  R.9 
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Alors  loul  nionôiiie 

xfh  xl^t  . . .  x';-        (A,,  /i, /*„^o,  I,  o,  .    .) 

peut  ùlrc  représenté,  modulis  M',  M",  ...,  par  une  fonction  entière  linéaire  de 
/p  fi"  '•'•>  fs,  tï'^nl-  les  rocfficienls  font  parlie  du  domaine  de  rationalité 
(ir,  H",  ...)•  Toutes  les  fonctions  entières 

/'l,  A4 An 

/       /i,-4- /i,-t-. ..-+- /*„-/•       \ 

\/l,,  /ï^,   .  ..,  /i„=0,  I,  2,  ...  / 

dont  la  dimension  ne  dépasse  pas  le  nombre  fixé  arbitrairement  r,  peuvent 
donc  être  mises,  modulis  M',  M",  ...,  sous  la  forme 

où  -^,5,,  •..,  Sy  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  Z  à  cocfficieiil5 
faisant  partie  du  domaine  de  rationalité  (  R',  R",  ...).  On  ramène  ainsi, 
modulis  M',  M",  ...,  tout  système  formé  par  les  coefficients  Z  à  un  syslémcde 
coefficients  {z„,  z^,  ...,  z^)  que  nous  désignerons  pour  abréger  par  (5). 

Convenons    d'appeler  système   composé  de  deux    systèmes  (z)  et  (z')  le 
système  {z")  que  Ton  obtient  en  multipliant  les  deux  expressions 

et 

•  -=«  -^  «î  /,-♦-••  •-+-'5 v/»J 

et  en  mettant  le  produit  sous  la  forme 

Alors   les  éit'nicnls  z"^,  z'[,   ....  z.]  du   système   {z"  )  composé  dos  deux  >^?- 
tciiios  {z)  cl  {z')  sont  dnniK's  f>iir  les  formules 


ll,k 


'''^  'h^k       (A,  I,  /  -  o,  I,  2,  . . .,  V)  : 


•^'  /.    *'   ; 


il  est  facile  de  s'assurer  (jiic  les  (luantités  c-  '  ''  qui  paraissent  dans  ce>  f'^r- 
mulcs  sont  justement  celles  introduites  au  début  de  ces  recherches  sur  le> 
nombres  complexes  et  (]tii  délerminent  ces  nombres  complexes.  La  détermi- 
iiation  de  tous  lesiiombies  complexes  »ie  rattache  donc  à  la  théorie  de  la  rom- 
position  des  systèmes. 

V  <'e  nouveau  point  de  vue.  dé^a^^é  de  tout  symbole,  même  de  celui  de  l'inde- 
temiinalion,  le  principe  de  la  théorie  des  nr>mbres  complexes  se  présenlcs<^«i> 
un  jour  [>lus  net  encoic.  Il  (X)nvienl  dune  de  rattacher  à  ce  nouveau  point  de 
vue  la  sfjlulion  des  «juestions  f;énérales  qui  restent  encore  à  résoudre.  V  <"-^l 
elVel,  nous  commencerons  par  étudier  direclcmenl  les  rèîiles  de  la  composilioo 
(h's  syslèmes 

Le  système  {z)  est  dit  rf/(u\'aienf  au  système  (z)  et  l'on  écrit  (r)c/;(-' 
lorsque    l'on   peut  déduire  {  z' )  de  (  z)  par   un    procédé  déterminé  quelcori'pir- 


J 
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mais  tel  que  si  l'on  ii  ii  la  fois 

'  {z)(^{z'),    {z)ur>{z'), 

on  ait  aussi 

{z')i>n{z''). 

De  cette  restriction  on  déduit  immédiatement  en  prenant  pour  (s*)  le  sys- 
tème {z')  lui-même,  que  chaque  système  est  équivalent  à  lui-même;  et  en 
prenant  pour  {z')  le  système  {z)  lui-même,  on  voit  de  même  que  si  Ton  a  à 
la  fois 

(C)00(5'),         (c)oo(s), 
on  a  aussi 

(c')c/o(5); 

et  comme  nous  venons  de  voir  que  l'on  a  toujours  {z)  00  (5)  on  déduit  donc, 
de  l'équivalence  (5)  00  (s'),  cette  autre  équivalence  (5')  vo  (  -s).  Ainsi  le  pro- 
cédé en  question  est  réversible. 

Soient  (5),  {z')y  {z"),  ...  des  systèmes  non  équivalents  et  représentons  par 
l'équivalence 

le  fait  que  Ton  a  déduit  des  deux  systèmes  (>3)  et  (c')  le  système  {z')  par  des 
règles  déterminées  quelconques,  mais  telles  que  l'on  ait 

^(5),  (5')]cxîe[(c'),  {z)i 

Le  système  {z')  est  dit  composé  des  deux  systèmes  (z)  et  {z'). 

Si  Ton  suppose  enfin  que  pour  tout  couple  de  systèmes  (2),  {z')  il  existe 
un  système  (z")  qui  composé  avec  {z')  donne  (5),  et  que  d'autre  part  il  existe 
au  moins  un  système  {z')  qui  reste  invariable  quand  on  le  compose  avec  un 
certain  système  C^"),  on  peut  démontrer  que  Ton  a  pour  tout  système  {z) 

Toutes  les  restrictions  formulées  ont  lieu  si  l'on  donne  comme  règle  de  com- 
position 6,  la  suivante 

-l  =  ^c\^''^'^h^k        (/t,/,  A:  =  i,'^,  ...,v). 

Nous  allons  maintenant  montrer  comment  on  peut,  en  faisant  quelques  con- 
ventions très  simples,  désigner  sans  ambiguïté  un  système  quelconque  («)  par 
un  système  d'indices  rationnels.  Posons 

0[(sO)),  (5(0)]cyo(c(«)), 
e[(^0)),  (^('))]oo(-(3)), 


0[(x:^')),  (5('«))]oo(^('"-^'î); 
on  a  alors  pour  tout  entier  positif  m  et  tout  entier  positif  n 

0[(  ;;('")).  (-("))]  00  (cî'"+»^). 


oo  SECONDE  PARTIE. 

(  (-A 

Désignons  ensuite  par  \z    "    J  un  système  qui,  composé  n  fois  avec  des 
systèmes  équivalents,  donne  (i^"»)).  Enfin  si  v-s^'v  est  un  système  dinereni 

de  \s       '  /  quels  que  soient  les  entiers  m  et  /i,  soit  (  —  »  — 7  j  le  système 


com- 


lèmes  (^^"'7  et  \T"'^),  Alors, 


posé  des   deux   systèmes  \z       -  /  cl  \z  -      ^ J .  Alors,  en   désignant  par  x,, 

a,,  ...  des  nombres  rationnels,  on  voit  facilement  que  tout  système  peut  être 

mis  sous  la  forme 

(a,,  a„  . ..,  a^). 

Dans  celte  notation  le  système  composé  de  (  a„  a,, ...,  a  )  et  de  (  p,^  ?,, ...,  ?,} 
est  (a,-+-  p,,  a, -h  p.,  ...,  a^^-i-  p^). 

Comme  premier  exemple  prenons  pour  {z)  tous  les  nombres  entiers  positifs 
plus  petits  qu'un  nombre  fixé  M,  et  prenons  pour  règle  décomposition  la  mul- 
tiplication des  systèmes  composants,  qui  est  manifestement  une  compositioe 
dans  le  sens  que  nous  avons  donné  à  ce  mol.  Alors  si  />,,/>,,  ...,/>,  sont  tous 
les  nombres  premiers  inférieurs  à  M,  un  entier  quelconque  /i  <  M  peut  être 
manifestement  mis  sous  la  forme 


^•1        »»•♦  ««V 


"  =  pvy  pv^  •••./>: 


» 


où  a,,  a^,  ...,  a^  sont  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  ....  Cet  entier  sera  représenté 
dans  la  notation  fixée  par  le  S3stème 

Comme  second  exemple  envisageons  tous  les  nombres  rationnels  r,,  r,,r,,..., 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

où.  pour  X  =  i,  :î.  . . . ,  V,  le  nombre  a^  est  un  quelconque  des  entiers  compris 
outre  rentier  néj^alif  fixé  arbitrairement  m^  et  l'entier  positif  également  li\«' 
arbilrairenicnl  n^.  On  peut  représenter  un  quelconque  de  ces  nombres  par 
le  syslèine  de  noiiii)rcs  rationnels 

Mais  on  peut  aussi  o{)cr^'r  tout  autrement.  Soit  b  un  quelconque  des  nombre? 
|H)silifs  fixé  parmi  les  nombres  /•,.  r^,  r, M.  Kronccker  démontre  qu'à  cha- 
cun (les  nombres  rationnels  considérés  /\(A=i,2,  ...)  on  peut  fairi'corre?- 
pnntlre  un  nombre  rationnel  délcrininé  s^  (qni  dépend  de  r^  cl  de  b)  tel  qw^ 
si  au  produit  r  d'un  nombre  (|uolcon{|ue  des  /*,,  /-,,  ...  correspond  le  nombre 
rationne!  j,,  ce  nombre  i-  (lin"«!*re  «le  la  somme  des  nombres  rationnels  5  qui 
corresponlent  aux  facteurs  de  ce  produit  de  moins  que  la  moitié  de  la  plu? 
petite  des  diflérenees  entre  deux  quelcon(|ues  des  indices  5  correspondants  j  lou* 
les  nombres  considérés/*.  Il  en  résulti!  que  l'on  peut  représenter  sans  ambi^un»' 
rbaciin  <les  nonibies  considérés  r,^{h  =  i,  ?,  ...)  par  le  nombre  ratioond 
correspondant  .v,^  de  manière  (jue  la  somme  v^^^  4- .Çq  corresponde  au  produit  r^r. 
Il  résulte  d'ailleurs  de  la  démonstration  de  .M.  Kronccker  que.  au  lieu  do 
nombre  rationnel  v,^  correspondant  à  r,^  on  peut  prenclre  le  loi^aritlime  ^h' ri_  {»"Br 
la  base  b. 


i 
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2"  semestre  1888. 

Ki'onecker{L,),  —  Sur  la  théorie  des  nombres  complexes  en  gé- 
néral et  sur  les  systèmes  de  modules  (983-1016). 

Les  notions  d'équivalence  et  de  composition  fixées  dans  une  Communication 
précédente  {voir  plus  haut)  ne  sont  pas  seulement  applicables  aux  nombres 
et  systèmes  de  nombres;  elles  s'appliquent  aussi  à  d'autres  objets. 

Des  longueurs,  des  durées,  des  volumes,  des  poids,  etc.  peuvent  être  com- 
posés de  manière  que  les  deux  conditions 

e[(5),  (5')]c/oe[(5'),  (5)], 

^î(-),    e[(V),  (^'')]jooOJ(^'),    ^l{z),{z')]l 

soient  vérifiées;  et  chaque  objet  considéré  peut  être  ainsi  désigné  par  un  sys- 
tème d'indices  rationnels  de  manière  que  la  composition  des  objets  corresponde 
à  l'addition  des  indices.  On  n'a  nullement  besoin,  pour  obtenir  ces  systèmes 
d'indices,  de  connaître  les  règles  de  décomposition  des  objets;  celles  de  compo- 
sition suffisent. 

II  est  bon  d'observer  que  dans  son  Mémoire,  Philosophische  Aufsàtze, 
M.  Helmholtz  nomme  at/6/<7ib/i  ce  que  M.  Kronecker  nomme,  avec  Gauss,  com- 
position. 

Au  point  de  vue  auquel  nous  nous  plaçons  ici,  la  notion  de  proportion  précède 
celle  de  rapport.  En  effet  la  notion  de  proportion  se  ramène  directement  à 
celle  d'équivalence  ou  plutùt  elle  n'en  est  qu'un  cas  particulier,  car  nous  pou- 
vons nommer  équivalents  tous  les  systèmes 

que  Ton  obtient  en  donnant  à  c  une  valeur  quelconque;  les  conditions  imposées 
à  toute  équivalence  dans  la  Communication  précédente  de  M.  Kronecker  sont 
alors  vérifiées;  l'équivalence 

s'énonce  en  disant  que  les  quatre  nombres  cz^,  cz^\  c' z^,  c' z^  sont  en  propor- 
tion. Inversement,  tout  système  équivalent  au  système  (^„  z^)  est  de  la  forme 

Lorsque  les  éléments  z^  et  5,  du  système  considéré  (;;,,  z^)  sont  comraensu- 
rables.  Tunique  invariant  de  cette  équivalence  particulière  est  le  quotient  du 
premier  élément  du  système  par  le  second,  ou  une  fonction  linéaire  entière  ou 
fractionnaire  de  ce  quotient.  C'est  cet  invariant  que  l'on  nomme  rapport,  ou 
plutùt  valeur  du  rapport  des  deux  éléments  du  système;  on  le  désigne  par 
^, .  *»,. 

Mais  il  peut  arriver  que  les  deux  éléments  z^  et  z^  du  système  considéré  ne 
soient  pas  commensurables  et  qu'ayant  établi  une  équivalence 

(at,  ?)oo(T,  5) 

(par  exemple  une  proportion),  on  puisse  déterminer  un  intervalle^  aussi  petit 
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que  l'on  veut,  invariant  pour  tous  les  systèmes  équivalents.  C'est  cet  intervalle- 
invariant  qui  n'est  plus  un  nombre  mais  que  l'on  peut  encore  représenter  par 
un  symbole  que  l'on  nomme  valeur  du  rapport  des  deux  éléments  a,  ^  et  qae 
l'on  désigne  par  a  :  p. 
Envisageons,  par  exemple,  ré<|uivalence 

(a,  ?)c>o(r,  0). 

où  a  désigne  la  longueur  d'une  circonférence,  fi  son  diamètre,  ■j'  la  surface  du 
cercle  limité  par  cette  circonférence,  6  le  carré  de  son  rayon.  On  montre  dans 
les  éléments  de  la  Céométrie  que  cette  équivalence  est  bien  une  proportion 
comme  nous  venons  de  la  définir.  Cette  équivalence  n'a  pas  de  nombre  invariant, 
maison  peut  déterminer  un  intervalle  aussi  petit  que  l'on  veut  que  l'on  peut  envi- 
sager comme  invariant  de  la  proportion;  on  peut  en  effet  déterminer  dcui  frac- 
tions dont  la  différence  soit  aussi  petite  que  l'on  veut  et  entre  lesquelles,  s'il 
existait  un  nombre  invariant,  ce  nombre  invariant  serait  compris.  En  intro- 
duisant un  symbole  r  pour  V intervalle-invariant  de  rét|uivalence  considérée, 
on  voit  donc  que  it  n'est  pas  un  nombre  mais  peut  être  resserré  autant  qu'on  le 
veut  entre  deux  nombres.  On  dit  enct)re  <|ue  r  est  la  valeur  du  rapport  des 
deux  éléments  at  et  [J  ou  des  deux  éléments  y  et  6  et  Ton  écrit 

t:  =  a:  p  =  y:o. 

Mais  on  peut  demander  davantage.  Ce  qui  précède  suppose  en  effet  que  l'on 
envisage  les  nombres  rationnels  en  même  temps  que  les  nombres  entiers,  et  Ton 
peut  demander  à  rattacher  les  notions  de  proportion  cl  de  rapport  à  la  théorie 
générale  des  équivalences  et  de  leurs  invariants,  sans  quitter  le  domaine  dei 
nombres  entiers.  ' 

On  peut  conserver  la  même  déHnition  delà  proportion.  C'est  une  équivalence 

(rc„  c^,)oo(r'^,,  c'c,), 

où  c,  c'  sont  deux  entiers  quelc()n(|iios.  Mais  cette  é(}uivalerice  n'a  plus  en  sc- 
néral  d'invariant  riiTMiie  Iors(|ue  c,  et  c,  sont  cominensurablcs.  Tuulcfois,  en 
désignant  pur  u  el  u'  des  inilctenninecs,  on  a  une  congritence  suivant  un 
sy sterne  de  modules 

cz^u    '  c' z^u'         (  inodd.c  c^«/  —  XfC'z^u' —  l), 

et  par  suite  cz^u  est  un  inviiriunt  mudiilis  czji  —  i,  c' z,u' — i.  Vu  lieu  dun 
invariant  frarlioiinaire  on  a  donc,  en  re-^tanl  iluns  le  domaine  de<  iioinbns 
entiers,  un  invariant  suiNanl  un  syslèinc  de  modules. 

On  peut  aussi  faire  usa^e  de  la  noiion  donnée  par  rtaiis*^  «le  l'éqiiiNaleiire  «l'> 
formes  qua(lrali(|iies  pour  bien  nieltre  en  é\idence  ce  (ju'il  faut  entendre  par 
rapport  de  deux  grandeurs.  Nous  rafigerons  à  cet  elVet  dans  une  inèmc  classe 
tous  les  >yslèiiies  équivalents  de  deux  grandeurs  ou  de  «ieux  objets.  (!cs  rla>s:> 
peuvent  alors  être  groupées  en  deux  ealégories.  Dans  les  unes  le  refjré'-enlanl 
de  la  classe  est  un  système  de  dfux  entiers  |)reinicrs  rei.ilifs:  nn  <lit  alors  que 
li*s  deux  objets  sont  tians  un  ra/>port  comnicnsuraO/e.  Dans  les  autres  ce  n'i^l 
pas  le  eas;  on  dit  alors  que  les  deux  obj<ns  sont  dans  un  rap|)orl  incommensu- 
rable. 

Km  isag<«m>.  par  exem|ilt',   |<-  ca"»  ou  le^  >ysi,'ii)e>  (  ;   ).  <  -   .>•  ^«*nl  <i«'*  *' 
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lûmes  v\  v"  . . .  el  où  nous  cnlcndons  par  composition  une  juxtaposition  de  ces 
volumes.  Nous  pouvons  alors  désigner  chaque  volume  composé  par  un  système 
d'indices  rationnels 

où  V  est  le  nombre  des  volumes  dont  les  mesures  sont  incommensurables.  Ainsi 
lorsque  les  volumes  v\  v",  ...  sont  des  cubes  commensurables  et  des  sphères  de 
rayons  commensurables,  on  n'a  besoin  que  de  systèmes  de  deux  indices  ra- 
tionnels (a,  P)  pour  désigner  le  volume  composé  d'un  nombre  quelconque  des 
volumes  donnés. 

(  -  ) 
Si  un  corps  dont  le  volume  est  fV  "/  est  situé  tout  entier  à  l'intérieur  d'une 

sphère  qui  est  elle-même  située  tout  entière  à  l'intérieur  d'un  corps  dont  le 

volume  est  v^  «' / ,  on  montre  directement  que  l'on  a  entre  les  quatre  entiers 
m,  fij  m',  n'j  l'inégalité  mn' <  m' n. 

Il  faut  ensuite  étendre  aux  volumes  des  corps  la  notion  d'équivalence  par  ap- 
proximation en  opérant  sur  ces  volumes  exactement  de  la  même  manière  que 
sur  les  nombres  rationnels  dans  une  Communication  précédente  de  M.  Kronecker. 
Si,  quelque  petit  que  l'on  choisisse  un  nombre  rationnel  t,  on  peut  déterminer 
deux  nombres  rationnels  r'  et  r"  dont  la  différence  soit  plus  petite  que  t,  et 
tels  que  les  sui-faces  limitant  deux  corps  donnés  K  et  K'  soient  toutes  deux 
situées  entre  les  surfaces  de  deux  corps  dont  les  volumes  ont  les  indices  ration- 
nels r'  et  r",  on  dira  que  les  deux  corps  K  et  K'  ont  des  volumes  équivalents. 
Pour  fixer  la  notion  d'équivalence  il  importe  de  laisser  t  indéterminé  afin  de 
pouvoir  le  choisir  suivant  les  besoins  de  la  pratique  dans  chaque  cas  particulier. 
A  la  notion  d'égalité  des  volumes  commensurables,  vient  donc  s'ajouter  la  notion 
d'équivalence  des  volumes  incommensurables  avec  un  intervalle  d'équivalence 
qui  reste  indéterminé. 

Après  avoir  ainsi  montré  comment,  au  point  de  vue  arithmétique,  il  faut 
définir  les  symboles  que  l'on  nomme  nombres  incommensurables,  nous  allons 
montrer  comment  on  peut  calculer  avec  ces  nombres  incommensurables. 

Soient  cp(A'),  '^(k)  deux  nombres  entiers  formés  par  un  procédé  arithmétique 
déterminé  à  l'aide  de  l'entier  A*  et  supposons  qu'en  formant  successivement  les 
systèmes  [?(i),  ^(0],  [?(3)»  ^{^)]i  •••  on  reconnaisse  qu'à  tout  nombre  ra- 
tionnel T,  choisi  aussi  petit  que  l'on  veut,  corresponde  un  entier  m  tel  que,  pour 
tout  n  >  m,  tm  ait 

(I)  \r{"i)^{n)-^{n)^{m)\<'z\^{m)^{n)\. 

Nous  dirons  alors  que  les  nombres  rationnels 

r(0        r^O  r('0 


>       "; ;  » 


4.(1)        ^{A)  '\>{n) 

où  /lest  un  entier  arbitraire  plus  grand  que  m,  forment  une  série  convergente 
de  nombres  rationnels. 

Si  T,,  T^,  ...,'^jv-j.i  désignent  une  suite  de  nombres  rationnels,  positifs  ou  né- 
gatifs, chacun  plus  petit  que  le  suivant,  nous  dirons  que  les  nombres  ration- 
nels /-(jui  sont  situés  avec  t^,,  dans  l'intervalle  (t,;,  .,,  • ..,  'c,fc+,  )  sont  équivalents. 

;p  (  I  )      5(2) 
Si.  m  formant  la  série  convcrgonto  ~ — •   ;-- — »  •••»  nous  trouvons  que  pour 


•<>4 
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k^ni  tous  les  nombres  r , ,  [  sont  équivalents,  nous  pourrons»  dans  le  seos  de 
I  équivalence,  nous  arrêter  au  terme  t- — r  • 

Une  fois  x  choisi  et  m  détermine   par  l'inégalité  de   convergence  (i),  nous 
fixerons  un  intervalle  d'équivalence  (t,;^_,  . .  •  "^tk-i-i  )  ^^  manière  que  Finégalité 


s*-i 


<  -f  .*+.  -  -f 


soit  vérifiée:  alors  pour  tout  n>  m.  ~ — {  reste  bien  dans  rinlcrvallc  d'éqoi- 

valence  (t,|,_,  ...  t.^^,). 

Si,  dans  ce  qui  précède,  nous  remplaçons  t  par  Sx  où  6  est  une  variable  tc- 
riOant  Tiné^alilé  o<6  <i,  et  si  m^,  désigne  le  plus  petit  entier  tel  que  Ion 
ait  pour  tout  /i>  nif^  l'inégalité 

lr('''*T)4'('»)-?(^)  +  ('«^T)I<ST|+(m^,)^(/i)|, 


il  peut  arriver  que  l'on  ait,  pour  S  =  i, 


sans  que  l'on  ait  aussi 


■^aA+i' 


f,/,_.-HT 


■^«k+i  "~  ''^• 


II  faut  alors  nécessairement  que  l'on  ait  pour  l'un  des  deux  nombres  tj^,  oo 


'iAM 


■^j/irti"    j 


$-t; 


mais  aloi*s  ou  bien  l'on  a  aussi,  pour  toute  fraction  o  plus  petite  que  l'unitc. 


(i) 


^  OT, 


OU  bien  il  existe  au  moins  une  fraction  6^  plus  petite  que  l'unité  |>our  laquelle 
on  ail 


(3) 


'^.h- .  +  %  ' 


--^  <'f.;.-..-''^'^ 


on  peut  d'ailleurs  rc<'(»nnailre  au   mode  de  formation  des  entiers  9(A),  v(i) 
si   l'on  csL  dans  le  premier  ou  dans  le  second  cas. 

l)ans  le  premier  cas  on  dira  que  le  nombre  rationnel  x^^jk,  est  la  limite  de  la 

fraction   ;—-,—  :  non  seulement  la  série  ^ — ->   -Ç -y  •••    est  convergente.  mai> 

^(/)  V(i)      ^(J) 

elle  converge  vers  le  nombre  rationnel  qui  marque  la  limite  de  deux  inlcnallc^ 

d'équivalence. 

Dans  le  second  cas  ('j._,  •  •  •  "j/,. ,  )  est   l'intervalle  d'c<jui\alencc  dan^  lei]uc. 

'•^  (  n  ) 
sont  situés  tous  les  nombre*  t pour  n  >  nix.- 
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Si,  au  lieu  déconsidérer  une  âiy'ision  ciélerminée  en  inlervallcs  d'équivalence, 
on  laisse  celle  division  inde terminée t  on  voit  donc  que  les  séries  convergentes 
de  nombres  rationnels  se  partagent  en  deux  catégories  :  les  séries  de  la  première 
catégorie  convergent  vers  un  nombre  rationnel  déterminé,  les  séries  de  la 
seconde  catégorie  ne  convergent  pas  vers  un  nombre  rationnel  mais  convergent 
dans  un  intervalle  d'équivalence  quelle  que  soit  la  division  en  intervalles  d'équi- 
valences que  nous  ayons  fixée.  Pour  ranger  une  série  convergente  donnée  dans 
la  première  ou  dans  la  seconde  catégorie  il  est  nécessaire  de  pouvoir  reconnaître, 

d'après  la  formation  des  termes  successifs  -r-rrr  de  celte  série  convergente,  si, 

pour  tout  nombre  rationnel  6  compris  entre  o  et  i,  un  nombre  rationnel  quel- 
conque r  vérifie  la  condition 

I  ''^ (  "«It)  —  9  (  'W|,)  I  ^  St  I  ^K  m$.)  I, 
ou  si,  au  contraire,  pour  tout  nombre  rationnel  /*,  Tinégalité 

!'•<'(  "t^.T)  -  ?  (  '«*,.t  )  I  >  5oT  14; (  mj^, )  I 

peut  être  vérifiée  par  un  choix  convenable  6,  du  nombre  6.  C'est  d'ailleurs  ce  o„ 
qui,  une  fois  déterminé,  permet,  dans  ce  second  cas,  de  fixer  l'intervalle  d'équi- 
valence de  la  série. 

Ainsi  les  séries  convergentes  de  la  seconde  catégorie  sont  caractérisées  par 
deux  inégalités  simultanées  que  nous  écrirons,  en  remplaçant  §„  par  8, 

La  première  est  une  condition  de  convergence  ;  elle  montre  que  les  nombres 

j-rp:  convergent  les  uns  vers  les  autres  quand  l'entier  A'  augmente.  La  seconde 

est  une  condition  de  divergence  en  ce  sens  qu'elle  montre  que  l'on  peut,  quel 
que  soit  le  nombre  rationnel  rque  l'on  considère,  fixer  l'intervalle  d'équivalence 

dans  lequel  tous  les  nombres  ,  ,  ,  !  tombent  à  partir  d'une  certaine  valeur  cn- 

tiére  de  A-,  de  manière  que  r  soit  hors  de  cet  intervalle. 

On  ne  sait  pas,  pour  toute  série  de  nombres  rationnels  convergents  les  uns 
vers  les  autres,  déterminer  ot  de  maniçre  que  la  condition  de  divergence  soit 
vérifiée.  Mais,  lorsqu'on  le  sait,  on  peut,  pour  tout  entier  v,  trouver  Tintervalle 
d'équivalence 


(^••^) 


(  A  =  o,  dii,  ih  2,  ...), 


dans  lequel  les  nombres  ,  ; ,  ,  convergent.  Il  suffit  pour  cela  de  prendre  d'abord 

4/(A) 

pour  T  un  nombre  quelconque  plus  petit  que  ,-  >  puis  de  déterminer  le  nombre  m^ 

par  la  condition  de  convergence 

\^iff*^)'H't)-r{f^)^{"t,)\<'z\^{m.)^{n)U        n  >  m^, 

et  enfin,  en  désignant   par  [a]  le  plus  grand  entier  plus  petit  que  le   nombre 
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rationnel  a,  d'envisager  le  nombre  entier 


Aloi"s,  ou  bien  7- — ^  est  à  une  distance  plus  grande  que  t  «le  rliarunc  des  ei- 
Irémilés  de  l'intervalle 


yl^im,)  J 


9  (  //}    ) 

et  alors  cet  intervalle  est  l'intervalle  cherclié;  ou  bien  T-r — ^  est  à  une  distance 

moindre  que  t,  de  l'une  des  extrémités  de  cet  intervalle  et  alors  il  faut  déter- 
miner  OT    de    manière   «pic    la    condition    de   divergence   soit  \ériliée  pour 


I  fv  9(  //i.)  I 

r=  -     -, t  resiK'clivemen 

^1.  ^^irn.)    \ 

clierclié  est 


1         I  fv  s(m_)"l  ,,. 

l  pour  /•  =  — h  -     -r-r — \-    »   <^t  1  inlerva 


Ile 


\  rv?(m^,)  I 


I 

V 


si  m^.  est  le  nombre  entier  correspondant  à  5t  par  la  condition  de  convergence. 
comme  m.  correspondait  à  t. 
En  posant  pour  abréger 


on  voit  que  le  nombre  entier  x(v)  ne  dépend  que  de  v  pourvu  que  n  «-oit  plu? 
grand  que  m^..  Les  termes  de  la  série  convergente 


/.(i). 


x(a)     y.(3) 


x(^) 


ronver^jcnl  d'ailleurs  dans  le  iim^iiic  intervalle  d"é(|uivaleiire  que  ceux  de  la  ^htIc 

pr«»pt)sée 

9(1)         'w(2)         9(3)  9(/.) 

. .  . , 


■;■ 


■  —  > 


do  (luelquc  manière  que  l'on  ait  ciioisi  les  intervalles  d'équivalence.  Pour  celle 


série  de  nombres 


-/(/.) 


(|ui,dans  le  sens  de  réifuivalence,  remplace  enlièrenic 


n( 


la  série  prof)i»séc.  la  ondilion  de  ronverj^enre  est  simplement 


I  /  ^  '"  )       /.  ^  'O 


/;/ 


// 


I 
m 


pour 


n       m. 


La  fonclioii  /(A)  de  /.  esl  raracléristir/ue  pour  la  série  des  nombres  ..- 

C'est  la  diiïérenee 

/(/')—/.(  A  —  I  )         (  A  =  I ,  -2,  :<,  . . .  ) 

(|ue   M.    ClirislolVel    a   inlr  uluilc   s(wis   le  nom  de   caractéristique  djns  >cs  re- 
clierches  sur  les  nombres  irralionnels,  publiée^  dans  les  Annati  di  AfatcnnUka. 

On  peul  se  pinpicicr  de  Cfuisl  ruiie /o^z/cv  les  séi*i«'s  p<;ssil»le<  «le  ri<M!ibr«'-      :  - 
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convergentes  dans  un  inlervalle  d'équivalence.  Pour  en  former  tout  d'abord 
une  aussi  simple  que  possible,  désignons  par  o\  le  plus  petit  entier  divisible  à 
la  fois  par  i,  2,  3,  '|,  ...,  v  et  désignons  par  ^^,  $,,  ...,  ^j,  ...  des  entiers  ar- 
bitraires parmi  ceux  qui  sans  être  tous  nuis  à  partir  d'un  indice  A  =  [x  et  sans 
iMre  non  plus  tous  donnés  par  l'égalité 


tu, 


à  partir  d'un  indice  A*  =  a,  vérifient,  pour  tout  indice  A',  les  inégalités 


<  i    -    "^k 


^k-t 


Prcnrms  alors  pour  y  (w^)  le  nombre  entier  donné  par  la  relation 


h>..  dimmà    ^>i^. 


et,  lorsque  A  est  diflTérent  de  w,^,  prenons  pour  y  (A)  le  nombre  entier 

i=k 
-/(A)  =  Ax(i) 

la  série  ainsi  formée 

.,,,,    ■/.(■')     y.(^)  ■/.(>■■) 


M 


répondra  à  la  (|ucstion. 

On  obtiendra  toutes  les  autres,  en  remplaçant  i,  u^,  w,,  ...,  u^.,  ...  par  les 
nombres  entiers  i,  Q^,  Q^,  ...,  H^^f  ...,  choisis  arbitrairement  parmi  ceux  qui 
forment  une  suite  où  chuquç  terme  Q,  est  divisible  par  le  précédant  et  où  tous 
les  nombres  entiers  soient  des  diviseurs  de  nombres  Q,  de  la  suite.  Si  alors  Z^, 
Z,,  ...,  'A^f  ...  sont  des  entiers  vérifiant  les  inégalités 

o  =  7,^<       ^  (A-  =  2,  3,  ...), 

sans  que  à  partir  d'un  indire  ;x  les  Z^  soient  tous   nuls  ou  tous  égaux  à  leurs 
limites  supérieures  respectives 

a, 


ci  si  Ton  pose 


et 


[p]' 


où   la  somme  es!  à  étendre  aux  indices  i -=  -}.,  3,  ...,  A,  à  moins  que,  pour  un 
îiidire  /avant   A,  12,  m*   -f»ir    di\i<ibl<*   par  A .  auquel  cas   la   somme    ne   va   que 
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jus(|irH  vci  indice,  la  série 

répondra  à  la  question. 

On  remarquera  qu*cn  cveluant,  comme  dans  ce  qui  précède,  les  délerniina- 
tions  des  Z^  où  à  partir  d'un  indice  A'  =  {x  on  aurait,  pour  tous  les  indices, 


les  séries 


^ 
û»., 


7  -  -^-i 


f/ui  sont  formées  par  un  nombre  fini  déterminé  v  de  termes,  sont  les  seules 
à  l'aide  desquelles  on  puisse  représenter  un  nombre  rationnel. 

Minkowsky  (//.).  —  Sur  le  niouvcmenl  d'tin  corps  solide  dans  un 
fluide  (iO()5-i  i  lo). 

G.  Kirclilioff  et  W.  Thomson  ont  établi  par  des  considérations  différenlcs  le 
é(|uations  diiïérentielles  du  mouvement  d'un  solide  invariable  dans  un  flaide 
homogène,  incompressible,  sans  frottement,  remplissant  tout  Fespace,  en  rqMS 
à  l'infini  et  tel  qu'en  chacun  de  ses  points  (1  existe  un  potentiel  uoivoaoedes 
vitesses. 

M.  Minkovvsky  a  remarqué  que,  ^«e/  que  soit  le  solide  invariable  considère, 
dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  et  dans  le  cas  par- 
ticulier où,  le  solide  ayant  un  point  fixe,  la  seule  force  extérieure  est  la  pesan- 
teur, la  résolution  de  ces  équations  différentiel  les  peut  être  ramenée,  par  de 
lran«iforinalions  convenables,  à  un  problème  «jui  a  «juclque  analogie  avec  celai 
«les  lif;ncs  géo(lési«jU('s  de  rdlipsoïde.  On  ()eul  alors  faire  usage  des  niclh(Kle> 
données  par  Jurnbi  dans  la  \I\'  Leçon  do  ses  l'orlesun^'cn  pour  nsoudrclcj 
j)n)bIcmos  de  M«''cani(|iiç  <|ui   ne  dépendent  que  de  deux  incimnues. 

Dans  le  Mémoire  arliicl,  M.  Miukowsky  n'envisage  que  le  premier  de  ce> 
deux  cas  parlicuiicrs. 

il  comrncnre  par  caractériser  l'état  des  vitesses  «l'un  solide  invariable  <iao> 
un  lliiidc,  coiiiino  ceux  que  nous  avons  définis,  par  deux  segmenl>,  tout  c^mm': 
on  cara<"térisc  en  Cinématique  l'étal  des  vitesses  d'un  solide  invariable  dan>  If 
vide  par  doux  segments  :  la  vitesse  d'un  point  arbitrairement  choisi  el  U 
vitesse  ani^ulaire  de  rotation  autour  d'un  axe  passant  (»ar  ce  point.  Ici  !»•  pre- 
mier segment  S^  est  une  vitesse  «le  translation,  le  second  S^  est  l'axe  d'un  «;<»uple 
de  percussion. 

La  force  vive  totale  «lu  système  formé  par  le  s«dide  invariable  cl  le  fluide 
considéré  peul  «l'ailbnirs,  a|»rés  une  substilulion  convenable,  être  mise  s-^us  b 
r<jrine  d'une  somnic  de  deux  formes  quadratiques  toujours  pt»siii^e<  t 
el  G  «b'pendanl  chacune  de  trois  \ariables  seulemeut.  Les  dérivées  partielle? 
respe<Mi\es  de  ces  doux  formes  K  el  G  par  rapport  aux  troi^  variable?  quelle» 
«•«nitiennent  sont  précisément  les  «•omposantos,  suivant  troisaxes  rec  langui  air*** 
lixés  dans  !«'  >olide  invariable,  «les  deux  segments  S,  et  S^. 

M.  MinkouskN  envisage  ensuite  \c>  etdls  stntionnfiires  du  moi/iomc/i/.  «  e>t 
.1  <lii«'  le-i  état"  «le    vile-"»*'-  l«'ls   qiio  |or<quo    le  solide  invariable  pa'^se  f^r  un 


i 
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tel  élal  «les  vitesses  so:i  mouvement  reste  indéfiniment  un  même  mouvement 
hélicoïdal.  II  les  détermine  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures. 

Enfin,  en  s'appuyant  sur  sa  décomposition  cinématique  de  l'état  des  vitesses 
caractérisé  par  les  deux  segments  S,  et  S,,  et  sur  le  principe  d'IIamilton, 
M.  Minkowsky  obtient  une  propriété  du  mouvement  sous  la  forme  d'une  con- 
dition de  minimum  qui  doit  être  vérifiée.  C'est  cette  condition  de  minimum 
qui  permet  enfin  d'appliquer  les  théorèmes  cités  de  Jacobi. 

Les  équations  auxquelles  parvient  M.  Minkowsky  caractérisent,  dans  chaque 
cas  particulier,  le  problème  d'inversion  dont  la  solution  est  ce  qui  importe  le 
plus  lorsque  l'on  veut  se  représenter  complètement  le  mouvement. 

Fiichs(L,),  —  Sur  la  théorie  des  équalions différentielles  linéaires, 
(i  1 1  j-i  I  '>.6). 


Envisageons  l'équation  dinférentielle  linéaire 


(I) 


d*'*r 


dx"*    '  ^^  dx 


^xn-x  y 


7;rrr^----+-A«r-o, 


dont  les  coefficients  />,,  ...,  />,„  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Soit 

(.)'i»  •  •  •» ytn) 

un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette  équation  diiïéreniielle.   Il  y  a 

manifestement 

a/i(3/i  — i)...(w  -«-1) 


V  = 


\  .1.  .  .n 


systèmes  formes  à  l'aide  de /i  de  ces  in  intégrales  j',,  ...,y,„.  Soit  (j',,  ...,^^) 
un  de  ces  systèmes;  à  l'aide  de  ce  syslème  nous  pouvons  former  v  déterminants 
dont  les  lignes  horizontales  soient  /{  des  un  lignes  horizontales 


r.. 

r,. 

...» 

Yn-* 

y\- 

.r;. 

.  .  .  f 

y  n^ 

•  .  » 

.    •  » 

.  •  . , 

•  •  •  » 

•»', 

..►., 

où  l'indice  supérieur  indique  l'ordre  de  dérivation.  Désignons  par  1/^,  /«,,  ..., 
M^_,  ces  V  déterminants,  en  convenant  que  m„  sera  le  déterminant 


.  y^ 

r. 

•   •   • 

r„ 

y, 

ri 

•    •   • 

y'., 

.   • 

•    • 

•  •   • 

•   •   m 

y(/t-l) 

1) 

•    •  • 

que  nous  appellerons  déterminant  principal  du  système  (jK,,  J',,  ...,  y„). 

Si  maintenant,  au  lieu  du  système  ( J',.  ^a,  •..,  y^),  nous  envisageons  suc- 
cessivement les  autres  v  —  i  systèmes  formés  à  l'aide  de  n  des  2/1  intégrales  du 
système  fondamental,  et  si  nous  formons  pour  ces  (v  —  i)  autres  systèmes  les 
mêmes  déterminants,  nous  aurons,  en  tout,  v'  déterminants  u.  Nous  désignerons 
par 


it 


i.A' 


U 


tK- 


U. 
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ceux  (le  CCS  (lélerininuiits  que  l'on  ohliciit  en  rcmplaçanl  dans  u-^  successive- 
ment ^,,.>',,  . .  ...K„  par  chacune  dos  v  combinaisons  n  à  n  des  in  înlêsialcs/,, 
r,.  •••».>',„'  <?t  nous  conviendrons  de  dêsijïncr  chaque  fois  paF 


u 


V      l-Ji,X 

celui  des  djlcrminants  qui  correspond  aux  n  intégrales  y   qui  ne  paraissent 
pas  dans  le  déterminant  désigné  arbitrairement  par  i/  j^. 
Ceci  posé,  formons  le  déterminant 

I*  :=  I  u^-^  I        (  X,  jx  —  o,  i»  . . . ,  V  —  I  )  : 

en  s'appuyanl  sur  un  théorème  de  son  Mémoire  fondamental  {CrelUy  t.  OC), 
M.  Fucbs  démontre  que  l'on  a 

V^- Ce- if  >'""'. 

OÙ  C  est  une  constante  différente  de  zéro.  Il  en  résulte  que  le  déterminant  P 
n'est  pas  identiquement  nul  et  par  suite  qu'il  n'existe  aucune  relation  homo- 
gène et  linéaire  entre  les  éléments  i/^,,  m,,  ...,  m^,  d'une  même  ligne  de  ce 
déterminant. 

De  plus    j-Y  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  i/^,  m,,  ...,  u,^ 


■    =   ^'40  ".-^-^'l,  ".-+-•••-+-  +*,v-.">-,- 


dont  les  coefficients  ^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Cette  équation  a 
encore  lieu  si  l'on  y  remplace  i/„,  m,,  ...,  i/^,  par  m^^,  «|,,  ...,  «;>-• 
(/  =  o,  I.  ...,  V— I);  donc  le  déterminant  principal  &  des  fonctions  u^, 
11^^ "y -1.0  ^^^  ^^^^  ^^  produit  des  deux  déterminants  P  et 

l^ul         (A,  /  —  (),  I V  —  i), 

el,  par  suite,  s'annule  et  ne  peut  s'annuler  (|ne  si  l'^jj  s'annule. 
Si  l'on  élimine  //,.  i/^,  ....  z/^_,  entie  les  v  équations 

on  obtient  une  é(|uation  diirércnliellc  linéaire 

r .     . -h  . . .  -r-  P..  «/„  —  () 


( 


/jT'  '  dx'   '  '    " 


dont  les  cocffieicnls  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  L'équation 

(/'u        ,.  d'-'u 
^    '  dx'  '  dx'  ' 

est  alors  vérifiée  pour  les  v  fonctions 

Si   le  (lélerminant   l'y^/l  ( A .  /  —  o,  i.  ....  v  — i)   est    identiquement    nul.  // 
u  ^ u.^   ,  ,.  vérilienl    tous  une  ('(Hiiilion   ilifT/Tenliclle  d'ordre   inférieur  à 
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Mais  si  le  délcrininant  |t{/^||  n'est  pas  identiquement  nul,  lequutiun  diiïércn- 
tielle  à  laquelle  satisfont  m,^,  i/,„,  ...,  Wy_,  „  est  nécessairement  d'ordre  v  et 

est  un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette  équation  (3). 

M.  Fuchs  démontre  ensuite  que  si  le  déterminant  \^ii\  (A%  /  =  o,  i,  . . .,  v  —  i) 
est  diiïérent  de  zéro,  on  peut  trouver  des  fonctions  rationnelles  de  x, 

telles  que  si  l'on  envisage  la  forme  quadratique 

Z=y  P^^M^a'?)         (a,  fl  =  o,  I,  ...,v  — i), 

où  les  indices  supérieurs  indiquent  toujours  Tordre  des  dérivées,  et,  si  Ton  y 
substitue  à  u  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  diiïérentiellc  (3),  cette 
forme  quadratique  Z  se  réduit  au  produit  de 

par  une  constante  dont  la  valeur  dépend  de  la  valeur  initiale  de  l'intégrale  u 
considérée. 
Il  démontre  aussi  que  l'on  peut  trouver  des  fonctions  rationnelles  de  x 

telles  que  si  l'on  envisage  la  forme  quadratique 

Z'  =2]  ï^«,p^^*^  t^^'        ( a,  ?  =  o,  I,  . . . ,  V-  1), 

et  si  l'on  y  substitue  à  t  une  intégrale  quelconque  de  l'équation 

cl*  t  rf*-»  t 

équation  qui  est  la  transformée  de  l'équation  (3)  par  la  substitution 

u-te    ^^^      , 

cette  forme  quadratique  Z'  se  réduit  à  une  constante  dont  la  valeur  dépend  de 
la  valeur  initiale  de  l'intégrale  considérée. 
De  ce  dernier  théorème  on  déduit  la  relation  que  nous  rappellerons  plus  loin 

t)7'  t)7' 

OÙ  la  quantité  entre  crochets  est  précisément  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (4))  et  ensuite  la  proposition  suivante  : 

Théorème  T.  —  «  Si  /  est  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  (4)  cl  si  l'on 
envisage  la  fonction 

M-      *"'' 
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qui  est  linéaire  en  /^  '^ /^*-^),  ...,  /,  à  coeflicicnls  fondions  ralionnelles  de  j:. 
cette  fonction  M  est  un  multiplicateur  de  l'équation  {\)  ou,  autrement  dît, 
{Comparez  Fucus,  Journal  de  Crelle,  l.  76,  p.  i83)  M  est  une  intégrale  de 
Téqualion  dinférentiellc  adjointe  à  d).  » 

Formons  maintenant  les  dérivées  successives  par  rapport  à  ^  du  multiplica- 
teur M;  en  tenant  compte  de  l'équation  (4)  on  peut  les  mettre  pour  Ar  =  o, 
I,  ...,  V  —  I,  sous  la  forme 

"d^  =  «io^  +  «i.  '  -+-•  •  •-^-  «k,v-,  '^'-^ 

et  l'on  démontre  que  les  v  fonctions  M,,  M,,  ...,  M,,  que  l'on  déduit  de  M  en 
y  remplaçant  /  successivement  par  les  v  éléments  /,,  ...,  t^  d'un  système  fon- 
damental d'intégrales  de  l'équalion  diiïérentielle  (4  )  forment  ou  ne  forment 
pas  un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  diiïérentielle  adjointe 
à  (4)t  suivant  que  le  déterminant 

l«A.zl         (^*»  1  =  0,   I,   ...,  V  — i) 

n'est  pas  nul  ou  est  nul. 

Voici  un  corollaire  de  ce  théorème  :  «  SI  le  déterminant  |ati|  est  diiïérent 
de  zéro,  les  multiplicateurs  de  l'équation  diiïérentielle  adjointe  à  (4)  sont  des 
fonctions  linéaires  homogènes  à  coefficients  rationnels  des  intégrales  M  de  l'é- 
quation (4)  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  x. 

On  peut  se  demander  si  la  forme  quadratique  Z',  qui  se  réduit  à  une  constante 
lorsqu'on  y  substitue  à  /  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  (4),  ne  se 
réduit  à  une  constante  que  pour  cette  substitution.  On  montre  que  Z'  ne  se 
réduit  à  une  constante  que  lorsque  /  est  ou  bien  une  intégrale  d'une  équa- 
tion Cl),  ou  bien  une  intégrale  d'une  équation 

M  r^O 

«l'ordre  (  v  —  i). 

Si,  enfin,  l'on  cxjmiine  de  plus  près  la  forme  quadratique  Z',  on  voit  qu'en 
général  on  peut  déterminer  v  fonctions  Mj  (A=o,  i,  ...,v  —  i)  linéaires  et 
homogènes  par  rapport  à  ^  cl  aux  dérivées  /',  t",  ....  / '•'- '-*^  de  t  par  rapport 
à  X  et  lellcs  que  l'on  ait 


(5)  _ 

A=0 


2  3-1 


OÙ  3*1  est  le  coeflicicnL  de  ^'^-'-*  ,  c'est-à-dire  de  la  dérivée  d'ordre  (v  —  \  —  k) 
de  t  par  rapport  à  x,  dans  l'expression  de  M^. 

On  remarquera  que  lorsque  l'on  substitue  à  /,  dans  M,.^,,  une  intégrale  de 
l'éijualion  M^=o,  Mj^,  devient  un  multiplicateur  <le  cette  équation.  Enfin 
on  a 

^'.-.  ^_  f  ^  Z.^1 1. 

Il  y  a  exception,  ol  Z'  prend  des  formes  particulières  différentes  de  la  forme  (5). 
lors(|u'une  ou  plusieurs  fonctions  ralioniiclles  de  x 


V— 1 


s'annulent.  Va\  se  reportant  à  la  définition  do  r^,  on  v(»it  donc  (|iril  \  a  exception 
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lorsque  les  fonctions 

que  Ton  forme  successivement,  ne  contiennent  pas  chacune  effectivement  la 
dérivée  de  Tordre  le  plus  élevé  qu*elle  puisse  contenir. 

Fuchs  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  équalions  différentielles  linéaires. 
(1273-11490). 

Voici  d'abord  les  théorèmes  sur  les  équations  diff'ércnti elles  linéaires  qui 
servent  de  lemmes  aux  recherches  actuelles  de  M.  Fuchs. 
Soit 

(6)  rf^+'-.^x"--^- •+'•-.-'-  =  " 

une  équation  diff'érentielle  linéaire  du  m'*"*  ordre  dont  les  coefficients  r,,  ...,  r^ 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Toute  fonction  w  de  la  forme 

w  =  A„  y  -\-  \y  +  ,.,-^  A^_,>'C'»-0 

où  A,,  Ap  ...»  A^_,  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  j^C*),  la  dérivée 
d'ordre  A"  Aq  y  par  rapport  à  x,  vérifie  également  une  équation  diff'érentielle 
linéaire  d'ordre  m  ou  d'ordre  inférieur  à  m.  L'ensemble  des  équations  diff'é- 
rentiellcs  que  l'on  obtient  ainsi  pour  toutes  les  fonctions  w  possibles  forme 
une  classe  d'équations  diff'érenlielles. 

Si  (y,t  •••Y^m)  ^^^  ^^  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  pro- 
posée et  si 

«»'t=  A„ri-+-A,ri-4-.-.-+- A^_j4'"-*'        (A-  =  i,  a.  ...,  m), 

on  ne  peut  avoir  entre  «♦,,  tv^,  ...,n»^une  relation  linéaire  homogène  à  coeffi- 
cients constants. 

Si  les  fonctions  rationnelles  de  x,  A^,  A,,  ...,  A^_j  sont  arbitraires,  l'ordre 
de  l'équation  diff'érentielle  à  laquelle  satisfait  w  n'est  pas  inférieur  à  m.  Cette 
équation  diff'érentielle  est  donc  précisément  du  m**"»  ordre  et  l'on  peut  exprimer 
toute  intégrale  d'une  quelconque  des  équations  diff'crcntiellcs  faisant  partie  de 
la  classe  considérée  par  une  fonction  linéaire  homogène  de  tv,  w',  ...,  «v<«-») 
dont  les  coefficients  sont  fonctions- rationnelles  de  x.  Chaque  équation  de  la 
classe  joue  donc  le  même  rôle  que  l'équation  (6)  qui  a  servi  de  point  de  départ. 

En  se  basant  sur  les  définitions  et  théorèmes  démontrés  par  M.  Frobenius, 
dans  le  l.  76  du  Journal  de  Crelle,  sur  la  réductibilité  et  l'irréductibilité  des 
équations  diff'érentielles,  on  démontre  que  : 

Théorème  II.  —  «  Si  l'une  des  équations  diff'érentielles  de  la  classe  consi- 
dérée est  réductible,  toutes  les  équations  diff'érentielles  de  la  classe  sont 
réductibles.  Et  il  y  a  parmi  les  équations  réductibles  des  équations  d'ordre 
inférieur  à  m.  » 

Si  donc  l'une  des  équations  de  la  classe  est  irréductible,  toutes  les  équations 
de  la  classe  sont  irréductibles  et  toutes  sont  eff'ectivement  d'ordre  m. 

Hevenons  maintenant  aux  recherches  spéciales  de  M.  Fuchs  concernant  Téqua- 

Bull.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XVL  (Juillet  1892.)  R.io 
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lion  dilTérentielle  linéaire  crordre  in 

qui  a  fait  Tobjel  de  la  Communication  précédente  à  FAcadémie  et  conservoos 
les  mêmes  notations  que  dans  cette  Communication. 

M.  Fuchs  forme  un  système  (S)  d'équations  diiïérentielles  linéaire<(  et  homo- 
gènes à  coefficients  rationnels  qui  est  vérifié  par  le  système  S^,  S,,  ...,  S^_, de 
fonctions  rationnelles  dcjjqui  paraissent  comme  coefficients  de /, /'.  ...,^*~'^ 
dans  l'expression 

du  multiplicateur  M{t)  de  l'équation  dilTérentielle  (3)  de  la  Communicatioa 
précédente 

cl  il  démontre  que  : 

Théorème  IJJ.  —  «  Si  le  système  (S)  admet  deux  solutions  rationnelles 

S      S  s 

cl 

S'       S'  s' 

telles  qu'il  n'existe  pas  de  relation  identique  de  la  forme 

s;/ 4- s; /'-h. .  .-F  s;_i /(^-)  =  Y(s„;  4- s,^-h. . .-+- s,_,r>-'0 

où  y  désigne  une  quantité  indépendante  de  jr,  l'équation 

-7-7    -t-   K, f-  .  .  .  -T-   H.  ^   -   o 

est  néccssairemcnl  réductible.  » 

Il  nous  faut  maiiileiiaril  clablir  un  Icnime  général  concernant  toute  équation 
(lilTcrentiellc  (G)  dans  laquelle  les  coefficients  /*,,  /*,,  ...,  r^  dépendent  d'un 
paramètre  A  et  varient  diin»;  façon  continue  avec  ce  paraniclrc  A.  Voici  ce 
leiniue  : 

«  S'il  existe  un  système  fondamental  d'intégrales  (v,,  ...,j^)dc  l'èquali^tn 
iliiïérentielle  ((>)  tel  que  l'on  ait  toujours,  quel  que  soit  le  chemin  que  l'on 
fasse  parcourir  à  la  variable  x,  f)oiir  a    -  i.  » //?,  des  relations  de  la  foniir 

OÙ  Aj,,  A,,  ...,  \,„_,  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  j*,  les  coefiîcioni- 
des  substitutions  du  groupe  appartenant  à  cette  équation  différentielle  (♦>)  sont 
nécessairemcnl  indépendants  du  paramètre  k. 

Ainsi,  en  désignant,  pour  a    -  i.  •,  ....  m,  par  v„  ce  que  devient  y    lorsiiuo  i 
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décrit  une  courbe  fermée,  on  a 

r«=  3t^.r,^-3t«,r.-^----^-««.j^.      (a  =  i,  2,  ...,  m), 

où  les  coefficients  a  sont  des  nombres  à  la  fois  indépendants  de  x  et  de  k. 

Réciproquement,  s'il  existe  un  s>'stème  fondamental  d'intégrales  (^,,  y^, ...,  y^) 
de  Téquation  différentielle  (6)  tel  que  les  coefficients  a  des  substitutions  du 
groupe  appartenant  à  cette  équation  différentielle  (6)  soient  indépendants  du 
paramètre  A*,  et  si  les  intégrales  de  l'équation  différentielle  (6)  n'ont  pas  de 
point  d'indétermination,  on  a,  quel  que  soit  le  chemin  parcouru  par  x,  m  rela- 
tions 

dv 

-^^  =  Kyn-^-  A.ra-^- •  -^  '^«-,r);""''       («  =  »v2, . . ., m), 

où   V,,  A,,  ...,  \„,.,  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Nous  avons  vu  {Bulletin,  XV,,  p.  i86)  ce  que  M.  Fuchs  appelle  point  d'indé- 
termination d'une  fonction.  Les  hypothèses  faites  dans  ce  théorème  réciproque 
reviennent  à  supposer  que  l'équation  diflérentielle  linéaire  (6)  appartient  à  la 
classe  caractérisée  par  Inéquation  (12)  du  t.  66  du  Journal  de  Crelle,  p.  146. 

Remarquons  aussi  que,  si  j^,,  y,,  ...,  y^  désignent  un  système  fondamental 
d'intégrales  de  l'équation  différentielle  (6),  on  déduit  des  m  relations  précé- 
dentes, les  m  relations 


/« -1) 


OÙ  /  désigne  une  quantité  indépendante  de  x.  Et  si  y,,  y,,  ..-,  Y,„  sont  des 
quantités  ne  dépendant  ni  de  Xj  ni  de  k,  on  déduit  des  mêmes  m  équations, 
que  l'expression 

vérifie  également  une  équation  de  la  même  forme. 
Appliquons  ce  lemme  général  à  l'équation  différentielle 

qui  est  l'objet  de  nos  recherches.  En*  supposant  que  le  déterminant  j^^kil  ne 
s'annule  pas,  on  voit  alors  que  l'équation  (4) 

d^  t  d'*-'^  t 


admet  un  système  fondamental  d'intégrales  ^,,  ...,  ^y  vérifiant  les  équations 


i)k 

où  cDo,  ...,  CO^,  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  x»  On  en  déduit  les 
relations 


dx' 


où  les  CÔ  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 
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Donc  : 

Théorème  II.  —  «  Si  l'on  remplace  dans  la  forme  quadratique 

-+-  ^»^..v_.  f'-*^  )  -H  ^(*)  (  lOjj,  /  ^- . . .  -+-  cO^,^.  ^- '>  )J, 

formée  à  l'aide  des  coefficients  R^^^  de  la  forme  quadratique  Z' (t)  et  des 
coefficients  CO  des  équations  précédentes,  la  variable  t  par  une  intégrale 
quelconque  de  l*équation  (4)f  cette  forme  quadratique  H(<)  ne  dépend 
plus  de  Xj  et  l'on  peut  choisir  le  système  fondamental  d'intégrales  \^y ...,  ^ 
de  manière  qu'une  identité  de  la  forme 

ne  soit  vérifiée  pour  aucune  valeur  de  y  indépendante  de  x,  » 
En  appliquant  l'équation 

et  le  théorème  (I)  de  la  Communication  précédente,  on  déduit  de  cette  propo- 
sition (IV)  et  du  théorème  (II),  le  théorème  très  important  que  voici  : 

Théorème  V.  —  «  Lorsqu'un  système  fondamental  d'intégrales  (^',.  ...,/») 
d'une  équation  diiïérentielle 

satisfait  aux  xn  relations 
'h' 

réquation 

d't        ..   d'-'t 


-r-H.  -; h... 4-  \\J  - 


( 


/j7"  '  dx 


-  -  t> 


est  réduclihie,  et  par  suite,  réquation 

dUi        ,,  d'  Ut  ., 

dx'  '  f/.r^  ' 

est  également  réductible.  » 

L'importance  de  ce  théorème,  dont  la  démonstration  est  évidemment  Tobjct 
principal  du  Mémoire  actuel  de  M.  Fuchs  sur  les  équations  difFcrenticIlo> 
linéaires,  résulte  déjà  de  ce  fait  qu'il  peut  être  appliqué  aux  équations  différen- 
tielles linéaires  que  vérifient  les  modules  de  périodicité  des  fonctions  hyperellip- 
tiques,  comme  nous  allons  le  démontrer. 

Soient  à  cet  effet 

S--  -^{z,  X) 
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une  fonction  rationnelle  entière  de  z  et  de  x,  de  degré  an  +  i  par  rapport  à  z, 
^^  S(^)  ""^  fonction  rationnelle  de  z  el  x  ne  devenant  infinie  que  pour  les 
racines  de  l'équation  9  (-3,  x)  =  o.  Posons 

—  ^  ^    '  • 
"      S     ' 

on  a  alors  {Journal  de  Crelle,  t.  71,  p.  107) 


b  =  tn-l 


dx 

b  =  o 

où  les  quantités  K.  ^  sont  indépendantes  de  z  et  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  des  coefficients  de  9  et  de  ^,  tandis  que  X.(2)  représente  une 
fonction  rationnelle  de  2;  et  si  (v  est  un  module  de  périodicité  de  l'inté- 
grale fydZi  la  fonction  in^  de  x  vérifie  en  général  une  équation  difi'érentielle 
d'ordre  2/1 

...  d"*iv  .     .d"*-'w  ,     . 

^'^^  d^  ■^''•^•^^^^-i  -^-•••-^/'.«(•^ )«'  =  «' 

où  les  coefficients  p{x)  sont  des  fonctiom  rationnelles  de  x.  Enfin  toutes  les 
équations  différentielles  de  cette  forme  (A)  correspondant  à  une  même  fonction 
g{,z)  font  partie  de  la  même  classe  d'équations  diiïérentielles,  c'est-à-dire  que 
l'on  a  par  exemple  en  désignant  par  7^  le  module  de  périodicité  de  l'intégrale 
de  première  espèce 


/ 


dz^ 


où  2,,  ...,  2^_,  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  x^ 

(tlt  d"*~*  r 

où  les  coefficients  4^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Mais  si  l'on  suppose  que  les  coefficients  de  9(^,  x)  et  de  g{z)  dépendent 
d'un  paramétre  A'  [on  peut  par  exemple  prendre  pour  A'  un  zéro  de  la  fonc- 
tion 9(2,  x)]t  un  module  de  périodicité  de  l'intégrale 


/S"=-/,i[^]- 


vérifie  une  équation  différentielle  de  la  forme  (A)  :  donc  ce  module  est  de  la 
forme  (7).  En  particulier  si  g'(^)  =  a„-^  a,-3  4-. .  .-h  a^.i^"-',  le  module  de 

périodicité  coïncide  avec  ^;  mais,  pour  ce  choix  de  g{z)j  tv  =  7^;  on  a  donc 


dk 


(M  -  V^^'  ^^»dx    '  '"^  ^—  dx'- 


> 


où  Aj,,  A,,  . ..,  Aj^_,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Cette  ^équation   est   vérifiée  si   l'on  y  remplace  t,  par  l'nn  quelconque  des 
modules  de  périodicité  de  l'intégrale  /t,  dsy  c'est-à-dire  par  une  quelconque 


ii8  SECONDE  PARTIE. 

des  inlégrales  de  Téquation 

» 

(l*'*r        —  (l*'*~*r  — 

à  laquelle  se  réduit  (A)  pour  ce  choix  particulier  de  g{z)'  Ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

En  appliquant  à  cette  équation  (B)  le  théorème  (V),  on  voit  que  les  deox 
équations 

et 

sont  réductibles.  Mais  alors,  d'après  le  théorème  (  II  ),  une  au  moins  des  équatioa» 

d'*  u 

de  la  même  classe  que  -, h. .  .^  I\(  j?)  w  =  o,  est  d'ordre   inférieur  à  >; 

^       dx" 

autrement  dit,  on  peut  trouver  des  fonctions  rationnelles  de  x 

?..'    ?.. 
telles  que 

vérifie  une  équation  diiïérentielle  d'ordre  inférieur  à  v. 
Formons  maintenant  les  équations  (3)  correspondant  à  l'équation  (B);  soient 

dhi        .  .  , 

ces  équations.  Elles  permettent  de  mettre  le  second  membre  de  (7),  el  par 
suite  w,  sous  la  forme 

où  'y^,  4^ »  'Vv-i  ^^^^  •J^'^  fonctions  rationnelles  de  x.  Hcmplarons  dans  l< 

second  membre  de  cette  équation  u-^  successivement  par 

cl  désignons  par 

»v„,      »v,,      ....     (l\_,, 

les  valeurs  correspondantes  de  w.  De  ce  que  w  vérifie  une  équation  diffèreo- 
tielle  linéaire  d'ordre  inférieur  à  v  on  peut  conclure  que  u'^,  \\\,  . ...  iv,_,  *<>ut 
nécessairement  liées  par  des  relations  de  la  forme 

où  les  coefficients  v^,  v^ v^_^  sont  indépendants  de  x. 

Les  conséquences  de  ce  résultat,  si  important  dans  la  théorie  des  fonctiori> 
hyperclliptiques,  qui  est  rattaché  ici  à  la  théorie  de  l'irréductibilité  des  équa- 
tions difTérenticllcs  linéaires,  seront  développées  par  M.  Fuchs  dans  une  Note 
ultérieure. 

Boltzmann   (L.).    —   Sur  réquilihrc    de    la  force  vive   enirc  1< 


i 
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inouvemenlde  translation  et  le  mouvement  de  rotation  des  mo- 
lécules gazeuses.  (i395-i4oi). 

En  appliquant  à  des  cas  particuliers  les  théorèmes  auxquels  Maxwell  et 
M.  Boltzmann  sont  parvenus  sur  l*équilibre  de  la  force  vive,  on  obtient  des 
résultats  utiles  dans  la  théorie  des  gaz.  M.  Burnside  est  parvenu  à  un  théorème 
qui  semble  contredire  l'un  de  ces  résultats  sur  l'équilibre  de  la  force  vive 
moyenne.  M.  Boltzmann  montre,  dans  le  Mémoire  actuel,  qu'au  contraire  les 
cas  particuliers  considérés  par  M.  Burnside  confirment  le  théorème  général  et 
sont  même  propres  à  le  mettre  en  pleine  lumière.  La  contradiction  apparente 
repose  sur  ce  que  M.  Burnside  néglige  des  infiniment  petits  qu'on  n'a  pas 
le  droit  de  négliger,  en  admettant  que  le  nombre  de  chocs  n'est  pas  altéré  par 
la  position  excentrique  du  centre  de  gravité  des  molécules  considérées. 

J.  M. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'âcadéiiib  des  Sciences. 

Tome  CXI,  1890. 

Cels.   —   Sur  les   équations   différentielles  linéaires    ordinaires. 

(98-100). 

Soit  l'équation  linéaire 

(  E)  ^î'"'—  az(''-0-f-  ^c  --»)-h. . .+  Iz  -  <», 

où  a^  b,  ...,  /  sont  des   fonctions  de   la  variable  indépendante,  et  soient  Ç,, 
Xij  •  •  M  ^1*  '^  solutions  formant  un  système  fondamental. 
Dans  le  déterminant 

•••     5;. 

•  •     •  •      • 

•  •  •         ^n 

on  considère  la  />>*«»•  ligne  \''j'~^\  Ç',''"'^  •  • .,  Vj^"^^  d-  'es  n  fractions  obtenues  en 
prenant  successivement  pour  numérateurs  les  mineurs  de  A  correspondant  aux 
éléments  de  cette  ligne  et  pour  dénominateurs  le  déterminant  A. 

Ces  n  expressions  sont  solutions  d'une  équation  E^  d'ordre  /t,  qu'on  peut 
former  avec  les  coefficients  et  les  dérivées  des  coefficients  de  l'équation  E. 

L'intégration  complète  ou  partielle  de  E,  permet  de  simplifier  l'intégration 
de  E.  C'est  une  généralisation  de  la  méthode  de  l'équation  adjointe  due  à  La- 
grange. 

L'auteur  indique  une  méthode  d'intégration  de  l'équation  E  analogue  à  celle 
qu'a  donnée  Lapiace  pour  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  : 

Soient  E,  l'équation  correspondant  à  la  dernière  ligne  du  déterminant  fonda- 


> 

m 

ç; 

•    • 

"     • 

^1 

S^«-ï^ 
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mental  deE;  E^  réquation  correspondant  à  la  première  ligne  du  détermioaot 
fondamental  de  E,.  Que  Ton  opère  sur  E,  comme  sur  E,,  et  ainsi  de  suite. 
On  formera  une  suite  indéfinie 

où 

E;  =  z^"^  ■+-  a^  ;;('-'^  -+- . . .  -h  /,.  s  =  o. 

Si  ■£,„  désigne  une  solution  de  E,„  et  z  une  solution  de  E,^,  et  z  une  solotioD 

de  Ey  on  a 

_  I    rf    I  d      I 

'-T,jii,  •••  di-ç::,''-' 

ce  qui  montre  que,  lorsqu'on  connaît  une  solution  de  E^,  on  peut  en  déduire 
une  solution  de  E. 

Un  cas  intéressant  est  celui  où,  dans  la  suite  E.,  E,,  ...,  on  retrouve  ooe 
équation  identique  à  K. 

Si  par  exemple  cette  équation  est  E,^,  la  suite  est  périodique,  et  l'on  peat 
intégrer  la  proposée'  par  quadratures. 

Lipschitz,  —  Sur  la  combinaison  des  observations.  (i63-i66). 

Dans  une  Note  intitulée  Destimmung  der  Genauigkeit  der  Beobachtungen 
(Œuvres,  t.  IV),  Gauss  fait  remarquer  que  l'on  peut  généraliser  quelques  théo- 
rèmes deLapIace,  qui  expriment  la  probabilité  correspondant  à  l'espérance  qa« 
la  somme  de  m  erreurs  d'observation  prises  positives  ou  la  somme  des  carrés 
de  m  erreurs  soit  comprise  entre  deux  limites  données. 

M.  Lipschitz  indique  une  méthode  qui  conduit  à  la  démonstration  des  théo- 
rèmes que  Gauss  avait  énoncés  simplement,  en  insistant  sur  ce  fait  qu'ils  sont 
vrais  pour  une  loi  quelconque  des  erreurs  d'observation. 

Kozlow.  —  Diagrammomètre;  auxiliaire  mécanique  pour  les 
éludes  des  courbes.  (166-168). 

Caspary.  —  Sur  une  nouvelle  mclhode  d'exposition  de  la  théorie 
des  fonctions  ihêta  et  sur  un  théorème  relatif  aux  fonctions  hv- 
pcrcllipliqucs  de  première  espèce,  (^ar»-.^^.^). 

On  sait  que  l'on  peut,  au  moyen  des  fonctions  llièta,  représenter  les  quinze 
quantités  qui  déterminent  le  mouvement  d'un  corps  solide. 

Ce  résultat  cinématique  est  une  conséquence  de  propositions  d'analyse  1res 
générales,  dont  M.  Caspary  fait  la  base  d'une  nouvelle  méthode  d'exposition  de 
la  théorie  des  fonctions  théla. 

L'auteur  montre  que  l'on  peut,  au  moyen  des  fonctions  thêta  d'un  nombre 
quelconque  d'arguments,  former  des  expressions  précisément  égales  aux  neuf 
coefficients  «,„„(''^  n  -  i,  2.  3)  d'un  système  orthogonal  dont  le  déterminant 
est  l'unité  positive,  et  aux  six  quantités  différentielles 
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où  les  arguments  qui  entrent  dans  les  expressions  formées  par  les  fonctions 
thêta  restent  quelconques. 

M.  Caspary  fait  connaître  en  outre  un  théorème  simple  qui  sert  de  fondement 
à  la  théorie  des  fonctions  hypcrelliptiques  de  première  espèce. 

Ces  quinze  fonctions  sont  proportionnelles  aux  quinze  éléments  d'un  système 
orthogonal. 

Poincaré.  —  Con  tri  bu  lion  à  la  théorie  des  expériences  de  M.  Hertz. 
(322-326). 

M.  Poincaré  signale  une  erreur  importante  dans  les  calculs  qui  accompagnent 
les  expériences  de  M.  Hertz. 

Pour  calculer  la  période  de  Texcitatcur  primaire.  M.  Hertz  applique  une  for- 
mule de  W.  Thomson  relative  aux  décharges  oscillantes  d'une  bouteille  de  Leyde. 
D'après  cette  formula,  la  période  est  égale  à 

C  étant  la  capacité  du  condensateur  et  L  le  coeflirient  d'induction  propre  du 
Ul  qui  réunit  les  deux  armatures. 

Mais,  dans  les  expériences  de  M.  Hertz,  le  condensateur  est  remplacé  par 
deux  sphères  séparées,  il  en  résulte,  comme  le  montre  M.  Poincaré,  que  la  vé- 
ritable période  a  pour  valeur 

:t  V  »  Le 

Les  expériences  ayant  donné  dans  l'air  une  demi-longueur  d'onde  de  ^80'", 
il  faudrait  en  conclure,  si  le  calcul  de  M.  Poincaré  était  rigoureux,  que  la  vi- 
tesse de  propagation  de  l'air  serait  égale  à  celle  de  la  lumière  multipliée  par  ^. 

C'est  là  une  conclusion  contraire  à  la  théorie  de  Maxwell,  mais  qui  ne  s'im- 
pose pas  d'ores  et  déjà,  car  dans  le  ralcul  plusieurs  circonstances  secondaires 
ont  été  négligées. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  la  valeur  de  la  théorie  de  Maxwell,  M.  Poincaré  a  cherché 
à  calculer  rigoureusement,  on  |)artaiit  des  hypothèses  admises  par  le  physicien 
anglais,  la  période  d'un  excitateur  de  forme  donnée,  placée  dans  une  chambre 
close  par  des  parois  conductrices  et  remplie  par  un  diélectrique. 

Dans  ces  conditions,  l'excitateur  peut  donner  naissance  à  des  vibrations  de 
même  phase,  mais  de  périodes  dilTérenles  qui  doivent  satisfaire  à  certaines  iné- 
galités se  prêtant  sans  doute  à  une  vérifîcalion  «expérimentale. 

QuiqiK^t.  —  Essai  d'une  théorie  concernant  une  classe  nombreuse 
d'annuilés  viagères  sur  plusieurs  têtes  et  exposition  d'une  mé- 
thode propre  à  les  formuler  rapidement.  (3.'i--34o). 

Certaines  annuités  viagères  sur  plusieurs  tètes  {rentes  de  simple  survivance) 
peuvent  faire  l'objet  d'une  théorie  d'ensemble  qui  conduit  l'auteur  au  résultat 
suivant  : 

Une  rente  de  simple  survivance  est  une  foncticm  linéaire  et  homogène  des 
divei-ses  annuités  viagères  de  i'*"  payables  pendant  l'exislence  séparée  de  toutes 
les  tètes  considérées  et  penilant  leur  existence  commune  dans  les  diiïérenls 
groupes  qu'elles  forment  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc. 

Bull,  des  Sciences  mathém.j  1*  série,  t.  XVI.  (Août  1892.)  R.n 
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M.  Quiquet  indique  la  marche  à  suivre  lorsqu'on  cherche  la  formule  d'ooe 
rente  de  simple  survivance  dont  un  énoncé  particulier  fixe  les  conditions. 

Lecornu.  —   Sur  une  propriété  des  systèmes  de  forces  qui  ad- 
mettent un  potentiel.  (SgS-Sp^). 

Étant  donné  un  volume  dont  les  moments  d'inertie  principaux  sont  égaux, 
pour  que  les  forces  appliquées  aux  éléments  de  ce  volume  admettent  une  ré- 
sultante unique  passant  par  le  centre  de  gravité,  il  faut  et  il  suffit  que  ces 
forces  dérivent  d'un  potentiel. 

Cayley,  —  Sur  Téquation  modulaire  pour  la  transformation  de 
l'ordre  deux.  (447-449)- 

L'équation  en  m,  Vy  si  l'on  écrit  j:  à  la  place  de  u  et  ^  à  la  place  de  i^,  devieoi 

-+-i32a:'>^-+-(—  44^'°-+-  44  ^')>'*—  i32jr»v* —  i65j:*  v' 
-h(—  32^" —  88x')y»—  '|^x*v*-f-(22ar»—  io.x)y  —  a:'*--  o. 

Si,  pour  abréger,  l'on  pose 


n/ 


i 


et  que  l'on  fasse  dans  l'équation  y  =  mxy  puis  ;r'=  m/7,  on  constate  qae  les 
coefficients  des  termes  en  p  ne  contiennent  que  les  puissances  m",  m",  m", 
m*f  m»,  m*  de  m,  c'est-à-dire  se  réduisent  à  des  multiples  de  m;  l'éqaaiioo 
devient  ainsi,  après  suppression  du  facteur  — 8m, 

4/?'" —  M  p* —  I  !/>'-!-  ?.ip*-i-  !\\  p^  -ir  21  p* —  II/?'  —  I  I /?»-+-  '1   -:  0, 

Cf  que  l'on  peut  écrire 

(  2/>'-h  3/;  -h  2  )■(/;*—  3// -f-  2/?«-f-  /)'-h  ip^  —  3/>  -hi)  =  o. 

La  droite  y  --  nix  a  donc  avec  la  courbe  qualre  intersections  doubles 

/>  —      (— 3=b/y^),         c'est-à-dire         x-—  ~  {—Z  —  i^). 

4  4  V^^ 

On  arrive  au  même  résullat  en  considérant  le  délerminanl  D  de  l'équation 
modulaire  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  llermite 

D  —  J7"(i  —  xM'M'^-z:"  — 3i  jc«-+-i6)»(x«'—  3o  I  960  x" -+-... -h  1)'. 

On  voit  ainsi  que  la  courbe  a  quatre-vingts  points  doubles,  dont  seize,  donnés 

par  réqualiou 

I  ()  x'*  —  3 1  X'  -h  1 0  =  o, 

sont,  quatre  à  quatre,  sur  les  droites 

I  -f- 1  I  —  /  I  -h  4  \  —  i-r- 

y  -  — —  oc,         y  ---  — —  0-,        .)• —  X,        y  --l - 

y/ 2  V'--  V"-'  V^ 


j 


IlEVUK   DKS  PUBLICATIONS.  iji3 

Picard,  —  Sur  la  délenninalion  des  inlrgrales  de  certaines  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  ('1^7-49'')- 

M.  Picard  a  établi  antérieurement  les  propriéli'S  des  équations 

.  (Pu  ,-     (i'U         ,^0*u  ,    (tu  ,,  Ou 

(l)  A  --,  -h  i  B  - — —  -h  C  — -  —  *  i)  — -  -+-  i  Iv  -     -+-  lu  r^  o, 

()x^  Ox  ÔY  ()r*  ôx  <)y 

ilunl  les  coeflicienls  dépendeiil  seulement  de  x  et  r. 

Une  intégrale  de  cette  équalion,  continue  ainsi  (|ueses  dérivées  partielles  des 
deux  premiers  ordres  à  l'intérieur  d'uo  contour  fermé  (tracé  dans  la  région  du 
plan  où  B* —  AC  est  négatif),  est  déterminée  par  ses  valeurs  sur  ce  contour, 
pourvu  que  celui-ci  soit  sujfisamment  petit. 

L'auteur  fait  maintenant  un  pas  de  plus  :  si  ri'([uation  ne  renferme  pas  de 
terme  en  i/(K  =  o),  on  n'a  plus  à  se  préoccuper  des  dimensions  du  contour  : 
dans  la  région  du  plan  où  B'—  AC  est  négatif,  il  n\v  a  qu'une  intégrale,  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  deH  deux  premiers  ordres,  qui  prenne  sur  un  con- 
tour fermé  une  succession  de  valeur  données. 

On  parvient  à  ce  résultat  en  faisant  voir  que  toute  intégrale  ne  pourra  pos- 
séiler  ni  maximum  ni  minimum. 

Il  est  possible  d'exprimer  cette  intégrale  unique.  D'après  les  recherches  de 
M.  Picard,  on  sait  la  trouver  si  le  contour  est  suflisammont  petit.  Pour  passer 
à  un  contour  quelconque,  il  n'y  a  qu'à  appliquer  le  procédé  alterné  de 
M.  Schwartz,  qui  peut  être  étendu  à  ]'c(|uation  (i)  prixée  de  terme  en//. 

Si  le  terme  en  m  existe,  on  peut  établir  un  résultat  1res  ^iénéral  qui  comprend 
le  précédent  comme  cas  particulier  : 

I)ans  la  région  du  plan  où  B'— AC  est  négatif  (et  où  A  et  ('.  sont  par  con- 
séquent de  même  signe),  si  le  coefficient  V  est  de  signe  contraire  à  A  et  C, 
une  intégrale  sera  complél»'menl  «létemiinée  par  ses  valeurs  le  long  d'un  <'on- 
lour  fermé  quelconque. 

Pour  trouver  cette  iiitép;rale,  on  peut  mrore  avec  surcé«i  fmployer  le  procédé 
(le  Schwartz. 

Sparrf  {de).  —  Sur  le  mouvement  du  pendule  de  Koucauh.  (4()(i- 

198). 

Le  pendule  de  Koucault  décrivant  non  un  plan,  mais  une  couibr  très  aplatie, 
le  plan  d'oscillation  n'existe  pas  à  proprement  parler:  mais  ou  peut  appeler 
plan  d'oscillation  un  plan  qui  tourne  d'un  mouvement  uniforme  pendant  une 
oscillation  autour  de  la  verticale  avec  une  vitesse  angulaire  de  l'ordre  de  la 
rotation  de  la  Terre  w  et  de  telle  façon  (|ue  le  pendule  si'  trouxe  dans  ce  plan 
au  commencement  et  à  la  lin  de  l'oscillation  considérée. 

Le  plan  d'oscillation  étant  ainsi  défini,  si  Ton  désigne  par  b^  l'angle  d'écart 

initial,  par  9^  l'azimut  du  point  de  départ,  par  X  la  Iwlitude  du  lien  et   si  l'on 

pose 

n  —.  «t»  siii  A,         m     ■  M  rosA, 

ou  a,  dan^  le  vide,  pour  la  vitesse  de  rotation  du  plan  d'(»scillalion 


f/T  _  // sjn^f}  -- r(is:5,,(0,  —  siuO.cosO,  )   G 

'1 


<7?--"^  ■  ',  ~     ÏÏ' 
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où 

A       /i\*V-«,                  I  i.3...(T(/î  —  3)  P '|/i«— I  ,       . 
Ci        -  +    -  )  ^i-7— ^'  +  ...H-    —. (      -ï A'"-'^.... 

/i\v  r  1.3. ..(2/1  — 1)1", 

\Q/  l  2.i...2/l  J 

a 

Cette  vitesse  de  rotation  ne  peut  «^tre  aiïectce  d'une  façon  appréciable  par  io 
causes  perturbatrices  secondaires  qui  agissent  sur  le  mouvement  du  pendulf. 

Dans  le  cas  du  pendule  de  Foucault,  la  résistance  de  l'air  a  une  influence  in- 
directe sur  la  vitesse  de  rotation  du  plan  d'oscillation  :  i*  en  diminuant  It» 
amplitudes;  2"  en  déformant  la  courbe  décrite  par  le  pendule. 

Sclioiite,  —  Sur  les  figures  planes  directement  semblables.  {^Qfir 
5oi). 

Dans  un  plan  qui  contient  deux  figures  directement  semblables,  on  constraii 
sur  le  segnieut  A,  A,  de  la  droite  qui  joint  deux  points  homologues  A,  et  \^àt 
F,  et  F,  comme  base  un  triangle  A.A^A,  directement  semblable  à  un  triangle 
donné  B^H,  H,.  Si  les  points  A,  et  A,  décrivent  les  ligures  données  F,  et  F,,  le 
troisième  sommet  A,  décrit  une  troisième  figure  F,  directement  semblable  à  F, 
et  Fj,  et  les  trois  ligures  admettent  deux  à  deux  le  même  point  double  0. 

De  ce  théorciae  général  découlent  comme  cas  particuliers  beaucoup  d'autr» 
en  apparence  plus  compliqués. 

L'un  d'eux  est  susceptible  d'une  extension  importante  qui  excède  les  consé- 
(|uences  directes  du  théorème  général;  la  voici  : 

Dans  le  plan  des  deux  figures  directement  semblables  F,  et  F,  et  des  point? 
(^>,  et  W^,  il  existe  encore  une  ligure  F,^  directement  semblable  à  F,  et  F,  et  un 
point  S  ,  tic  inaniôio  ([iic  lo  lieu  du  point  1*.^^  divisant  dans  le  rapport  donne  ji 

*  « 

le  segment  \\\\  d«î  lu  «Iroilo  qui  joint  la  projection  F,  de  (^>,  sur  la  tangente/, 
de  la  courbe  C,  de  1-'  à  hi  pir)j«clioii  1*^  de  W^  sur  la  droite  homologue  /,  d<^  t", 
soit  la  podairc  de  la  eourlx:  liomo|oj;ue  C,^  de  F.^  par  rapport  à  S.^.  Si  a  varie. 
le  point  S.^  dé("rit  une  rul)i<|ue  circulaire  et  uniciirsale,  et  les  poinL>  de  K, 
et  F,,  lioinoio^iues  des  points  S.^  ries  ligures  F  ,  parcourent  les  arcs  de  <*erclf 
«h'crits  sur  <J,  H,  et  ^>,H,  comme  eordes  et  capables  de  l'angle  des  fignn*?  K 
et    \'\  formé  par  0,K,  et  <>^n,. 

l*rtol.  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  j3arlielles  (Vrji. 
Soient  tl  et  (i'  une  érjuation  de  Lajjlace  et  son  adjointe 

(  (i  ) -{-  a  -;-  -r-  h  — — h  CA    -  o, 

tHi  ()i'  du  civ 


(<•.  ) 


^-    -  a  --  —  0  —    4-  (  r la--  o. 

ou  tiv  (fu  <h'       \        Ou        (h'  J  ' 


(^>uand  on  connait  l'intégrale  générale  de  Tune  de  ces  deux  équations,  on  sait 
en  déduire  celle  de  l'autre. 

haiis  le  cas  où  (i  répond  au  s\slème  conjugué  formé  par  les  lignes  de  «our- 
buie    d'une  surface,  l'aiilcur  lait  voir  que,  sans  connaître   Fintéiriale  iénéraio. 


i 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  12Î 

on   peul   iinincdiatenient   d'une  solution  particulière  quelconque  déduire  une 
solution  correspondante  de  l'adjointe  et  inversement. 

En  effet,  si  l'on  suppose  que  l'équation  (G)  admette  quatre  solutions  \y  \, 
X,,  X^  liées  par  la  relation 

A*  -f"  Aj  -H  Aj  :=^  "<  » 

à  chaque  solution  X  de  G  en  correspond  une  de  G'  donnée  par  la  formule 

dX.     ()*X.     d\     ()'\, 


^-[^^  -ôU'    ôu^'  'ô^'  1^)^' 


où  o  est  fonction  de  u  et  de  i>  dont  la  détermination  exige  seulement  une  qua- 
drature. 
Inversement,  pour  passer  de  pi  à  X,  on  a  la  formule 


h—l 

Ce  théorème  conduit  au  résultat  suivant  : 

Quand  le  système  sphérique  {u,  k^)  est  isotherme.  réquatif)n 

f^X         '^Iog<7  t)oi        â]of;p^  ()\  _ 


Ou  â^'  Ov      f)(t  Ou       âv 

qui  lui  correspond,  a  ses  invariants  égaux  et  admet  la  transformation  infinitési- 
male 

Ou        Ou*  Ov       Ov 

ItesaL  —  Eltide  du  mouvement  d'un  double  cône  paraissant  re- 
monter, quoiqtie  descendant,  sur  un  plan  incliné.  (548-553). 

Théorie  d'un  vieil  instrument  dont  il  existe  deux  spécimens  au  Conservatoire 
des  arts  et  métiers  et  qui,  depuis  l'abho  Noilet,  n'est  mentionné  dans  presque 
aucun  ouvrage  de  Physique. 

y<  Cet  instrument,  dit  M.  Hesal,  jouit  cependant  au  point  de  vue  mécanique 
de  propriétés  intéressantes  dont  l'étude  élargit  notablement  le  cercle  trop  res- 
treint des  problèmes  relatifs  au  roulement  des  solides.  » 

Le  plan  incliné  est  déterminé  par  deux  guides  de  section  rectangulaire, 
assemblés  de  manière  à  former  un  angle  dont  le  sommet  est  en  bas.  Les  guides 
sont  également  inclinés  sur  l'horizon  et  leurs  faces  latérales  sont  verticales.  Les 
deux  cônes  qui  constituent  le  solide  sont  identiques.  Lorsque  le  solide  remplit 
certaines  conditions  et  qu'on  le  place  sur  le  plan  incliné  de  manière  que  son 
équateur  coïncide  avec  le  plan  vertical  de  la  bissectrice  de  l'angle,  le  solide 
s'élève  en  s'appuyant  sur  les  arêtes  extérieures  et  intérieures  des  guides. 

Lelieiure.  —  Sur  c(Mlaines  classes  de  surfaces.  (568-56()). 

Dans  une  \ole  prècédcnto  (dércrnbro  18S9).  M.  Leiicuvre  a  indiqué  la  manière 
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de  déterminer  anal yliqiiemenl  les  surfaces  engendrées  par  des  lignes  planes  uni- 
cursales  U  que  leurs  conjuguées  divisent  honiographiquement  en  cniendaol 
par  là  que  réquation  diiïérentielle  de  ces  conjuguées  est,  relativement  au  para- 
mètre jx  à  l'aide  duquel  les  ccuirdonnées  de  tout  point  de  U  sont  exprimées  ra- 
tionnellement, une  équation  de  Hiccati. 

Voici  maintenant  les  conditions  géométriques  correspondantes  imposées  aux 
lignes  U  :  M  désignera  un  point  quelconque  d'une  ligne  U.  C  la  caractéristique 
du  plan  de  U. 

1*  l^c  point  M  n'est  pas  sur  C.  Si  en  ce  point  il  y  a  une  inflexion,  la  tangcotc 
en  M  à  la  ligne  L'  doit  engendrer  une  développabic  quand  t  varie. 

1"  M  est  sur  C.  Alors  deux  cas  sont  à  distinguer  :  I.  I^a  tangente  en  M  i  U 
n'est  p&s  la  caractéristique;  si  M  est  un  point  ordinaire  (avec  ou  sans  inflexion), 
il  doit  engendrer,  quand  /  varie,  une  enveloppe  des  lignes  U  ;  si  M  est  un  re> 
broussernent.  il  doit  rester  fixe.  —  tt.  La  tangente  en  M  est  la  caractérisliquc: 
le  point  M  (h'\ra  être  ordinaire,  sans  inflexion,  et  décrire  l'arétc  de  rebrrmssc- 
nient  enveloppe  de  C  à  moins  que  la  caractéristique  ne  soit  fixe,  auquel  cas  le 
point,  s'il  est  ordinaire  avec  on  sans  inflexion,  ne  sera  assujetti  à  aucune  autre 
condition,  el,  s'il  est  de  rebroussemenl,  devra  rester  fixe. 

\.A  méthode  par  lH(|uellc  M.  Leiieuvrc  parvient  à  ces  résultats  s'applique  à 
d'autres  questions  analogues,  lellrs  (jue  celles-ci  : 

L)i''(crn)in(*r  les  faniillcs  de  lignes  unicursales  planes  L  qui  sont  divisées  Ihh- 
ni<)grHplii(|uement  par  leurs  trajectoires  orlliogonales. 

Ce  problème  se  ramène  inimédiatemenl  à  celui  dans  le(|uel  toutes  les  lignes  l 
restent  dans  le  même  plan.  Ce  système  plan  est  alors  soumis  a  des  conditions 
sim|)les  qui  permettent  de  eonslruire  sans  intégration  les  surfaces  engeodrécs 
par  des  lignes  IJ  jouissant  de  la  propriété  en  question. 

IJiiUs'iUe  (//.).  —  Sur  les  (h'voloppemenls  en  série  des  inlégrales 
(!(»  cerlinnes  é(|iia(i()ns  diirérenliclKrs.  (  ;k)--()oo  ). 

\.v->  «'Mjualioiis  dilliTeiilielles  (|u"euvis;iji;e  M.  IC  Licmville  sont  n'dueliblcs  À  I.» 

fol  llic 


OU  Us  r«>efHciciil>  r/,,  ri^  ....  fonrlions  quelconques  de  x\  ^oul  en  nombre  li- 
mité. 

L'auteur  etu<lic  la  forme  des  inLé;;ralcs  autour  des  points  où  ces  inlégralc* 
deviennciiL  inlinies,  sans  que  loulefois  les  coeHicienls  ^/,,  «,,  ...  on"renl  aucune 
singularité. 

Près  d'un  pareil  point  x,,  les  intégrales  qui  cessent  d'être  (inies  sont  donner* 
en  i;éiièral  par  ta  série 

h  (  .r  -  .rj    '-  -i-  A,  +  /i^ (  .r  -  xj*  -f-  /j,(  X  —  xj -  -T- . . . . 

Si  Ton  niulliplie  cette  série  par  une  série  eonvcri^enlc  a  procèdanl  suivant  If- 
puissantes  de  ./  —  .r,^  |c   produit    i' "  —  a,>    \éri(ic   une  équation    >eniblalde  a  la 


j 
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proposée  et  les  délerminanls 


\=^ 


^p       ^P-,     •••     o     o 


jouent  le  nMe  d'invariants  relatifs  pour  la  transformation  j^O  =  X^. 

Les  produits  A  a,  '*  sont  aussi  des  invariants  relatifs  pour  les  change- 
ments de  variable  x. 

Mannheim.  —  Sur  le  déplacement  d'un  double  cône.  (634-635). 

Hemarques  suggérées  à  M.  Mannheim  qar  la  Communication  récente  de 
M.  Resal  sur  le  mouvement  du  solide  formé  par  deux  cônes  de  révolution  égaux 
accolés  par  la  base  et  reposant  sur  deux  droites  symétriquement  placées  par 
rapport  à  cette  base  commune. 

Le  déplacement  du  double  cône  s'obtient  en  liant  ce  corps  à  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  horizontales  et  dont  la  section  droite  est  une  spirale 
logarithmique  cylindrique  qui  roule  sur  le  plan  des  directrices. 

Le  lieu  des  points  de  contact  de  Fun  des  cônes  avec  la  directrice  sur  laquelle 
il  pose  est  une  loxodromie. 

Sur  le  cylindre  mobile,  cette  courbe  est  une  hélice. 

AppelL  —  Sur  les  fonctions  périodiques  de  deux  variables.  (636- 
638). 

Cette  Note  est  extraite  d'un  Mémoire  étendu  qui  contient  la  démonstration 
directe  de  ce  théorème  énoncé  par  Riemann  : 

«  Toute  fonction  de  deux  variables  à  quatre  paires  de  périodes,  qui  se  com- 
porte à  distance  finie  comme  une  fraction  rationnelle,  peut  être  exprimée  à 
l'aide  des  fonctions  6  de  deux  variables  indépendantes  ». 

MM.  Picard  et  Poincaré  avaient  déjà  donné  de  ce  théorème  une  démonstration 
fondée  sur  la  considération  d'intégrales  de  diiïérentielles  totales  et  sur  la  théorie 
des  intégrales  abéliennes. 

M.  Appell  indique  quelques  résultats  nouveaux  relatifs  aux  fonctions  de  deux 
variables  avec  deux  paires  de  périodes. 

Une  fonction /(j;,  j'),  admettant  les  deux  paires  de  périodes  (aiti,©)  et 
(o,  2 -Ri)  et  n'ayant  pas  de  singularités  essentielles  à  distance  fmie,  peut  tou- 
jours être  mise  sous  la  forme 

9  et  <{/  désignant  deux  fonctions  entières  ne  s'annulant  simultanément  qu'aux 
points  d'indétermination  dc/(j7,  ^)  et  vérifîant  les  deux  relations 

o(,x-^2T,i,y)=  ^{x,  y),        ^{x,  y-\-  airi)=  e»'<p(j:,  >'), 
^{x  -{-  2r.i,  y)-  ^{x,  y),        ^{x,  y  +  ir.i)- ^^'^{Xy  y), 

où  n  désigne  un  entier. 
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Les  fonctions 

ou  bien 

^{x,  y)  =  :^{x,  y)b-{—  X,  y),      ^'{Xy  y)=  ^{Xy  y)b''{-x,  y)       (/i>o) 

sont  des  fonctions  entières  admettant  les  deux  paires  de  périoJes  (2ici\o)et 
(o,  2 ici)  et  par  conséquent  développables  en  séries  de  Fourier  :  on  arrive  aiosi 
à  une  expression 

des  fonctions  de  deux  variables  avec  deux  paires  de  périodes  analogue  i  celle 
des  fonctions  d'une  variable  avec  une  période,  avec  cette  différence  que  l'ci- 
pression  (i)  n'est  pas  irréductible. 

Jamet.  —  Sur  un  cas  particulier  de  Féquation  de  Lamé.  (638- 
63;,). 

L'équation  différentielle 

dy'       \!\  ^  4     / 

à  laquelle  Larné  a  été  conduit  dans  le  problème  de  l'équilibre  de  températore 
de  rcllipsoïdc,  admet  l'intégrale  générale 


-* (a  +  Bsn'  SlZ^\ 

/      G  —  5        G  —  '^   ,     G  —  '^\  2      / 

4  /  su •  m i\ï\ 


/:. 


< 


où  1.'^  constantes   V,  H  sont  urhitriiiros  el  où  C  est  déterminé  par  la  formule 

P(fcir.  —  Sur  la  rcprcsculîilion  approchée  d'une  fonctiou  par  des 
Iraclions  ralionnclles.  (6"  {-6'"()). 

ICtatiL  donnée  une  fonrlion  holomorphc  continue  dans  le  voisinage  de  Tori- 
^inc  (où  elle  no  sannnic  pas),  parmi  toutes  les  fractions  rationnelles  irréduc- 
libles  dont  les  termes  ont  des  degrés  égaux  au  plus  ù  p  pour  le  numérateur,  a 
f/  pour  le  (iénominaleur,  il  y  en  aura  une  qui  représente  la  fraction  a\ec  unr 
approximation  dont  Tordre  est  plus  grand  que  celui  «le  l'approximutioD  foiirnif 
par  Tune  quelconque  des  autres. 

A  chaque  couple  de  nombre-^  (p,  y)  correspond  ainsi  une  fraction  rationnfll'' 
approchée;  ces  fractions  peuvent  donc  ^ire  écrites  dans  les  case<  d'un  Tableau 
à  double  entrée. 

Dès  qu'une  fraction  ralionneik  irréductible  difl'èrede  la  fonction  d'un  infini- 
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menl  petil  donl  l'ordre  esl  supérieur  à  la  somme  des  degrés  de  ses  termes,  elle 
(igure  dans  le  Tableau.  Elle  y  remplit  toutes  les  cases  d'un  carré  donl  le  côlé 
comporte  un  nombre  de  cases  égal  à  la  différence  entre  l'ordre  de  l'approxima- 
tion fournie  par  la  fraction  et  la  somme  des  degrés  de  ses  termes. 

Quand  cette  diirérence  est  égale  à  i,  la  fraction  esl  normale.  Pour  que  le 
Tableau  soii  uniquement  composé  de  fractions  normales^  il  faut  et  il  suffit  que 
tous  les  déterminants  ortliosymétriques,  formés  au  moyen  des  coefficients  suc- 
cessifs de  la  série  par  laquelle  la  fonction  peut  être  représentée,  soient  diflfé- 
rents  de  zéro. 

M.  Padé  enseigne  la  manière  de  trouver  dans  le  Tableau  les  fonctions  continues 
simples  (c'est-à-dire  dont  les  numérateurs  partiels  sont  des  monômes  en  x)  et 
les  fractions  continues  régulières  (c'est-à-dire  les  fractions  continues  simples 
dont  tous  les  numérateurs  partiels  ont  le  même  degré,  ainsi  que  tous  les  déno- 
minateurs partiels). 

Kobb,  —  Sur  un  tliéoivme  de  M.  I^icard.  (^aG-^^H). 

M.  PicanI  a  montré  <iue  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 

i)*  z       â'z  ,dz  ôz        . 

— -  -f- \-'id- l-aCT \-fz=.  o 

(tjo*        ()y*  ôx  oy 

ne  peut  admettre  deux  intégrales  uniformes  et  continues  dans  Taire  limitée 
par  un  contour  fermé  C  et  prenant  sur  C  la  même  valeur,  pourvu  que  ce  con- 
tour soit  suffisamment  petit. 

Soitu  ta  différence  des  deux  intégrales;  on  aura,  en  remplaçant  z  par  u  dans 
l'équation,  multipliant  para  dx  dy  et  intégrant  par  partie 

.a[(.s)--(ëy--(£*i-^)]-*=- 

M.  Kobb  montre  que,  si  l'on  considère  une  intégrale  w  de  ré(|uation 

^yw       d'w  (ôd       de        A 

telle  que  la  courbe  (v  =  o,  la  forme  quadratique  qui  figure  entre  crochets  dans 
l'intégrale  double  pourra  être  remplacée  par  une  forme  définie  quand  le  point 
{x,  y)  sera  à  l'intérieur  de  cette  courbe. 

Dans  l'intérieur  de  la  courbe  tv  =  o  il  ne  peut  exister  une  autre  courbe 
fermée  iv^  =  o. 

La  Maestro,  —  Généralisalion  d'un  théorème  d'Abel.  (782-784). 

Une  série  convergente  ne  perd  pas  sa  convergence  lorsqu'on  en  multiplie  les 
termes  a,,  </,,  ...,  par  des  nombres  a„  a,,  ...»  tels  que  chacun  d'eux  soit 
constamment  supérieur  ou  constamment  inférieur  à  la  moyenne  arithmétique 
de  tous  ceux  qui  le  précédent,  pourvu  que  nu^  tende  vers  une  limite  lorsque  n 
croit  indéfiniment. 

Plus  généralement,  pour  que  la  convergence  subsiste,  il  suffit  que  les  mul- 
tiplicateurs flr,,  a^.  ...  soient  tels  que  les  rapports 


!J-.    :     :A,    f   •••    :     JA,. 
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aillent  conslainiiiciit  en  décroissant  ou  en  croissant  (tout  en  restant  finis),  les 
coefficients  \i  étant  choisis  de  telle  sorte  que  les  expressions 


tendent  vers  une  limite  ou  du  moins  oscillent  dans  un  intervalle  fini. 

Mannheim.  —  Sur  un  nouveau  mode  de  déplacement  d'un  double 
cône.  (817-819).  ' 

Le  déplacement  d'un  double  cône  sur  deux  hélices  qui  sont  tracées  sur  ua 
cylindre  de  révolution  perpendiculaire  au  plan  de  la  base  des  cônes  et  qui  sont 
symétriquespar  rapporta  ce  plan  s'obtient  en  liant  ce  double  cône  à  un  cyliodre 
dont  la  section  droite  est  une  spirale  logarithmique  et  qui  roule  sur  le  cylindre 
de  révolution  de  façcin  que  les  génératrices  viennent  successivement  coïncider 
avec  celles  de  ce  cylindre. 

M.  Mannlieim  obtient  ce  résultai  en  s'appnyant  sur  ce  théorème  :  «  La  courbe 
qu'il  faut  faire  rouler  sur  un  cercle  pour  qu'un  point  de  son  plan  décrive  une 
développante  d'un  cercle  concentrique  à  celui-là  est  une  spirale  logarithmique  ». 

Sylvester,  —  Preuve  que  t:  ne  peut  pas  être  racine  d'une  équa- 
tion algébrique  à  coefficients  entiers.  (866-871). 

Dauthevillc,  —  Sur  une  transformation   du  mouvement.  (877- 
8-8). 

9 

Klant  données  les  équations  de  Lagrangc 


-      -      ) i^ , 


(Ml  T  ot  iiiH'  forme  (|ua(lrat i<]iic  de  q    avec  des  coeflicienls  fonc'.ion>  des  q,  cl 
où  les  (^)  «li'penilent  sculciiienl  des  </.  trouver  les  transformations 

'■,-/.(7,'    •••).         dt,-  \{fi^,  ...)dt, 
(|ui  Iransformenl  ers  r(|iialioiis  en  d'autres  de  la  forme 

dt\Oi\J       ih\ 

011  S  (lcsif;tie  une  forme  (|iia(lrali(|ue  de  /•'  avec  des  coefficients  fonctions  de  r 
el  où  les  K  dépendent  seulement  de  i\ 

Ce  prolilème,  posé  par  M.  Appcll,  est  (si  l'on  se  borne  au  cas  du  mouvemcnl 
d'nn  poiiil  sur  une  surface)  ideiiliquc  à  celui  de  la  représentation  géodésiqae 
d'une  surface  sur  l'antre. 

Si  l'une  des  surfacis  est  un  plan,  on  peut  obtenir  explicitement  les  transfor- 
mations clicrcliées,  en  s'aidant  des  formules  que  donne  M.  Darboux  dans  >* 
Théorie  des  sur/arcs  an  Cliapitie  qui  Iraile  du  problème  de  Dini  iTlalif  à  h 
représenialion  j;é(Mlé'^ii|ne. 
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Cels.  —  Sur  une  classe  dVqualîons  diflerenlielles.  (879-881). 

f/aulcur  applique  la  iiiélliodc  qu'il  a  indiquée  précédemment  {Comptes rendus, 
t.  CXI)  aux  équalions 

d"  z  d"~  '  z 

^     '  dx'  dx"-' 

où  cr,  6,  ...  sont  des  polynômes  en  x  de  degré  /i,  n  —  1,  ...,  et  qui  sont  des 
généralisations  de  Téquation  hypergéométrique. 

Le  succès  de  la  méthode  tient  à  ce  que  toutes  les  équations  de  la  suite  de 
M.  Cels  ont  la  même  forme  que  (Ë). 

La  métlio. le  amène  à  former  une  équation  algébrique 


('- 


0' 


p{p-\~i)..  A  p  i-  /i  —  I  ) 


/i  : 

(\) 

qui  joue  un  rôle  prépondérant  dans  l'intégration  de  (K).  La  considération  de 
l'équation  (1)  permet  de  reconnaître  si  (E)  a  son  intégrale  générale  uniforme 
dans  tout  le  plan,  et  alors  la  méthode  de  M.  Cels  permet  de  trouver  cette  inté- 
grale. 

Dans  le  cas  particulier  où  toutes  les  intégrales  de  l'équation  (E)  sont  régu- 
lières autour  du  point  critique  x,  ré(|uation  (1)  est  l'équation  déterminante  re- 
lative à  ce  point.  Mais  dans  tous  les  cas,  à  la  plus  petite  racine  positive  entière  X 
de  (1)  correspond,  pour  l'adjointe  de  l^agrange  de  la  proposée,  une  solution  qui 
est  un  polynôme  de  degré  X  —  i;  â  la  plus  petite  racine  négative  entière  (en  valeur 
absolue)  —  a  correspond  «nie  solution  de  la  proposée  qui  est  un  polynôme  de 
degré  {x. 

Voici  à  (|uels  résultats  conduisent  ces  considérations  appliquées  à  l'équation 

(.zr"— x'-')^-"  H-(.\x"»-  '—  Bx"-')t> -*-...+  (  Lx— M)  V-  -H  N  =  0, 

dx"  dx"-'  dx 

déjà  étudiée  par  M.  (ioursat. 

Si  a,i  a,.  ...,f7^  sont  les  racines  de  Péquation  déterminante  du  point  x 
clian$;ées  de  signe  et  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante:  si  6,,  6,,  ..., 
^„_,  sont  les  racines  du  point  critique  o  rangées  aussi  par  ordre  de  grandeur 
croissante  :  pour  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  M.  Coursât  soit  uni- 
forme dans  tout  le  plan,  il  faut  et  il  suffit  que  les  a  soient  des  entiers  différents 
ainsi  que  les  b;  de  plus  6,  doit  être  compris  entre  a,  et  fl,,  b^  entre  «,  et  rt,,  .... 

llunibcrt.  —  Sur  les  noiinales  aux  quadriques.  (t)()3-965). 

.M.  llumbert  signale  de  nombreuses  propriétés  des  vingt-huit  tangentes  doubles 
qu'on  peut  mener  d'un  point  M  à  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure  d'une 
(|uadrique,  propriétés  dont  nous  nous  contenterons  de  citer  quelques-unes. 

On  suit  que  les  vingt-huit  tangentes  doubles  se  répartissent  en  quatre  classes  : 

1°  Les  six  normales  N  menées  de  M  à  la  quadrique; 

•à"  Six  drotto  P,,  qui  sont  sur  des  paraboloïdes  .normaux  à  la'  quadrique  le 
long  de  six  «éntMal rires  d'un  même  système; 
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3*  Six  <{i*oiles  P,  sur  des  paraboluïdcs  normaux    le   long  «le  six  gciitTalriccs 
de  l'autre  syslèuie; 
4"  Dix  autres  droites  qu'on  nomme  synnormales. 

W.  Ilumbert  montre  que  les  six  normales  N,  les  six  droites  P,,  et  les  sii 
droites  P,  s<ml  sur  un  cône  du  troisième  onirc  IS. 

Les  trois  cAnes  <lu  deuxième  ordre,  qui  ronliennent  respcrtivemcnl  les  si\ 
droites  N.  les  six  droites  P,  et  les  six  droites  P,,  ont  quatre  droites  communes. 

Quand  le  point  M  se  déplace  dans  Pespace,  le  cône  du  troisième  ordre  21  passr 
constamment  par  douze  points  fixes.  Ces  douze  points  ra,  répartis  trois  à  lroi> 
sur  seize  droites,  sont  ceux  où  les  normales  aux  ombilics  de  la  quadrique 
coupent  les  plans  principaux  et  le  plan  de  l'infini.  Par  suite,  les  douze  dn>ilf$ 
qui  les  joignent  à  un  point  quelconque  de  l'espace  sont  sur  un  cône  du  troisièiiie 
ordre. 

Les  points  n  restent  les  mêmes  pour  toutes  les  quadri<|ues 

I  \  \  . . -        I      ; _-_ ._    -2^  I  ^ 

(^  -+- ^)(^  -r  C)  (  J  -h  f)(  <T  -i-  ^/)  (  a  -T- ^/)(a  -;-  />; 

Les  normales  à  ces  (|uadriqiies  forment  un  complexe  t\u  troisième  ordre  qui 
n'est  autre  que  le  complexe  formé  par  les  généraliicen  de  tous  les  cônes  S,  et 
dont  le  cône  est  défini  pur  les  droites  (fui  joignent  un  point  quelconque  de 
l'espace  aux  douze  points  o. 

Ce  complexe  est  également  celui  que  forment  les  génératrices  des  surfaces  (0 
et  de  leurs  surfaces  liomofocalcs.  ^ 

Ces  trois  familles  de  surfaces  forment  un  système  triple  orthogonal.  Us 
deux  familles  liomofocalcs  à  la  famille  (i)  sont  algébri(|ues  lorsque  le  rapport 
a  —  b 


a  —  c 


est  commensurable. 


Lucas  (/*'.).  —  Késoliillon  éicctro-magnéliqiio  tles  cqualions.  {[)^o- 

Soit  'y{z)-~  o  une  équation  nuiiiéri(|uc  du  dcfjré  q. 

'fraçaiiL  sur  une  fruilie  de  pa|)ier  deux  axes  reclanj^iilaires  0.\,  OY,  <»n  prend. 
>uv  Taxe  des  \.  ( />  h-i)  points  arbitraires  O,,  O^.  ...,  O,,^,,  d'abscisses  J". -T- 
.r.,.,  et  Ton  forme  le  polviiôme 

Ou  pose  ensuite 


r  (  -  )       .^       \^ 


■    V  >    >» 


\'{Z)  z—x^ 


» 


et  l'on  détermine  les  paramètres  ;i,,  correspondant  respectivement  aux  points  0. 
Prenant  I<?  circuit  d'utic  pile,  on  >  établit  une  dérivation  de  (/>-}- 1)  fils  tous 
de  même  nature  el  de  même  diamètre,  dont  les  longueurs  seront  inversement 
propf»rlionnelles  aux  valeurs  absolues  des  coelTicients  |i^.  A  ces  fils,  coiidiiisani 
ainsi  des  courants  dont  les  intensités  sont  proportionnelles  à  ;x^,  faisons  tra- 
verser norinaleinenl,  aux  points  (\,,  la  feuille  de  papier,  en  eh<»ixi>«;nnl  le  *cn* 
ascendani  <»n  drsccndani  suivant  le  siirne  -j.  . 
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Le  courant  créera  sur  la  feuille  un  champ  magnétique  dont  les  lignes  de 
force  peuvent  être  déterminées  par  de  la  limaille  de  fer. 

Or  les  points  neutres  du  champ  (points  où  la  force  magnétique  est  nulle) 
seront  les  points  racines  de  9(5)=  o. 


SITZUNGSBEUICIITE  dkr  Komglich  preussisciien  Akauemie  deii  Wisskn- 

SCIIAFTEN   ZU   BeRLIN. 

1"^  semestre  1889. 

Kroneck'er{L.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  eUipliques  (sitile). 
(33-63). 

Nous  allons  commencer  par  former  un  Tableau  des  notations  adoptées  par 
M.  Kroneckcr  en  montrant  comment  on  peut  les  ramener  aux  notations  de 
Jacobi. 

Si  /',  K^  K\  sinam,  sont  les  notations  mêmes  de  Jacobi;  si  Sr(^,  tv)  est  la 
fonction  impaire  de  Jacobi 

2r(î;,  iv)=2^(-i)«c^        *'         sin(3/n-i);i:, 

("1 

K'i 
où  ^  est  un  argument  quelconque,  réel  ou  imaginaire,  et  où  w  =  — -  y  de  sorte 

K 

que  la  partie  réelle  de  (vi  est  négative;  si  enfin  2r'(^,  w)  est  la  dérivée,  par 

rapport  à  ^,  de  âr(!^,  tv),  nous  poserons,  en  envisageant  d'une  part  deux  dio- 

dules  A-,,  A-j,  d'autre  part  les  valeurs  correspondantes  i\\y  «»,  de  w  et  en  désignant 

par  y,  t  deux  nombres  réels  quelconques, 

(.)    A(r, ., tv„ ..j ^ (4.'r.---.^-.)-^^^^-^"^'-"-^^^^-^"^i^ 

[2?'(o,»»>J2r'(o,  ivjf 
et 

(i)  E//^^,  -■\  =  v/iFsinam(aKC,  tr). 

Ces  deux  fonctions  A  et  E/  sont  liées  par  la  relation 

\        a  2/       \        2  i  /       ACr,  T-f- i,  iv„  tv,) 

qui  permet  d'exprimer  le  produit  de  deux  fonctions  E/par  le  quotient  de  deux 
fonctions  A. 
ot,  a',  a",  {J.  g',  1^'  désigneront  des  nombres  entiers  tels  que  l'on  ait 

cl  nous  poserons 

S"'  -----  ar  -\-  a'T  4-  a". 
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a^,  0^.  c^  s(M'onl  <ies  nombres  rôcls  ou  imaginaires  délinis  par  les  relations 

— ! — i-  =  ai,         —^ -•  —  bj,         =  c.i. 

iV,-f-ll',  "  «V,   }-  IV,  *  «v,-+-w,  • 

rc  qui  fait  que  i\\  et  (—  u'J  sont  les  racines  de  l'équation 

«J-+-  b^w  -h  c^W  =  o, 

où  4«j,Ca— 6î  =  i,  et  qne  \\»n  a  aussi 

iV.  --- »  i\\  —  — • 

Si  alors  aj  j:''-4- 6ij:\r'-+- c^y'»  est  la  forme  quadratique  transformée  de  U 
forme  quadratique  a^^x'  -h  b^xy  -h  c^y*  par  la  substitution 

X    -  aj:'4-  ?i''.        y  -  a'^'-J-  ?>'',        «?'—  a'?  -  i, 

de  sorte  que  l'on  a 

«;       rt„a'4-6.aa'-4-c.a'', 

nous  dirons  que  les  deux  systèmes  (  r,  t,  a^,  6j.,  r^)  et  (-',  t',  «i,  ^i,  r^)  sont 
équivalents;  enfin  nous  désignerons  par  iv',,  (—  iv|  )  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion 

o'^  -+-  b'^KV  -+-  r;iv»=  o. 

où  \a'^c'^—  b['  =  I,  de  sorte  que 


Pour  abréger  nous  posonni'i 

(i,  .     a  T..         h, -:  h  T..         r,    -r  r.\ 

(Ml  aura  donc  \a.c^  -  br.—  ~*  cl  l'on  voit  (|ue  la  partie  réelle  de  r_  est  posi- 
tive. Ces  deux  rondilioii^  et  la  condition  que  deux  nombres  quelconque-» 
donnés  i\',,  (-  iij  (lois  que  les  parties  réelles  de  i\\i  et  de  {\\i  soient  nëga- 
li\es)  vérifient  Téqualion  </_4- ^^iv -h  r_u'*  suffisent  pour  cararlérist-r  le* 
nombres  a^,  ^.,  c*.. 

On  dira  en  parliciilicr  que  l'équivalence  (r,  t,  a,,,  ^^,  r„)  lo  (  r',  t,  o,,  ^,,  fi' 
est  une  équivalence  complète  Ii)rsqut»  les  deux  nombres  a'  et  Js  sont /)a/>5.  Ce- 
équivalences  complètes  joueront  (in  grand  rôle  dans  des  communications  ulté- 
rieures. 

M.  Kronccker  démontre  d'abord  que  Ton  a 


{\)  log.v  (r,  T,  iv,,  i\'^  r    lini    > 


pi'  •"•y  ♦-»»' 


■j.  -  ^  :  0  -^    (  "„  "'  '  -+-  b^  mn  -h  <:^  n)    r 


i/;f.  ni 


où  la  somiiie  double  1  c<l  étendue  â  tous  les  couples  d'entiers  positifs  nuls  ou 
négatifs  excepté  le  couple  (o.n).  el   où  p  est  supposé  réel  et  positif.  Celle  for 
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mule,  déjà  établie  dans  les  Sitzungsberichte  de  i883.  lorsque  a^,  6^,  c^  sont 
réels,  est  étendue  au  cas  général. 
Des  formules  (3)  et  (4)  on  déduit 

I        :_- _  iiiii    y     . , 


où  m  prend  toutes  les  valeurs  entières  positives,  nulles  et  négatives,  tandit» 
que  V  prend  toutes  les  valeurs  entières  impaires  positives  et  négatives.  En 
repassant  des  logarithmes  aux  nombres  on  a  donc 

(^)  I  TT 

Celte  formule  (6)  a  ceci  de  remarquable  qu'elle  met  à  la  fuis  en  évidence 
les  propriétés  de  périodicité  et  celles  qui  se  rapportent  à  la  transformation 
linéaire  de  la  fonction  K/.  Les  propriétés  de  périodicité  de  E/  sont  données 
par  les  formules 

l.;/(Hl±il±llil',  'I')  ^.      Kl{^-±^,  L^), 

qui  montrent  que  le  premier  membre  de  (G)  reste  invariable  lorsque  l'on 
augmente  r  et  t,  d'entiers  quelconques;  chaque  facteur  du  second  membre 
de  (6)  reste  alors  également  invariable.  La  transformation  linéaire  de  El  est 
caractérisée  par  les  formules 


•j 


où  ot,  a'.  JJ.  y  sont  des  nombres  entiers,  ^  pair,  a  et  f'  impairs: 

,  aiv,  —  la'  ,       atv.  -f-  a  a' 

Le  premier  membre  de  l'équation  (G)  reste  donc  invariable  si  Ton  remplace  7, 
T,  iv^,  iv,  par  r',  t',  tv',,  iv',,  c'est-à-dire  (r,  T,aç,  6^,  c^)  par  le  système  ei^i//- 

valent  (r',  t',  al,  ôj.,  c^),  où  a'^^x'-t- b'^^xy -h  c'^y'  est   la   forme  transformée 

a 
de  a.ar'-i-  b^xy  ■+■  c^y'  par  la  substitution  x  =  aj:'-f-  -  y',  j^'  ^  -àol'x' -h  ^'v'. 

Chaque  facteur  du  second  membre  de  (6) 
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csl  donc  idenliqiic  au  facteur  du  second  membre  transformé 

-  -(/r* /«'«+/>' /iiV-»-r'V«)~'    ?co«K/M'r*-»-v'T*ii: 

«        *     1S  1t  ï!        '  ^ 

pour  lequel  /«' =  p'm  —  J  fiv,  v'  =  — ia'm -h  «v. 

Si  Ton  revient  aux  notations  de  Jucobi,  puis  que  Ton  pose  r  —  \„  ^  =  o,le« 
formules  (5)  et  (G)  donnent  immédiatement  les  relations 


(  :>  Us  ) 


^lofl:A,/,-:  lim         V — __!- 


-+-  ^r'^')"^* 


_V  - 


^' 


II' 


»  *t:J'*+''rl'*  •-'^r**  ~'~'' 


(  ()  6/.t  )  v  /•,  /•,  —  I  i  m  -^ 

-i_   ,     -4-   i    -^  5  X 


^  —  G,  Ht  :<,  -^  '|,  -±:  G,  . . .  / 


«..  6.,  r_  sont  déterminés  par 

«,Kf  +  6,K,K;i-r,K'.*  =  o, 

La  dernière  formule  (G  ^m)  met  bien  en  évidence  Vinvoriance  de  y  A,A,  p-'or 
«les  transformations  linéaires  dos  périodes  de  la  fonction  '^inam. 
Si  nous  posons  on  parliculior  Â',   -  /\,,  nous  avons 

t: K'  ,  T  h 

ff-  —    — r-  •  />_  —  O.  r_  —    — r-.  ' 

:>  K  »  K 

et  (G  bis )  devient 


n 


(7)         V  /  z^  liin — 


/  A,  ;i,  V  =       -^  I ,  —  >,  —  ').... 


lornuilc  bien  curieuse,  qui,  pour  /.  --  y  i  I>»«r  cxem|dc.  nou>  donne  une  rtyir- 
sente  du  nombre  cnlicr  :*  par  un  quolioiil  do  doux  doubles  produits  inlini'i 


(8)  :^     -Uni 


n 


(S.-ti 


n 


(A.  'Il 
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D'après  un  ihéorème  démontré  par  M.  Kronecker  dans  les  Sitzungsberichte 
de  i883,  on  peut,  dans  les  formules  précédentes,  poser  p  =  o  sous  les  signes, 
pourvu  que  Ton  piïectue  les  opérations  dans  un  ordre  déterminé.  On  a  ainsi, 
en  posant  de  nouveau  y  =  ^,  t  =  o,  puis  k^  =  Â,, 

ce  qui,  pour  A'  =  v^,  nous  amène  à  la  relation  non  moins  curieuse  que  la  pré- 
cédente 

(10)    2^==  lim    lim jT_?l '*'  /m  =  o,iti,zira,...,-r\ 

~       "    (/rt./i)    (  wï*-+- /!«-+- WH-/I -h- j  \  /l  =  o,  rrri,iii2,  ...,±j/ 

Kronecker  (L,),  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (suite). 
(i23-i35). 

Il  s*agit  de  déterminer  la  limite,  pour  p  =  o,  de  l'expression 


I    ^  / yViac  —  à' Y 

!  r  ^d  \  cim*  -+-  bnin  -h  en*  J 


dans  le  cas  général  où  a,  6,  c  sont  réels  ou  imaginaires,  mais  tels  que  la  partie 
réelle  de  la  forme  quadratique  ax^->rbxy'\-cy'^  soit  une  forme  quadratique 
positive.  Dans  les  Sitzungsberichte  de  i885,  la  même  détermination  avait  été 
effectuée  par  M.  Kronecker  lorsque  a,  6,  c  sont  réels  et  rationnels.  Dans  le 
t.  XXXin  des  Mathematische  Annalen,  M,  Weber  a,  par  une  méthode  toute 
différente,  fait  la  même  détermination  dans  le  cas  où  a,  6,  c  sont  réels;  il  fait 
usage  toutefois  comme  Lejeune-Dirichlet  de  la  fonction  r,  et  ramène  le  pro- 
blème à  l'invariant  de  la  classe  représentée  par  la  forme  (a,  6,  c) 

i[2r'(o,iv,)2r'(o,«',)r. 

Voici  le  résultat  obtenu  par  M.  Kronecker. 
Si  IV,  et  —  IV,  sont  les  deux  racines  de  l'équation  a  ■+■  bw  -h  C(v*=  o,  on  a 

f =0  L      P        2r.  ^mi  \am'-i- bmn -1- cn^ /      J 

m,n 

=  -2r'(i)-Hiog-     ^ 


/,,N  /  —  —  ^.     V  .  ,  -I-  iwg,  -  _ 


_JL»_^ 2  log  I   I  (l  —  g"»'»,^'  )(i  —  c'—a"  ), 


n  =  l 


OÙ  —  r'(i)  est  la  constante  d'Euler  C.  L'invariance  de  cette  limite,  pour  les 
formes  quadratiques  (a,  by  c)  équivalentes  dans  le  sens  de  Gauss,  est  mise  en 
évidence  par  cette  formule  importante. 

Pour  la  démontrer,  M.  Kronecker  s'appuie  sur  la  formule  de  transformation 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  a*  série,  t.  XVI.  (Septembre  1892.)       U.12 
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des  funclions  Sr.  En  appliquant  deux  fois  cette  formule 

il  démontre  que  l'on  a 

^^  U  J^ 

(m,  /i  =  o,  ±:  I,  db  2,  db  3,  . . .)» 

où  les  lettres  ont  le  sens  donné  dans  le  Tableau  de  notations  placé  au  début 
de  ce  Compte  rendu;  r  et  t  peuvent  même  être  ici  imaginaires;  u  aussi,  mais 
il  faut  que  la  partie  réelle  de  u  soit  positive.  Il  montre  ensuite  que,  7,  t.  s 
étant  réels  et  p  positif,  on  a 


'1  L         fn,n 


Y  +  ">K/'( ^-  ') -  ~z  Z  [7(;r,r«lF' ^i 


m,  n 


\       ^  2r'(i)  -    alogiTT, 

où  l'on  a  écrit  pour  abréger 

/(m,  n)  =  a^nV-^  b„mn  -h  c^n'        et       /'(r,  t)  =  c^r*— 6^TT  +  a,TS 

et  où  les  sommes  sont  éten<lucs  à  tous  les  systèmes  d'entiers  (m,  n)  à  l'exclo- 
sion  du  système  (o,  o). 
En  tenant  compte  des  équations  (^|)  et  (i),  puis  remplaçant  a,*  6^«  c^  par 

abc 


V  \ ac  —  h*       \.  \ ac  —  b*       \/4 ^^  —  ^* 

cl  .^'(o,  i\*)  par  su   valiMir 


'/n 


Oïl  oblieiil  la  formule  cherchée  (ii).  La  relation  (12  ),  à  laquelle  tout  sera nièn<' 
ain!?i,  est  obtenue  en  suivant  la  méthode  de  Lejeunc-Dirichlet  qui  consiste  j 
exj)rimer  les  sommes  doubles  par  des  intégrales  délinies,  à  savoir  ici 


m .  n  m ,  n 


^  [/(,;,, ,0]-?        r(i-^P)Jo    ^  ^10^,^  aie,.. 


ni,n  in,n 


et  exige  finalenjcul  la  délerminalioii  de  la  limite  pour  r  =^  o,  •:  =  0  do  l'iiUc- 
grale  logarilhmiciuo 


.( 


30  kr.^f\-r,t, 

e        i«>çj         a  log  j-. 


où  s  est  plus  ^rand  «|uc  i 


i 
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Kronecker  {L.),  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  eWipiiqu es  (suite). 
(199-220). 

La  fonction  A,  (IcOnie  par  la  fornnule  (1),  peul  être  envisagée  comme  le  quo- 
tient des  deux  fonctions 


et 


Wc.) 


g-tf  (^,+-',)ri  ^  (  y  ^   ^  j^^      ^y    )   ^  (  3*  _  ^  j,,^^    ç^,^  ) 


\- VT=:2r'(o,ivj2r'(o,iv.)l" 

UrJc,(s/cJ  J 


qui  toutes  deux  sont,  comme  la  fonction  A(3',  t,  tv,,iv, )  elle-même,  des  inva- 
riants analytiques  de  l'équivalence  arithmétique 

(r,  T,  a,y  6„,  Co)  00  (3-',  t',  g',,  6;,  c',). 
Si  l'on  définit  une  nouvelle  fonction  A'  par  la  relation 


(i3) 


^(3*,  T,  iV,,   iV    ) 


et  si  l'on  remarque  que/'(r,  t)  est  un  invariant  pour  tous  les  systèmes  équi- 
valents (y,  T,  a„,  60,  c,)  pour  lesquels  a"  et  p'  sont  nuls,  on  voit  que 
A' (y,  T,  IV,,  (V,)  et,  par  suite,  A' (0,0,  w,,  tv,)  est  un  invariant  pour  toutes  les 
formes  (a,,  6„,  c^)  qui  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  des  substitutions 
linéaires  et  homogènes,  à  coefficients  entiers  et  à  déterminant  égal  à  l'unité. 
La  fonction  A'(o,  o,  w,,  w,  )  peut  être  représentée  de  diverses  manières  qui 
mettent  bien  en  évidence  ce  caractère  d'invariance  et  qui  montrent  en  outre 
la  façon  dont  la  fonction  se  comporte  dans  le  voisinage  des  limites  de  son 
existence.  Ces  limites  sont  données  par  la  condition  que  la  partie  réelle  de 
a^x* -\- b^xy -\- c^y'  doit  être  positive  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  par  la 
condition  que  la  partie  réelle  de  (v,i  et  celle  de  »',/ soient  toutes  deux  né- 
gatives. On  a,  en  effet, 


'A'(o,  o,tv,,iv,) 


04)    ' 


(  —  I  )>-«)(«-«)  (  a„  m»  -V  b^  mn  -»-  c„  n*  )  fi-('»o'»•'-»'^'»»'•+«o'»*) 


n=.» 


t 
3 


■] 


w(  2  2]  «««u'i'e-»'*'" 


(  rt„  j    n=\ 


/l   =  00 


U_^_,_{ 


rrt  \TJe^  lim  YY  w-'-?|T^    '*"• 


n  =  1 
/I  =:  00 


(«0) 


—  \T:*e^  lim 


f[n-.-eJXe.    r.'/'--l-^ 


/i  =  i 


(m,/î) 


où  (m,  n)  représente  tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  né- 
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gulifs,  le  système  (0,0)  excepté,  et  où  (a„)  est  à  remplacer  successiTeroent 
par  les  premiers  coefficients  des  formes  (a^,  6,,  c^),  («o.*',»ci),  ...  équifa- 
lentes;  e^^  =  (— i)««'^^«+a'  pour  «i  =  a^a»4- ô^aa'-l- c„a'^;  C  est  la  constante 
d'Euler;  enfin  E  est  défini  par  la  relation 


logE 


.-.c-4-  -'^V*!2^. 


it'  ^^     /}> 


n  =  l 


La  dernière  des  quatre  relations  (1^)  montre,  par  exemple,  immédiatemeol 
que,  dans  les  limites  de  son  existence,  la  fonction  ^■' {OjO,{v\^w^)  est  finie  et 
que  sa  valeur  est  différente  de  zéro. 

En  particulier  pour  (v,  =  «•,,  on  peut  représenter  A'(o,  o,  w,  w)  par  les  rela- 
tions 

A' (0,0,  tv„  ivj 

-  —  2(V(2r)5l[3?'(0,iV)]a 


1 

M'Twl 


n  r:  tn 


(i5)     ^ 


'*  ""'     a KK'  -S 


nrzl 

c 

2 


'5  fK*  m' +  !'*'»' 


=  4r'cc|im  IX^"  '"^n^    tJih'^'-^-.K"') 

w  =  l  (m,/?) 

dont  les  deux  premières,  qui  sont  identiques,  résultent  des  équation^  (i).  (j3). 
dont  la  troisième  se  déduit  de  la  première  relation  (i4),et  dont  la  qualnènic 
se  déduit  de  la  dernière  relation  (l'j)- 

Kn  éuMliint  la  première  et  la  troisième  de  ces  relations  (  i '>  )  et  en  se  Npix-- 
lanl  qui;  le  module  complémentaire  A'  de  /  est  lié  à  A  par  la  relation 

AA'(2K)'rr  7:[S:'(o,  iv)]% 
on  a 


(  w.n 

De  même,  en  égalant  la  seconde  et   la  dernière  des  relations  (i5),  en  posant 
avec  Jacobi  7  —  c    "*^  et  en  appliquant  la  formule  (36,  î)   des  Fundamenia. 


(2AA')3K'=  T,'qi  J  I  {i  —  g'"y,  on  a 


n  —  \ 

"  =  *  1    /Km»      K  flî  ,---? 


(17)     irV^AAT-»     -  r  -C2KK'  lim  IT  <>-'»—?  TT  e^^  •  «»»    ^  î»^ 


^-0 


n  =  1  I  m .  'j 


I 

i 
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On  a  ainsi  représenté  kk'  par  une  série  (i6)  et  par  un  produit  infini  (17)  qui 
est  bien  curieux. 

Soient  maintenant  a,  6,  c  des  nombres  entiers  tels  que  l^^ac  —  6'  soit 
positif.  Le  discriminant  négatif  (0  —  —  A  de  la  forme  (a,  ô,  c)  peut  être  en- 
visagé comme  le  produit  Q'cO,  d'un  carré  Q^  par  le  discriminant  fondamental 
cOo  =  — A^  correspondant;  un  discriminant  fondamental  ne  contient  pas  de 
carré  en  facteur,  ou  au  moins  pas  de  carré  tel  que  le  quotient  de  (O^  par  ce 
carré  soit  congru  à  o  ou  à  i  modulo  4;  ainsi  (  —  4)  ^^^  ^^  discriminant  fon- 
damental.  Les  seuls  groupes  de  nombres   pouvant  être  discriminants  fonda 

mentaux  sont 

(0,=    P,        pour        P --      i(mod4), 

C0„==4i*,        pour        P..:      i(mod4), 

(.Ô,-8P,        pour        P  i-=zi  (mod4), 

où  P  désigne  un  produit  de  nombres  premiers  tous  différents. 

Dans  la  Communication  actuelle,  M.  Kronecker  suppose  Q  =  i»  de  sorte  que 
les  formes  (a,  6,  c)  qu'il  considère  sont  telles  que  b*—  !\ac  soit  un  discriminant 
fondamental  négatif.  Soit  alors 

le  nombre  de  classes  différentes  de  formes  {a^b^c)  ayant  le  discriminant  (0^. 
En  utilisant  les  résultats  obtenus  dans  de  précédentes  Communications  sur  les 
fonctions  elliptiques,  on   démontre  que  la  valeur  moyenne  du  logarithme  de 

l'invariant  A' (  0,0, %  —-  )  pour  toutes  les  classes  de  formes 

\  UC  2C  / 

(a,  6,  c)  ayant  le  discriminant  (0„,  savoir 
est  égale  à 


in.ù.n 


/I  :=« 


'^^{^^);^^-c.-^o,^.^-^o,^^^. 


dp     A 


où  C  est  la  constante  d'EuIer,  où  ç/a,  est  la  valeur  absolue  de  la  racine  carrée 
de  A^,  où  enfin  le  symbole  (  — —  )  représente  le  nombre  o  lorsque  A,  et /i  ont 
un  diviseur  commun,  tandis  que  lorsque  A^  et  n  sont  premiers  relatifs  et  que 
n  =  i^hy  où  h  est  impair,  le  même  symbole  ( j  représente  le  produit  des 

deux  symboles  de  Legendre-Jacobi,  y  -  -^  ]  ^^  \  — T    )' 

On  rattache  à  cette  formule  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Kronecker  dans 
les  Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences  du  22  novembre 


1886 


/,  =  «  P        \     P     ) 


où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  nombres  premiers  depuis  m  jusqu'à  /i,  et 
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qui  exprime  que  dans  un  intervalle  assez  grand,  mais  aussi  assez  éloigné^ 
les  sommes  des  logarithmes  des  nombres  premiers,  pour  lesquels  le  symbole 

f   -  -    \  a  l 'une  ou  l 'autre  de  ses  valeurs  di  i ,  sont  sensiblement  égales. 

Dan»  la  théorie  proprement  dite  des  formes  quadratiques,  on  rencontre  déjà 
la  série 


n  =  l 

et  dans  les  recherches  actuelles  c'est  cette  série,  et  uon  pas  la  série 

n  =  00 

(0 


^  \  n  I  /i'*? 


n  —  ï 


qu'il  convient  de  considérer.  Le  nombre  de  classes  de  formes  (a,  b,  c)  à  dis 
criminant  négatif  est  donné  par  la  formule 


n—  ! 


où  a  =  6  pour  A„=  3,  a  =  '|  pour  A,  =  4»  et  a  =  a  pour  A^>  4.  comme  l'a 
montré  Lcjcune-Dirichlet  dans  un  Mémoire  célèbre  sur  les  Applications  de 
r Analyse  infinitésimale  à  la  théorie  des  nombres.  Dans  le  Mémoire  actuel 
M.  Kronccker  démontre  cette  autre  formule 

■ir,  ^^  \  n  J     n       "^    n  ù^o    Op     ^^  \  n  J  \   n  / 

et  CCS  deux  cxprcs>ions 


/i    -  »  ,  ._  n  ~  » 


»  T.  ^  \  n   /     n  i  -  ^   \  n  /     n  n 


n=l  n—l 

ne  sont  autre  chose  que  le  terme  constant  et  le  coefficient  de  c.  dans  !•  dévo- 
loppenicnl,  suivant  les  puissances  de  p,  de  la  série  citée 

n  -  1 

(>)niine  \o  n()mi>rc  de  classes  K((0.,)  est  toujours  positif  et  au  moins  égal  ;i  i. 
la  valeur  <lo  la  série 

V 


a     %^    /(V.\\  Jl. 


\  fi  1  f 


rsl,  elle  aus>i.   toujours  positive  cl  au    moins  «'gale  à  i:  ce  résultat  e>l  un  liv 
plus  iinporlanl>  paruii  ceux  qui'  Lcjeuno-I »iriolilcl  a  établis  dans  ses  rcrliorclio 


j 
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arithmétiques.  De  même,  M.  Kronecker  établit  une  limite  inférieure  pour  le 
coefficient  de  K((Ôp)  dans  Tcgalité  (18),  savoir  0,912865;  comme  K(CO<,)=i, 
la  valeur  de  la  série 

^f^A  ^K  ,„.  »/-i, 

n  =  1 


2Tr  J^  \  n  /     n  n 


est,  elle  aussi,  toujours  positive  et  plus  grande  que  0,912865,  résultat  non  moins 
important  que  le  précédent. 

Pour  obtenir  cette  limite  supérieure  du  coefficient  de  K(CDo)  dans  l'égalité 
(18),  M.  Kronecker  démontre  d'abord  que  ce  coefficient  peut  être  mis  sous  la 
forme 


(19) 


iiï/4ri:('-&)(fy 


/i  =  i 
I 


^        K(tOj 


V  log  J-  A'  ( o,  o,  ^±iV\ ,  *±_i^.) , 

^d  °  fiTZ'         \  2C  2C         / 


OÙ  C  est  toujours  la  constante  d'Euler,  et  c'est  le  théorème  précédent  sur  la 
valeur  moyenne  du  logarithme  de  l'invariant  A'  pour  toutes  les  classes  de 
formes  (a^bfC)  ayant  le  discriminant  CD^  qui  permet  d'obtenir  cette  formule 
(19);  la  somme  du  second  membre  est  précisément  étendue  à  tous  les  K((Dq) 
systèmes  non  équivalents  {a^b^c)  de  classes  à  discriminant  (Ç)^. 

En  joignant  la  formule  (18)  de  M.  Kronecker  à  la  formule  de  Lejeune- 
Dirichlet  qui  donne  K(cOq),  on  obtient  une  nouvelle  relation  qui  met  bien  en 
évidence  l'analogie  des  deux  résultats.  Ajoutons,  en  effet,  K(CO^)  aux  deux 
membres  de  l'équation  (18)  multipliés  par  p  et  tenons  compte  de  (19),  et  nous 
voyons  que  les  deux  premiers  termes  du  développement  suivant  les  puis- 
sances de  pjde  l'expression 


.4ÏC-I-)  (?)"' 


n  =  1 

peuvent  être  représentés  par  l'expression 

{fl,h,C) 


1+c 


où  la  somme  est  étendue  à  toutes  les  K(CO„)  classes  différentes  de  formes 
(a,  6,  c)  à  discriminant  (t\,  et  où  iv,,(— tv, )  représentent  les  deux  racines 
de  l'équation  a  -f-  bw  4-  cw*=  o. 

On  peut  aussi  établir  maintenant  deux  limites  entre  lesquelles  se  trouve  né- 
cessairement la  valeur  de  la  série 


»  =  « 


^^  \  n  J      n    ' 

n  =  \ 

On  riblicnt  ainsi  pour  1rs  discriminants  fondamentaux     -  "î,        '|,       7,  -     8, 
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—  Il,  et  — 3i  par  exemple,  les  valeurs  approchées 

3  v^3  yi  /—  3\  loj»« 


—   y    1 —  —  o,385d      -I- €.0,017, 

Tz    jm^  \   n   j      n  ' 


n  =  I 


«  =  1 


—     >         -1 =i—  O.Oibo        -+-£.0,001, 

T.  ^  \   n   /     n 


n  =  t 

« 


V8  v^  /—  2\  log/i  _ , 

~    y    \ 1 ~      o, 02120b  -r-  e.o,oooja, 


n  =  l 

—       «0 


—    >    (     —  ) —       0.080029-1-6.0,00012, 

'z    ^mi  \    n    /      n 


n-l 


V'3i   v»   /--  3i\  log/i  ,, 

•5 —    >    { I        ~  —      o,  pi  108 -f- e. 0,00043, 

ôt:  ^mi  \    n    /      n 

/!  =  ! 

où  e  est  un  nombre  compris  entre  —  i  et  -h  i. 

Kronecker  (L.),    —   Sur   la    théorie    des  fonclions  ellipliques. 
(Suite).  (255-275). 

Des  relations  analogues  à  celles  qui  viennent  d'être  établies  pour  Q  =  i  ont 
également  lieu  lorsque  Q  est  plus  (jrand  que  i,  mais  elles  sont  alors  un  peu 
plus  longues  à  établir,  et  les  démonstrations  s'appuient  sur  des  théorèmes 
d'Arithmétique  les  uns  bien  connus,  le^  autres  que  M.  Kronecker  se  contente 
d'énoncer,  se  réservant  de  les  démontrer  dans  une  Communication  ultérieure 
sur  les  formes  quadratiques. 

Nous  entendrons  par  e„  :  le  nombre  o  quand  le  nombre  entier  n  contient  un 
ou  plusieurs  facteurs  premiers  égaux,  le  nombre  -+-1  quand  le  nombre  de  fac- 
teurs premiers,  tous  différents,  contenus  dans/?  est  pair,  enfin  le  nombre  (—  1) 
quand  le  nombre  de  facteurs  premiers,  tous  différents,  contenus  dans  n  est 
impair. 

Si  t  est  un  diviseur  quelconque  de  Q,  nous  désignerons  par 

IogM(s/.î^,/), 
la  valeur  moyenne  du  logarithme  de  l'invariant 

4  7:« 


A'(o,  o,  ir„iv,) 

pour  toutes  les  classes  différentes  de  Vordre  du  discriminant  (.0,  caractérisé 
par  le  diviseur  t  de  Q,  c'est-à-dire  que  nous  poserons 

IogM(v/(C\,  r)  =  ^  ^^^_.  Vloj;^-l-A'(o,o.iv</'\  cv'/). 


UliVUE   DES  PUBLICATIONS.  14S 

où  w[^'\  (— tv'/')  sont  les  deux  racines  de  l'équalion  a,^-h  b^w  -h  c,^w*=  Oy  la 
somme  étant  étendue  à  toutes  les  classes  {a^jb^.c^)  de  l'ordre  du  discrimi- 
nant (0  caractérisé  par  t. 

Nous  désignerons  par  9(Q)  la  fonction  arithmétique  de  Gauss  qui  donne  le 
nombre  d'entiers  inférieurs  et  premiers  relatifs  à  Q.  Enfin  d  sera  le  diviseur 
de  Q,  complémentaire  de  /,  de  sorte  que  Ici  =  Q;  on  a  alors 

m(v^(ô, /)r^  y\(dsjrô,  1). 

Ceci  posé,  M.  Kronecker  démontre  que  l'on  a 

a(A)~r    y* f<^\  J_ 

'K(â))     2d  [h  )  A'^? 

(20)     •  ^  =  ' 


=^  a 


^[-^;-t;-^ïC-?)[-^;?1"]-  <-''^')> 


formule  qui,  dans  le  cas  particulier  de  Q  =  i,  représente  l'ensemble  de  la  for- 
mule de  Lcjeune-Dirichlet  qui  donne  K(CÔ^),  et  de  la  formule  (18)  de  M.  Kro- 
necker. La  limite  qui  parait  dans  cette  formule  peut  aussi  être  représentée  par 


/!=:» 


p^o    Oo    A^  \nj  l  n  j  ?{Q)^  t 

^  n  =  \  {t) 

oîi  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  t  de  Q,  ou,  si  Ton  veut,  à  tous 
les  diviseurs  t  de  Q  n'ayant  pas  de  facteur  double,  puisque  pour  ceux  des  di- 
viseurs ^  de  Q  qui  ont  un   facteur  double,  et=  0;  cette  formule,  dans  le  cas 
particulier  de  Q  =  i,  est  la  formule  (19)  de  M.  Kronecker. 
On  en  déduit  pour  la  valeur  moyenne 

logM(v/cD„Q',i) 
du  logarithme  de  l'invariant 

4^^: 

A'(u,  o,  tv,,  tv,) 
pour  toutes  les  classes  de  l'ordre  primitif  du  discriminant  (O^Q*, 


^  l        \flil\q?-q?-'^ 


si  Q,  décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  est  égal  à 
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Pour  Q  =  I,  cette  formule  se  réduit  à 


n=  » 


(33)       ■o«M(M..)=n„./-;-?2:Cl")U-]'"-^- 

^  n  =  ! 

En  comparant  les  deux  formules  (aa)  et  (23),  on  a  donc  la  relation 

relation  fondamentale  de  laquelle  nous  allons  tirer  des  conséquences  impor- 
tantes. 

Et  d'abord  le  premier  membre  de  celte  formule  (2^)  est  manifestement  on 
invariant  pour  tous  les  discriminants  CO  =  (0„Q*  correspondant  au  même  dis- 
criminant fondamental  (0,,  qui  seul  parait  dans  le  second  membre. 

A  l'aide  de  cette  formule  (24)  nous  pouvons  aussi  comparer  les  valeurs 
moyennes  M  qui  correspondent  aux  différents  ordres  du  même  discrimi- 
nant (D.  Si,  pour  un  diviseur  quelconque  ^  de  Q  =  -^  »  où  CÔ,  est  le  discri- 
minant fondamental  qui  correspond  à  cO,  en  décomposant  le  nombre  |  / 

VtO.'- 

en  ses  facteurs  premiers,  on  a 


\/i 


^^ 


et  si  K(CD,  t)  est  le  nombre  de  classes  de  l'ordre  caractérisé  par  /,  on  déduit, 
en  effet,  de  la  formule  (i3)  que  la  valeur  de  l'expression 


(l  —  e*"**'!^'  )  (  I  —  f2«»':^,l 
]  in,h,c  \\_  n  =-1 

{■1:1) 


où  la  somme     2.     ^^^  étendue  à  toutes  les  classes  (a,  6,  c)  du  discriininanl  (î) 

(  n,h.r  ) 

qui  font  partie  de  l'ordre  correspondant  à  /,  est  la  même  pour  chacun  dc^ 
ordres  différents  du  même  discriminant  lO-  Ce  résultat  doit  être  ajouté  aux 
théorèmes  de  Gauss  démontrés  dans  l'article  256  des  Disquisitioncs  arithme- 
ticœ;  en  effet,  de  ces  théorèmes  on  déduit  immédiatement,  en  désignant  par 

B(?). 

l'unité  fondamentale      (   I    '- "  1/ \  )»oii  /•  —  1 .  2     c'est-à-dire  runilc  telle 
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que  toute  autre  unité  -f  T'-h  w'i/—  )  puisse  être  représentée  par  une  puis- 
sance entière  de  cette  unité  fondamentale  L  que  la  valeur  de  l'expression 

.K(0.,.)ri[.-(f)i]-.o«B(|> 

où  le  produit  est  étendu  à  tous  les  facteurs  premiers  q  du  nombre       <  est  la 

même  pour  chacun  des  ordres  diiïérents  du   même  discriminant  (£);  et  sous 
cette  forme  on  aperçoit  bien  l'analogie  de  ces  théorèmes  de  Gauss  et  du  ré- 
sultat nouveau  obtenu  par  M.  Kronecker. 
En  désignant,  pour  abréger,  par  <t>  et  W  les  deux  expressions 

Ka.b,c) 

( .6)         ;  ^  2^y       \  7, }\  qn_  gn-x  -^  _  /ço^x  ' 


^•((E).Q')  =  K-(i„QT)    Z     V  -;«,(„)«-- 


"'^^        nbr. 
cos » 


OÙ  Q  =  ^![' ^^' . . .  ^J"  et  où  S^(«)  est  la  somme  des  diviseurs  de  /i,  on  peut 
aussi  mettre  la  relation  (25)  de  M.  Kronecker  sous  la  forme 

(27)  *(cDoQ')+H^((£)oQ*)-*((î)„Q;)-f-^'((E)oQî). 

où  Q  et  Q,  sont  des  entiers  quelconques.  Sous  cette  forme  on  peut  en  déduire 
une  infinité  de  relations  arithmétiques  très  remarquables.  Pour  bien  faire 
saisir  le  caractère  général  de  ces  relations  arithmétiques,  M.  Kronecker,  ne 
considérant  que  des  formes  réduites  (a,  6,  c)  [c'est-à-dire  telles  que|6|^c=a]» 
met  la  fonction  ^'(CÔoQ*)  sous  la  forme  approchée 

^(ûOoQ') 

n=h-\  mtsl^  .  ,      ,,  /iTtV^CÔ 

=  K(èjF)^      1   ;iM'.)e        «      COS.-- +  e  j.^-g-^.Q,-  2,  e         ^      . 

OÙ  £  est  un  nombre  compris  entre  (  —  i)et  ( -h  1).  A  l'aide  de  cette  formule,  on 
peut,  pour  chaque  discriminant  donné  CD»  déterminer  h  de  manière  que  le 
coefficient  de  £  puisse  être  négligé.  Mais  on  peut  aussi  fixer  h  une  fois  pour 
toutes  de  manière  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  G),  le  coefficient  de  £  puisse 
être  négligé  pour  un  degré  d'approximation  fixé  à  l'avance.  En  effet,  comme, 
pour  toute  forme  réduite,  on  a 

C/ 

on  voit  immédiatement  que,  déjà  pour  h  =  4»  le  coefficient  de  £  ne  peut, 
quel  que  soit  cD,  être  plus  grand  que  0,000000001. 
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Nous  allons  montrer,  sur  un  exemple,  comment  celte  manière  approchée  de 
représenter  M'(CÔ^Q»)  permet  d'écrire  autant  de  relations  arithmétiques  que 
l'on  veut. 

Soit  (Jt)^=— 7.  Pour  Q  =  I,  (jt)  —  7  et  il  n'y  a  qu'une  forme  réduite  (2, 1,1). 
On  a 

*(—:)  =  -y-   -  *og7  =  —  0,560598..., 

U'(  —  7)  —  —  .'1  c -^^''^ -f- . . .  =  -  0,000982..., 
donc 

*1>(  —  7)  -h  ^'(—  7)  =  o,56i58o. . .  à  0,000001  près. 

Pour  Q  =  2,  cO  =  —  28  et  il  n'y  a  qu'une  forme  réduite  (7,  0,1).  On  a 

«!»(  -28)  -  ^^  -  log28  =  o,56i58o..., 
tandis  que  W(-  28)  <  0,000001;  donc  les  deux  nombres 

-g-^-log7-4e-'^'S 

et 

/- 

-y^  -  'og7  -  log4, 

diiïèrent  de  moins  de  0,000001;  il  en  résulte  que  l'équation  transcendante 

_  -^e-'=logv^2 

est  vérifiée,  à  0,000001  prés,  par  x  =  "n  V7. 
De  ce  que  l'on  a  exactement 

c|.(_7)_^il-(_7)  .nc|,(.  .  28)H-U-(   -  28), 
on  déduit  d'autre  part  que  j:*—  r\7  vérifie  l'équation  transcendante 

/*    =30 


:^  =^  log  JJ  ('  -  e- :-+'-•')  =  logy  2; 


-^1 

n~0 


on  en  conclut,  en  appliquant  la  formule  (  '|)  de  l'article  3G  des  Fundamenta, 
le  résultat  bien  connu  que  pour  —  =  V7,  on  a  i' A"A'=  i.  c'est-à-dire 


A-  = 


_  3  -^  V  7 


En  prenant  Q  =  3,  4»  •  •  •  o"  trouve  d'autres  relations  arithmétiques.  A  chaque 
discriminant  fondamentui  cO^  en  correspondent  une  infinité. 

Kronecker  (L.).    —   Sur  la    théorie  des    fondions   elliptiques. 
(Suite)  (309-317). 

La  fonction  A'(c>, Cil',,  ivj  «lui,  par  son  caractère  d'invariance,  joue  ua  gtitâ,.     .,  Jui 
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rôle  dans  la  théorie  des  fondions  elliptiques,  peut  être  représentée  par  les  re- 
lations 

(q8)  A'(o,  g,  t,,  (V,)  —  '  — -  \ "-     - — —'  -7-  T^ — 

1    v'a'(q,  o,  (v„(v,) 

V  m.n  J 


qui  résultent  immédiatement  des  formules  (i3),  (i4)>  et  l'on  a  donc  aussi,  en 
tenant  compte  de  (1) 

(  A(r,  T,iv,,iv,)/A'7o,  o,  w,,cv,j 
'  (m. /i) 

OÙ  les  sommes  doubles  sont  étendues,  pour  m  et  pour  /?,  de  —  00  à  +00.  L'en- 
semble des  deux  dernières  formules,  (29)  et  (3o),  met  particulièrement  en 
évidence  le  caractère  d'invariance  des  deux  fonctions  A  (  3*,  t,  «»„  iv, )  et 
A'(o,  o,  iv„iv,). 

Une  autre  fonction  qui,  pour  les  mêmes  raisons  que  A'(o,  o,  (v,,  tv,),  paraît 
dans  les  recherches  de  M.  Kronecker,  est  la  fonction  alpha  définie  par  la  re- 
lation 

— •  b  -\-  i 
où  tv  = et  où  a^  est  délini  par  4<ïo^o —  ^î  =  »• 

Les  formules  connues  de  transformation  de  ^permettent  d'écrire  facilement 
les  trois  relations  (32),  (33),  (34) 

f/^T»  —  T -h  -  )  w  +  rx — r  ■+- -  Itt/ ^--^ , 

(32)  A(r,T,a,,ô,,cJ=eL^  «'  »J     JJ  (,  _  gîuiiv^-er^-envm;)^ 

où  e  =  -f- 1,  —  I  et  où,  pour  e  =  -f- 1,  n  =  0,  i,  2,  3,  ...  tandis  que,  pour  e  =  —  i, 

w  =  I,  2,  3,  .. .,  puis 

hizi 

(33)  A(T',  x',  a;,  ô;,  c;)  =  e~"6"  A(3',  x,  a„  b,,  cj, 

où  3-'=  «y  H- a' X,  x'=  ?r-h?'x,  a?'— »'?  =  1, 

a;  =  a„  a'  -4-  b^  aa'  -f-  c„  a'», 

6;  =  2a,a?-i-6,(a?'-f.a'?)-f-2C„a'?', 

a,  3',  ^,  ^'  étant  des  nombres  entiers.  Le  nombre  h  ne  peut  avoir  que  l'une 
des  valeurs  o,  ±=  i,  =t  2,  d=  3,  ±i4>  —  ^»  ^  ^^  sorte  que  la  douzième  puissance 
de  la  fonction  alpha  est  un  invariant  pour  chacune  des  transformations  li- 
néaires considérées;  enfin 

d»A  ri» A         d'A       .,  ^     .,   . 

(34)  iv'^-.   -^^%ï-^-.-^   0.^  =[ir^..v)T.iyx. 


iS(»  SECONDE  PARTIE. 

La  fonclion  A  peut  être  mise  soys  la  forme  d'un  produit  de  deux  fonctions 
A;  on  a,  en  eiïet, 

(35)     Alr.T,—    •"*"-*.    •     ~)  =  A(y,T,a,,*„c.)  A(r,  — T,a^,  — 6,,rj. 

En  posant  pour  un  instant 

R.(3',f,*v)  =  ^,[»(3'-+-^«»').  4iv),        R,(y.T,«v)  r^&,[2(ar-HTiv),  î»), 

R,(y,  T,«v)  =  R,(  — ?,  —?,•»»)  =  «  *  -,[2(r  -+-•?»%)  -4-«',4iv). 

on  peut  mettre  la  série  i  double  entrée 

t\^\  \^  ^— •«t,m»-*-A,m« -♦-r,««nr-«-ît  ym-«-Tii»iC/ 

I  «t.  Jtf 
SOUS  la  forme 

iZ6bis)  I  ^^'  j^~   .7  V  R^( r,  T,  iv. )  H,(  r,  t,  iv^\ 


r=9 


ei  cette  relation  (36)  est  analogue  i  la  relation  établie  dans  les  Sitzungtbe- 
rickte  de  iï*H3 

I  \  —  (i*\-r-  «•,)  le'*  -^i*^*  «•  S(  r  -i-  TU».,  n\  )  S(  r  —  xiv,,  «•,) 

■I.  ■• 

dont  on  f^il  u**cr  pi»ur  t^liblir  la  relation  (3o>.  Os  relations  importantes  ra- 
nunf'ni  «.ies  -  <le  R.>M»nhjiD  a  de<  Sr  lie  Jacobi  cl  >ont  d'un  usage  fréquent 
Km*»  pour  r  —  T  —  ••.  la  relation  «  V»  •  devient 


V  . 


\^. 


-    »     -<*-■     •»•-.-     »*    T 


l."e\:  rî'<*:'">n  i'«>rmoe  <t  >imrî''nî'»n:  .î^n*  le  *eO'"»nd  membre  à  l'aide  de*  f"OC- 
;;on>  ^  -*  a  vi. 'TV*  le  même  l'ara  lere  •iin\ariant-e  que  la  fonction  .V'to. o.rt'.. a,): 
e!le  réf.:*  mxaruble  l^rs-^u  .^n  sul*::*.ue  *  la  fr.rme  (rt  .6  .r  )  une  quelconqu»; 
•*e<  î\r?:îe'i  i  iu:\alenîe>      ?,•?,- 1*,     e:  .^iie  î'-n  y*'<t  ensuite 

»\      —  »  »\  .  =    - 

-  ~  »  ■  *■  « 

En  teoic:  Cv  n'pie   :  iiiir*  r-irt  -îe  !a  reîali«>n  c-nnue 
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on  a  aussi,  d'après  (i3)  et  (i4)» 


(39 


)      '-  v^'  (o.  or^v,,  iv.j  =    i/'-    &,(o,  w,)  &,(o,  «\)(4A\A-;  A-.A-;  )S 


où  A'p  A'',  désignent  le  module  et  le  module  complémentaire  correspondants  à  ir, 
et  de  même  A',  et  k\  le  module  et  le  module  complémentaire  corrcspondanis  à  n\. 
Dans  les  Sitzungsberichte  de  i883  oo  a  établi  la  formule  fondamentale 

t 
A(o,  o,iv„iv,)[L(  — i)^"«-') ("-•)/( m, /i)c-^^^ '"''•)]»  =—£(—i )("•-•) >-Oe-'îA«,''\ 

Les  deux  relations  (38)  et  (89)  que  nous  venons  d'établir  nous  permettent 
d'écrire  cette  formule  importante 

_  1 

[4  V  (— I )(•*-')(*-•) /(m, n)e-'^^("*»")  I        V  e-^^*"»") 
.^Q.  ^      .   {m,n\  J        Im.n) 

2(^.a-;a-.a-;)1 


!      ' 


où,  comme  précédemment,  on  a  écrit /(m, /i)  pour  a^m'-t- ^„/ii/i -f- c„w%  et 
où  (m,  n  =  0,  ±1,  ifc  2,  ...)»et  c'est  sous  cette  forme  qu'il  m  sera  fait  usage 
plus  tard. 
En  transformant  d'une  façon  analogue  le  produit 

et  tenant  toujours  compte  des  développements  effectués  dans  les  Sitzungsbe- 
richte de  i883,  et  en  se  rappelant  enfin  la  définition  (a)  de  la  fonction  E/,  on 
obtient  la  relation  non  moins  importante 

V— 7C/(  -  »  n  )  -+-t(  —  -f-/lT)7Ci 


(4.)    E/(l:^;"',    f)  =  >"- 


V  (—   ,)«(»-!)  g— 'î^/Cw,'» 


-  » 


m,n 


OÙ  w  est  celle  des  racines  de  l'équation  /(i,  iv)  =  0  dont  le  rocflicient  de  1  est 
positif,  et  où  m,  /i  =  0,  it  i,  ±=2,  ±:  3,  . . .  tandis  que  v  =  r:  1,  zt  3,  r*r  5, 

Tliiesen  (J/.).  —  Théorie  d^osclllations  semhIaLIcs  à  celles  Jii 
pendule.  (2-7-288). 

Il  s'agit  du  mouvement  défini  par  l'équation  difrérentielic 

où  6  est  l'angle  qui  détermine  la  position  d'un  corps  oscillant  comme  un  pen- 
dule composé,  à  l'instant  /,  où  X  et  {x  sont  des  constantes,  où  r  est  une  fouc- 

tion  de  /,  où  X  enfin  est  une  fonction  de  /,  9  et  -7-  qui,  ainsi  que  ses  dérivées, 

peut  être  tMivisajjéc  comme  une  grandeur  petite  et  du  premier  ordre. 


lii  SECONDE  PARTIE. 

M.  M.  TUiesen  inlcgre  celte  cqualion  diiïêrenticlle,  par  approximation^  en 
négligeant  les  termes  da  troisième  ordre.  Il  signale  la  raison  pour  laquelle 
M.  Chwolson  a  cru  que  le  problème,  résolu  ici  dans  une  seconde  approxima- 
tion, ne  pouvait  même  pas  être  résolu  dans  une  première  approximation. 

Il  calcule  en  particulier  les  temps  de  passage  par  la  position  moyenne  et 
par  les  positions  extrêmes  où  H  est  maximum;  ce  sont  les  différences  de  ces 
temps  que  l'on  peut  mesurer  avec  une  grande  approximation. 

Enfin  il  applique  les  résultats  obtenus  au  mouvement  d'un  pendule  dans  ao 
milieu  résistant  suivant  la  loi  av -^  av'y  lorsqu'à  la  pesanteur  s'ajoutent  des 
forces  extérieures  dépendant  de  6,  par  suite,  par  exemple,  du  mode  de  suspen- 
sion du  pendule. 

Kronecker  {L.\.  —  Sur  les  sjslèmes  svmélrîqucs.  (349-362). 

Soit  un  svstéme  symétrique 

c'est-i-dire  tel  que  Ton  ait  ^,4  =  z^;  pour  tous  les  couples  d'indices 

i\  A  =  I,  2 n. 

Désignons  par  Z,  le  déterminant 

Z,=  |2,i»  (I.  A  =  1,2,  ...,/i), 

et  par  Z^  le  mineur  principal 

Z,  =:  I  ;  j  (  I,  ^  =  m ,  m  -f-  I , y  «  ), 

de  sorte  que  l'on  a 

Noninior.f.  p oural-rocer./îoi'i/  de  la  Vdriélé  d'ordre — '  >  chaque  syslimc 

?)mi'lr;juo      r/.    ol    point  principal   de   celle    variél»}    tout    point  dont  les 

—  c  -rj  nn'.ts  r,  >«-»nl 

2 

r  ,  —    ■.  p»ur         .'"     A. 

r     —  —  I.         pour        k  ~  I,  2. . . .,  **. 

r     —   -  I .         I  ■  «u r        /.  —  V  —  I .  V  -     ■» n'. 

il  V  a   m  fn.f>;rni'*n'    n  —  1  p"in!"i   prin^ipauï,  un    pour   chacune  des  {n —W 

Taleiir>  <\c  -. 

»—     .1.? n  —  f./i. 

M.  Kr  ne  Wr  ni'>ntrc  d'al-'rd  «^uil  >    a  au  nV'ins  un  point   prinripal  dans 

ch3«'un  «.î  "<  d   niMnes  0  "anex':"?-  I 'r'n'>  par  la  variele  u  ordre —  i 

2 

Z   --  1. 

r     1  —  I 
dans  la  \àric;-  :<"...l-:  .:  orJre 

Si  l'v  n  cnx.f.  j"     nsu.t.'  la  for.-lj   n  arilhm-jlique 

^.-     /  7  --       7  f      —       -    -j-     7.       7.      —  f.:»    Z     . 
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où  sgn(at)  désigne  Tunité  positive  ou  l'unité  négative  suivant  que  le  signe 
de  a  est  positif  ou  négatif,  il  est  bien  aisé  de  voir  que  la  valeur  de  cette  fonc- 
tion est  diflférente  pour  chacun  des  (n-f-i)  points  principaux.  M.  Kronecker 
démontre  que  cette  fonction  ne  change  de  valeur  que  lorsque  le  point  (z^^)  de 
la  variété  totale  considérée,  en  se  déplaçant,  franchit  la  variété  Z,  =  o;  quand 
le  point  traverse  la  variété  Z,  =  o  en  un  point  non  singulier,  la  fonction  arithmé- 
tique varie  d'ailleurs  de  deux  unités.  Il  en  résulte  que  Vonne  peut  pas  passer 
d'une  façon  continue  d'un  point  principal  à  un  autre  sans  traverser  la  variété 
Z,=  o. 

Il  y  a  donc  au  plus  un  point  principal  dans  chacun  des  domaines  connexes 
formés  par  la  variété  Z,  —  o  dans  la  variété  totale  considérée. 

En  réunissant  les  deux  résultats  ainsi  obtenus,  on  voit  donc  qu'il  y  a  pré- 
cisément  un  point  principal  dans  chacun  des  domaines  connexes  formés  par 
la  variété  Z,  =  o  dans  la  variété  totale  considérée.  Chaque  point  principal  ca- 
ractérise ainsi  un  de  ces  domaines  connexes;  il  y  a  donc  (wH-i)  domaines 
connexes. 

Ainsi  la  variété  Z,  =  o  partage  la  variété  totale  {z-^.  )  (i,  ^  =  i ,  a,  . . . ,  /i)  e/i 
/i  -t- 1  domaines  connexes. 

Si,  au  lieu  du  système  symétrique  {z.^),  on  envisage  un  système  non-symé- 
trique y-i^  (i,  A' -  1,2,  . .  .,/ï),  on  démontre  de  môme  que  la  variété  d'ordre 
(/!'—  i),  définie  par 

• 

Ij'.J   =0  (£,  /•  =1,2,    ...,  /l), 

partage  la  variété  totale  d'ordre  «*,  (  r.i)  (  «*,  A' =  i,  2,  ...,/ï),  en  deux  do- 
maines connexes  seulement;  dans  l'un  de  ces  deux  domaines  le  déterminant 
\y-^  I  a  une  valeur  positive,  dans  l'antre  sa  valeur  est  négative. 


à"  se  mes  Ire  i88y. 

Kronecker  (L.).  —  Décomposition  des  systèmes  de  n^  éléments 
et  application  de  cette  décomposition  à  la  théorie  des  invariants. 

(479-505). 

Nous  fixerons  d'abord  les  notations  suivantes  : 
(o^j)  est  le  système  de  n*  éléments  pour  lequel 

(s^j)  est  un  système  de  n'  éléments  pour  lequel 

(d^l^  (/)  )  est  un  système  de  n'  éléments  pour  lequel 

d\'^{t)^t;        d^i'Ht)^.  ~; 

d,},[{t)  =  x     (/*  =  3, ',,...,/!);        di\\t)-.o    {i>k): 
Bull,  des  Sciences  niathém.,  2*  série,  l.  \VI.  (Septembre  1892.  )         R.i3 


id4  seconde  partie. 

(aî>(<))  est  on  système  de  ji'  éléments  poor  lequel 


1  =  2,  j,  .,.,  n 


(  6^j^^  (  <  )  )  est  on  système  de  n*  éléments  poor  leqoel 

b';i,ii)  =1     (A  rTri,i n):        6*r7<0  =  '•• 

/  I  =  I,  2 r  —  I.  r  -Hi,  ...,/i 

*i.7(0  =  o    («  =  2,3 /i);         6;îMI)^o    /a  =1,3 ,/i 

\  '$A 

{c^ll)  est  un  système  de  n'  éléments  pour  lequel 

c'^l  =0     (1  =  1,2,  ..„r  —  i,r-+-i,  . ..,/!):        c'|7  =  —  i, 

c'J!^*  =  o    (1  —  2.3 ny.       c^  =  i;       C/k/i  =  ï     (A  =  rî,  3 r  —  i,r-4-i.  ...n). 

/  1  =  2,3.  ...,r  —  i,r-t-i,  ...,/i 


c',^.  —  o     I    A- =  7,  3,  ...,  r  —  1,  r-T- 1,  . . ., /i    |. 

f.>A 


Rappelons  aussi  que  Ton  nomme  invariant  d*un  système  de  formes  homo- 
gènes de  n  variables  x,,  x,,  ...,  x.  toute  fonction  F  des  coefficients  de  rcs 
formes  qui  conserve  la  même  valeur  lorsqu'on  y  remplace  les  coefficients  par 
les  coefficients  correspondants  des  formes  transformées  par  toutes  les  substi- 
tutions linéaires  à  déterminant  +1. 

Un  invariant  absolu  conserve  la  môme  valeur  lorsque  Ton  y  reniplacc  les 
cocffirients  des  formes  considérées  par  les  coefficients  des  formes  lran?forraées 
par  toutes  les  substitutions  linéaires  (quel  que  soit  le  déterminaol  de  ces 
substitutions  linéaires). 

Dans  le  Mémoire  actuel  M.  Kronecker  démontre  les  théorèmes  suivant: 

Théorème  I.  —  »  Tout  système  (t.^j  )  (i,  A  =  i,  ?. /i  ),  de  n'  cléments  Tj. 

à  déicruiinani  |  t,  j  |  positif,  peut  être  envisagé  comme  résultat  de  la  comp-> 
silion  de  systèmes 

(«a.(0),     (cii),     (Sa)  (r  =  2,3 n). 

»  Lorsque  le  déterminant  |  t,  j  j  est   négatif,  il  faut  encore  ajouter,  soil  as 
commencement,  soit  à  la  fin  des  systèmes  composants,  le  système  (c. )•  • 

Théorème  II.  —  »<  Tout  «système  (r^^)  de  n'  éléments  t..^  (i,  A  =h* "  ' 

à  déteruiinanl  |  t,  j  |  positif,  peut  être  envisagé  comme  résultat  de  la  com^> 
sition  de  systèmes 

(«;Ï(0).     (6iî.(i)),     (6a)»         (r  =  2,3,  . ..,/!). 

»  Lorsque  le  déterminant  |  t,.^  (  est  négatif,  il   faut  encore  ajouter,  soit  io 
commencement,  soit  à  la  fin  des  systèmes  composants,  le  système  (5.>)' 
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Théorème  III.  —  «  Tout  système  {i\;i )  de  n» éléments  t|,.j  (i\  A*  =  i,  2,  3,  . . . ,  n), 
à  déterminant  positif,  peut  être  envisagé  comme  résultat  de  la  composition  de 
systèmes 

(aîV(O),    (ci'>^'),    (6a)  (r  =  2,3,. ..,/!). 

»  Lorsque  le  déterminant  |  \^  \  est  négatif,  il  faut  encore  ajouter  le  système 

composant  (S.i).  » 

/a    ?\ 
Par  exemple,  pour  /i  =  q,  on  peut  envisager  le  système  (  1  comme  com- 

posé des  seize  systèmes  qui  rentrent  effectivement  dans  les  trois  types  précé- 
dents 


C^  (:-;)■  (••)(:-;)(:;)  (:-;)■(::) 


(:-;)(:-':)(:  7)  (!:)(:  :)(!:) 


Théorème  IV.  —  «  Tout  système  (îi.i),  à  déterminant  positif,  peut  être  envi- 
sagé comme  résultat  de  la  composition  de  systèmes 

«'(0),    (^i?(-0)r    (s,i)  (/•=2,3,  ..^.,/i). 

n  Lorsque  le  déterminant  est  négatif  il  faut  ajouter  le  système  composant  (6,.|).  » 

On  déduit  des  deux  théorèmes  III  et  IV  ce  corollaire  important  : 

«  Une  fonction  F  des  n*  éléments  d'un  système  (yi^-j^),  composé  des  deux 
systèmes  {x^^)^  (^a)i  D'est  indépendante  de  Tordre  suivant  lequel  on  compose 
les  deux  systèmes  {x^^),  {y a),  que  si  F  ne  dépend  que  du  déterminant  )  t,,^  | 
du  système  (t,,.j).  » 

Théorème  V.  —  «  Tout  système  (T,.k)  dont  les  éléments  t,.i(i,  A-  =  i,  2,  ...,») 
sont  réels  et  dont  le  déterminant  |  r^.^  \  est  égal  à  i  peut  être  envisagé  comme 
résultat  de  la  composition  de  systèmes 

(«lîUO),    (cS2),    (rfll')  (r  =  2,3,  ...,/i), 

dont  les  éléments  sont  aussi  réels.  » 

On  déduit  de  ce  théorème  qu'une  fonction  F  des  coefficients  d'un  système 
de  formes  homogènes  de  n  variables  est  un  invariant,  lorsque  la  valeur  de  F 
ne  change  pas  quand  on  y  remplace  les  coefficients  du  système  par  les  coeffi- 
cients correspondants  des  systèmes  transformés  par  chacune  des  (a  ■+■  1)  substi- 
tutions 

a;,  =  x\ ■+■  x'.^       x^—  x'h  ( A  >  1), 

(0       jXy  =  —  Xr,        x^=x\^        x,^=  x)i  {h>t,h^r;r  =  7,3,...jn)t 

X^  =  t  J7,  ^  J7,  =   -■  Xf  y  J7/,  =  X/i  (  /t  ^  2  ). 

Pour  que  F  soit  un  invariant,  il  faut  d'ailleurs  (en  faisant  abstraction  du 
cas  d'une  seule  forme  de  deux  variables)  que  la  valeur  de  F  ne  change  pas 
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pour  leâ  (/i  —  i)  transformations  correspoodant  aax  sobstitotîoiis(i);aDCODe 
de  ces  in  — i;  conditions  n'est  soperflae. 

Théorème  VI.  —  «  Tout  système  (t.^  )  dont  les  éléments  sont  réels  et  dont 
le  déterminant  est  égal  à  i  peut  être  enrisagé  comme  résultat  de  la  compo- 
sition de  systèmes 

ia'il^t)).        (M'(/)),        (cf^.)  (r  =  3,4 n). 

dont  les  éléments  sont  réels.  » 

On  en  déduit  que  F  est  un  invariant  quand  sa  Talear  ne  change  pas  pour 
les  n  transformations  qui  résultent  des  n  substitutions 


!x^  —  x\-^tx\^        x^  =  x'h                       (/i  —  a,  3,  .. .. /i). 
X,  — /a:', -r- x'j»        x,^— x)t  (/i—  1.3. 4, n), 

\  x^  —  x'n        x^=  x\n        x,^  =  x/,  ( /i  >  I ,  A  <;  r.  r  r=  3,  4»  •  •  •  •  '* }• 


Aucune  de  ces  n  conditions  n'est  d'ailleurs  superflue. 

Théorème  VIL  —  «  Tout  système  (t,^)  dont  les  éléments  sont  réels  et  dont 
le  déterminant  est  égal  à  i  peut  être  envisagé  comme  résultat  de  la  compo- 
sition de  systèmes 

(a/î(0^       (à'r^if))  ('•  =  2,3 /i). 

dont  tous  les  éléments  sont  réels.  » 

On  en  déduit  que  F  est  un  invariant  quand  sa  valeur  ne  change  pas  pour 
les  2n  —  2  transformations  qui  résultent  des  2/t  —  2  substitutions 

\  x,  —  x',  -+-  tx',.       x^~  x'u  (  h  >i) 

(3)       j  ^  ( r  =  2,3,  . .  .y  n). 

i  x^=  f x\  -i-  x,;  x,,  —  x'/t  (  k  .    r) 

Aucune  de  ces  u/i  —  2  conditions  n'est  d'ailleurs  superflue. 

Tfiéorème  VIJI.  —  «  Tout  système  à  déterminant  A  peut  être  envisagé  comme 
rèsuilat  de  la  composition  d'un  système  à  déterminant  i  et  d'un  système  (£,1) 
dont  le  premier  élément  £,,  =  A.  » 

On  en  déduit  que  tout  invariant  F  prend  une  seule  et  même  valeur  pour 
toutes  les  transformations  résultant  des  diverses  substitutions  linéaires  ayant 
même  déterminant  A. 

Théorème  I.\.  —  «  Pour  qu'une  fonction  rationnelle  R  des  coefficients 


7  —  1. 2, 3, 

d'un  système  de  functif^ns  homogènes  de  dimensions  v,,  v^,  t',,  . . 


2    c;;^:/':...,,',.^'!^^^..-^"       (  p^-p.^-'-^p^-',    \       . 


ri'P'. /'" 
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soit  UD  invariant  de  ce  système  de  fonctions^  il  sujfit  que  la  fonction  R  ne 
change  pas  de  valeur  pour  les  transformations  du  système  de  fonctions  ré- 
sultant des  substitutions  (i),  ou  (2),  ou  {Z),  pour  t  =  i.  » 

Dans  la  décomposition  des  systèmes  de  n'  éléments  en  systèmes  composants, 
il  importe  peu  que  Ton  ait  un  type  de  plus  ou  de  moins  de  systèmes  compo- 
sants; ce  sont  les  propriétés  de  ces  systèmes  composants  qui  importent.  On 
s'en  aperçoit  bien  vite  dans  les  applications.  Par  exemple,  lorsque  l'on  veut 
démontrer  la  connexité  des  systèmes  dont  le  déterminant  a  le  même  signe,  il 
est  naturel  de  commencer  par  décomposer  les  systèmes  suivant  les  (a/i  —  2) 
types  (3)  et  non  pas  suivant  les  n  types  (r),  quoique  2/t —  2  soit  plus  grand 
que  n.  De  même,  lorsque  l'on  veut  établir  les  équations  aux  dérivées  partielles 
auxquelles  satisfont  les  invariants  de  systèmes  de  formes  données,  c'est  encore 
la  décomposition  suivant  les  (2/1  —  2)  types  (3)  que  l'on  utilise. 

En  général,  chaque  application  que  l'on  veut  faire  de  la  décomposition  des 
systèmes  détermine  le  genre  de  décomposition  qu'il  convient  d'employer.  On 
peut  toutefois  établir  en  principe  qu'il  est  avantageux  que  chaque  transforma- 
tion s'étende  à  aussi  peu  de  variables  que  possible.  Aussi,  dans  les  modes  de 
décomposition  dont  il  est  question  dans  ce  Mémoire,  les  systèmes  composants 
sont-ils  choisis  tels  que  les  diverses  transformations  ne  portent  chacune  que 
sur  deux  variables.  Il  est  bien  évident  que  le  nombre  des  systèmes  composants 
ne  peut,  dans  ces  conditions,  être  inférieur  au  nombre  des  variables.  Qu'on 
puisse  les  réduire  à  un  nombre  moindre  en  abandonnant  le  principe  cilé  est 
certain;  mais  cela  n'a  aucun  intérêt. 

L.  Kronecker,  —  Décomposition  des  systèmes  de  n^  éléments  et 
application  de  cette  décomposition  à  la  théorie  des  invariants 
(suite).  (6o3-6i4)- 

Les  invariants  J(...CL'",,         ,,   ...)  d'un  système  de  formes 

//>,,/^,   ...,/>^=  O,  1,2,   .. 

^       Cpu  n Pn -r':*  -rT- . . .  :r:;-  (      /^  +  y,  —  •  •  -  Pn  -  ^ 

Pif  Pi /*»»  \  Y  ^^  '  »  -^j  •'»  •  •  • 

peuvent  être  caractérisés  par  les  (2n  —  2)  équations  aux  dérivées  partielles 

[(H-£)/>,-+-(i  — ej/^-h  2] 


1 


'Pt^Pi Pi.V» 

que  Ton  obtient  directement  en  utilisant  les  résultats  déduils  du  théorème  VII 
dans  la  Communication  précédente.  Dans  ces  équations  il  faut  prendre 
successivement  6=4-1  et  e=  — i;  il  faut  aussi  prendre  successivement 
/•  =  :?.  3,  . .  .y  n  ;  elles  sont  donc  bien  au  nombre  de  2  n  —  2.  La  somme  est  étendue 
aux  valeurs  de  /?,.  /7^,  . . . ,  /;^  =::  0,  1 ,  2,  . . .  telles  que  Ton  ait  simultanément 
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et  aussi  aux  valeurs  de  q 

qui  correspondent  aux  diverses  formes  du  système  considéré. 

Si  au  lieu  des  invariants  J(.   .  Cp^';?,. ..../!«.  ••)  on  envisage  les  inçarianU 

absolus  ^{"'C^p^\pl, .  .,/»^,  •••)»  <I  faudra,  pour  les  caractériser,  ajouter  aux 
a/i  —  2  équations  aux  dérivées  partielles'précédentes,  dans  lesquelles  on  a  écrit 
;5,  au  lieu  de  J,  Téquation 

.(7)  ^^ 


Z 


P^WÙP^ P--;^^ ="         I      Z'.-^/'.-*-     ■■^/'-"S 


/»i,yt.  ••■'pH 


iPi.PtfPm 0  '"•" "•  \  ^7  =  1,  3, J 


f 


Ces  (a/i— i)  équations  partielles  remplacent  entièrement  les  n*  équations 
établies  par  Aronhold  dans  le  tome  62  du  Journal  de  Crelle,  p.  agS  et  S09.  On  ob- 
servera que  leur  nombre  est  bien  moindre,  mais  surtout  que  chacune  d'entre 
elles  a,  par  elle-même,  une  signification  bien  déterminée;  chacune  exprime  le 
fait  de  l'invariance  de  la  fonction  des  coefficients  du  système  de  formes  con- 
sidérées pour  Tune  des  transformations  fondamentales  (3).  On  observera  aussi 
que  cette  réduction  des  n*  équations  d'Aronhold  k  in—  i  équations  montre  la 
raison  des  relations  entre  les  n*  équations  données  par  Aronhold  lui-même.  Enfin 
on  observera  que  les  équations  aux  dérivées  partielles,  qui  sont  au  nombre  de 
an  — a  pour  J,  de  a/i  — i  pour;),  sont  toutes  nécessaires  pour  caractériser 
ces  invariants;  aucune  d'elles  ne  peut  être  laissée  de  côté. 

Si  nous  appliquons  les  théorèmes  généraux  qui  précèdent  et  qui  concernent 
des  systèmes  de  formes  quelconques  à  des  systèmes  de  formes  linéaires 

Vc^jaTt        (i,  A  =  I,  a,  ...,  w), 

et  si   nous   observons  que,  dans  ce  cas,  une  fonction   des   coefficients  C^  ne 
peut  cire  un  invariant  que  si  elle  est  fonction  du  déterminant 

I  C,4  I  I  /.  /.    -  I .  -» n). 

nous  Voyons,  en  appliquant  le  corollaire  (i)  du  ihéorcmc  V,  que  toute  fonc- 
tion des  n*  coefficients 

/c„    <;.    ...    c,.\ 

'■„   •■  »■'■.,. 

^•»t       ^*«j        •••        ^um 

ijui  ne  varie  pas  : 

i'  Lorsque  Ton  ajoute  la  première  colonne  à  la  seconde: 

■2"  Lorsque  Ton  remplace  la  preniiiTC  colonne  par  une  quelconque  des  aulrf> 

colonnes,  en  roniplaçanl  simultanément  celte  dernière  par  la  première  colonne 

chançée  de  signe; 
3^  Lorsque  l'on  multiplie  la  première  colonne  par  un  nombre  quelconque  td 

que    l'on    divise   simultanément  la  seconde  colonne  par   le   même  nombre  t- 

ne  peut  être  qu  une  fonction  du  déterminant  |  C^^  |  (  /',  A-  —  1,  7 n). 

Kn  appliquant,  de  même,  le  corollaire  (3)  du  théorème  VII,  on  vuil  que 
toute  fonction  des  n-  coefficients  C,j  qui  ne  varie  pas  : 


i 
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!<"  Lorsque  l'on  ajoute  l  fois  la  première  colonne  à  une  autre  colonne  quel- 
conque; 

2°  Lorsque  Ton  ajoute  à  la  première  colonne  une  quelconque  des  suivantes 
multipliée  par  /, 

ne  peut  être  qu'une  /onction  du  déterminant 

|C,J,  (j,A-  =  i,2,  ...,«)• 

Une  fonction  des  n'  éléments  C^ 

*(C,,>  C„,  . . .,  C„„), 

est  donc  caractérisée  comme  fonction  du  déterminant  |  C,^  i»  parles  2n  —  2 
équations  aux  dérivées  partielles 

(i)  (i) 

(/ =  I,  2,  . . ., /i;     A*  =  Q,  3,  . . ., /i  ). 

Envisageons  maintenant  une  fonction  4>(C,,,  C,,^  . . .,  C„„)  des  n'  cléments 
C,-|^,  entière,  linéaire  et  homogène  en 

C,,»    C„,    C^,, 

qui,  lorsqu'on  permute  ces  éléments  avec  les  éléments 

C,i»    C„,     . . . ,    C^p 

pour  Tun  quelconque  des  indices  i  =  2,  3,  .. .,  /i,  prend  une  valeur  égale  mais 
de  signe  contraire,  et  qui  est  égale  à  i  pour 

Ca;.  =  I         (  A  =  1 ,  2,   .  .  . ,  /l  ),  C,t  =  O        (  l  ^  A  )• 

Celte  fonction  *  ne  peut  être  que  le  déterminant  |  C,j  |  (1,  A-  —  i,  2,  . . ,,  n) 
et  Ton  démontre  pour  cette  fonction  <t>,  sans  aucune  peine,  le  théorème  de 
multiplication  des  déterminants  ainsi  que  la  représentation  de  <t>  par  une 
somme 

(4)  ^      6/|./j. ...,/^C/,.iC/,,  j  . . .  C«^, /i  (j,,  i,,  . . .,  i„=  I,  u,  . . ., /ï  ), 

où,  en  désignant  par  (  A„,  A„,  . . .,  A„„)    un  système  fixé  arbitrairement  une 
fois  pour  toutes,  la  valeur  de  6/,,/|,...,i„  peut  être  mise  sous  la  forme 


_  I K I 


l  —  I,,  I,,  .  .  . ,  <^ 

S/'i,  ij, ...,  i„  —  r~r     .  I    /i  =^  I,  2,  . . . ,  /i 

I  '^hk  I  ^  /.  _ 

On  voit  donc  qu'à  l'aide  d'i//z  seul  déterminant,  choisi  à  volonté,  on  peut  re- 
présenter chaque  déterminant  comme  somme  de  n  monômes. 

Si  l'on  choisit  pour  déterminant  |  A,(  |  celui  que  Cauchy  a  pris  comme  point 
de  départ  de  ses  développements  sur  les  déterminants,  à  savoir 

1^?"*  I  (/*,«  =  «,  2,  ...,/i). 
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où  X  désigoe  une  indéterminée,  on  peut  écrire  l'équation  (  i  ) 

oii  dans  le  premier  membre  (/i^X  —  i,3.  ...,/i),  tandis  que  dans  le  second 
membre  ( //  =  i ,  j.  . . . ,  w  ;  i  =  i\,  i^,  . . . ,  /^  ),  (  i,,  i^,  . . . ,  i^  =  i ,  2,  . . . ,  /i  ),  ou 
encore 

OÙ  dans  le  premier  membre  (  A, /•  -  i,  a,  . . ., /t),  tandis  que  dans  le  second 
membre  {r^s^t    - 1 ,  .<,  . . . ,  n\  r  <  5 ),  (  /,,  i^,  . . . ,  /^  --  i ,  2,  . . . ,  w  ). 

C'est  cette  formule  (6;  que  M.  Schering  a  établie  en  se  plaçant  à  un  point 
de  vue  diiïcrent  de  celui  de  M.  Kronecker.  On  déduit  sans  peine  de  cette  for- 
mule (6)  les  propriétés  des  déterminants;  il  semble  cependant  que  la  furmule 
plus  générale  (  |)  de  M.  Kronecker  ait  sur  celle  formule  (6)  quelques  avan- 
tages. 

Fuchs  (A.).    —   Sur  la   théorie  des  équations  différenlielles  li- 
néaires (suite).  (-i3-j'-i()). 

Dans  le  t.  71  du  Journal  de  CreHe,  M.  Fuchs  a  montré  que  les  modules 

r   (iz 

de  périodicité  de  l'intégrale    /    — =: — =>  où 

J    S  ?(-) 

(«)  ?(-)  -  (--^)(c-/.-,>(s-A-,)(:;-A-,)(^-A-/;, 

vérilicnt  l'équalioii 

(i'v      .,  , , ,     if' y      ■•  »  ,M       't'y     •'»  ,»       dy       »•>  ,      , 

dx'  d.r  S    ^  du"        \  ^  dx        1  «S  ^ 

d^'C 

où  y  (  j'  )     -  (  .r  —  /. ,  )(  X  —  /.\,  )(x  —  L\){x  —  /.;  »  el  où  y  «*(./•)  =  -7-7^  • 

Kii  (It'sifiiiiinl,  pour  /  ^  i,  »,  .'>.  '\,  par  y\  le  système  (j:,  A^),  et  en  posant  pour 

(  A,  ;x  )  =  r .  -p^  —  r..  —r-*  « 
•   '"  (tx        '   •*   </^ 

les  six  fonctions  île  x 

(!,-»)'        <  I  .    •>  )•        (  »  '     »  )•        (  ^'    •"»  )•        (   •'     \   >•    (  ^».     I  ) 

vérilicnt  11  ne  ('qiialioii  tlinVrenliello 

dut  du  </• //  ^    r/'//         ^^    ^/'//  {/m 

^    ^        ^/x-         "'//.6-  ^^(/.r-         ^   dx'         -'dx'         ^dx        ^' 

dont  les  coenicienls  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  /,,  A,.  A  ,  A.; 
et  cette  équation  est  nécessairement  réductible.  On  peut  le  voir  soit  en  appli- 
quant au  ras  particulier  actuel  les  considérations  générales  contenues  dansles 
Sitzungsberichtc  de  1SS8  (voir  liultetin,  juillet,  t.  W'I,  j».  109),  soit  en  nb- 
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servant  que  l'intégrale  particulière 

(4)  tv  =  (I,  2)  -  (I,  3)  -+-  (1,  4)  +  (2,  3)  -  (2,  4)  4-  (3,  4) 

de  l'équation  (3)  est  une  fonction  rationnelle  de  x. 

Désignons  par  t;  une  intégrale  d'une  équation  différentielle  appartenant  à  la 
même  classe  que  l'équation  (2)ydc  sorte  que  l'on  a 

(5)  T,  =  ?or-+-?,r'-+-?.r''+?,r"' 

où   chaque  coefficient  '0\  est   fonction  rationnelle  de  x  et  de  ^t*-)  =  — ^  et 

dx*- 
posons^  pour  abréger^ 

Alors  y,^7~"^tyr  P<î"*^  ^^^^  '"'^  sous  la  forme 

où  P^,  P,,  P„  P„  P^,  Pj  sont  des  fonctions  rationnelles  déterminées  de  x.  Si 
Ton  désigne,  pour  abréger,  par  w^  la  fonction 

(6)  cv,  =  [i,  a]-[i,  3]^[i,  4]-hf2,  3]-[2,4]4-[3,  4), 
on  peut  mettre  w^  sous  la  forme 

(7)  *V,=C?,4-P„oJtV-h(?,H-P/f,)«''4-P,?,tv''+P,?,«'-'-|-P^Ç,lv(iir)  +  P^9^iv(v), 

et  w,  est  donc  une  fonction  rationnelle  de  x. 

En  faisant  varier  9^,  9,,  9,,  9,,  Tintégralc  r,  représentera  /on*  les  modules 
de  périodicité  des  intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce;  donc  les 
équations  (4)  et  (6)  représentent  toutes  les  relations  entre  les  modules  de 
périodicité.  Ces  relations,  que  l'on  établit  dans  la  théorie  des  fonctions  abé- 
liennes  en  se  plaçant  à  un  tout  autre  point  de  vue,  sont  ainsi  déduites  du  fait 
que  l'équation  (  3  )  est  réductible. 

On  peut  en  particulier  déterminer  9,,  9,,  9,  de  manière  que  le  second 
membre  de  l'équation  (7)  soit  égal  à  zéro.  Les  fonctions  [X,  p.]  sont  en  général 
des  intégrales  d'une  équation  différentielle  du  sixième  ordre  faisant  partie  de 
la  même  classe  que  l'équation  (3);  cette  équation  se  réduit  au  cinquième  ordre 
pour  ce  choix  particulier  de  9,,  9,,  9,. 

Un  exemple  particulièrement  intéressant  concerne  le  cas  où  r,  est  module 

r  -S  dz 
de  périodicité  de  l'intégrale  de  première  espèce    1     J    "^    ■  Alors,  pour 


cce   /     7     ^    '  -^ 


9,  =  -3^/''(j7),        9a  =  -  j^'(^).        'f,^- 3^(-z-)^ 
la  relation  w,  =  o  est  vérifiée,  et  cette  relation  que  l'on  peut  écrire 

[l,   2]-[l,   3]-h[,,  4]H-[2,   31-[2,   4]-4-[3,  4]=0 

coïncide,  aux  notations  près,  avec  la  relation  connue  qui  lie  les  modules  de 
Bull,  des  Sciences  mathém.y  2'  série,  t.  XVL  (Octobre  1892.)  R.  i4 
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périodicité  des  intégrales  do  première  espèce.  On  a  alors 

Si  nous  considérons  maintenant  le  système  fondamental 

d'intégrales  de  l'équation  différentielle  {2),  [équation  qui  appartient  i  la 
classe  d'équations  différentielles  envisagées  dans  le  t.  66  du  JourntU  de  CrdU, 
p.  146,  équation  (i3)],  la  fonction  r^  définie  par  Téquation  (8)  doit  être  inlé- 
grale  d'une  équation  différentielle  du  quatrième  ordre  delà  même  classe.  Soit 

le  système  fondamental  de  cette  équation  différentielle  qui  correspond  aa 
système  fondamental  (i^,,  i>^,  v^,  v^)y  et  posons 

M.  Fuchs  démontre  que  Ton  peut  déHnir  x,  A,,  Ar,  comme  fonctions  de  trois 
variables  indépendantes  ^,  r^,  2^,  par  les  équations 

(9)  -=?.     -=-..     -  =  !;; 

nous  donnons  i'i  /,  cl  /.\  des  valeurs  fixes,  par  exemple  o,   i. 
Kn   (lilTéronliant  ces  équations  (9),  on  a 

cil  ~   -^  t/x  -h  -f  dk.  -+-  -~-dK. 
Ou-  Ok,       '       Ok\ 

(Jr,   _     -—  (ix  -h  -rr-  dk.  -i-    -7-  dk\, 

ôx  ôk^       '       Ok\       * 

iV  ()"  tV 

cl'^  =  f'  dx  -t-  -^  dA ,  +  ^  dk,  : 

Ox  Ok.  Ok\ 


soit  A  le  dclcrminanl  fonctionnel  des  trois  seconds  membres 

jLà       Ox  Ok\  Ok^ 
et  posons,  quels  que  soient  />,  q^  r,  5, 

OÙ  il  faut  prendre  chaque  terme  avec  le  même  signe  que  le  terme  corrc?poo- 
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dant  de  A;  enfin  soit 

H  (a,  6,  c,  d)  =  -G  (a,  6,  c,  d). 

M.  Fucbs  démontre  que  celte  fonction  H  (a,  6,  c,  d)  est  une  fonction  uni- 
sH>que  et  rationnelle  de  x.  Il  renvoie  à  plus  tard  la  suite  de  cette  Communi- 
cation. 

lieye  (Th.),  —  Sur  les  varîélés  linéaires  de  faisceaux  de  plans 
projectifs,  et  de  gerbes  de  plans  ou  d'espaces  collinéaires.  (833- 
839). 

Lorsqu'une  variété  linéaire  \  M,  |  est  composée  de  x*  formes  fondamentales, 
deux  quelconques  de  ces  formes  fondamentales  engendrent  toujours  la  môme 
forme  géométrique.  Ainsi  les  oo'  faisceaux  de  plans  u  qui,  pris  deux  à  deux, 
engendrent  la  même  surface  réglée  ou  le  même  cône  du  second  ordre,  forment 
une  variété  linéaire  |k, f.  Deux  gerbes  collinéaires  de  plans  engendrent  les 
cordes  d'une  cubique  gauche  c*  et  déterminent  simultanément  une  variété 
linéaire\S^\  deoo*  gerbes  collinéaires;  les  centres  de  cette  variété  linéaire  sont 
situés  sur  c*  et  chaque  paire  de  plans  homologues  se  coupe  suivant  une  corde 
de  c\  Deux  espaces  collinéaires  engendrent  en  général  un  complexe  tétraédral 
quadratique  de  droites  et  déterminent  simultanément  une  variété  linéaire  |  S,  | 
de  00*  espaces  collinéaires  dont  deux  quelconques  engendrent  par  leurs  éléments 
homologues  le  même  complexe. 

A  l'aide  de  ces  variétés  linéaires  {ujj  |S,|,  |S,  |,  on  peut  engendrer  des 
variétés  linéaires  à  n  dimensions  11^,»^  |S„|,  |£„|  par  des  considérations  pure- 
ment géométriques;  ces  variétés  linéaires  à  n  dimensions  sont  déterminées 
par  /i  +  i  de  leurs  oo**  faisceaux  projectifs  de  plans,  gerbes  collinéaires  de 
plans,  espaces  collinéaires. 

Dans  chacun  des  cas  envisagés  on  trouve  des  limites  supérieures  pour  n. 
Ainsi  on  ne  peut  construire  que  oo'  faisceaux  de  plans  projectifs  à  un  faisceau 
de  plan  donné  u,  tandis  qu'il  existe  oo"  gerbes  collinéaires  à  une  gerbe 
donnée  S  et  oo'*  espaces  collinéaires  à  un  espace  donné  S.  Dans  l'ensemble  des 
faisceaux  de  plans  projectifs  on  peut  donc  distinguer  des  variétés  linéaires 
|iij,  |e4, 1,  ...,  \uj  de  I,  3,  ...,  6  dimensions,  tandis  que  dans  l'ensemble  des 
gerbes  collinéaires  de  plans  nous  distinguerons  des  variétés  linéaires  |S,|, 
\^t\*  ■••»  1^10 1  ^^  1,  3,  ...,  10  dimensions  et  que  pour  les  espaces  collinéaires 
de  plans  nous  distinguerons  des  variétés  linéaires  |£, |,  |£,|,  ...,  )S,J  de  i, 
a,  . ..,  i4  dimensions. 

Ce  sont  ces  variétés  diverses,  qui,  comme  on  le  voit,  sont  en  grand  nombre, 
dont  l'étude  est  l'objet  de  six  grands  Mémoires  de  M.  Keye  dont  le  premier 
est  contenu  dans  le  t.  104  du  Journal  de  Crelle.  L'auteur  se  propose  de  recher- 
cher les  formes  géométriques  engendrées  par  ces  variétés,  de  donner  leurs  pro- 
priétés les.  plus  remarquables,  enfin  de  mettre  en  évidence  leurs  nombreuses 
dégénérescences.  Un  exemple  fera  bien  sai^tir  l'importance  de  l'étude  des  formes 
dégénérées  :  les  points  doubles  des  espaces  dégénérés  d'une  variété  |£,  |  sont 
situés  en  général  sur  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre  par  laquelle  |S  { 
est  entièrement  déterminée. 

Dans  sa  Communication  actuelle,  M.  Heye  cherche,  en  quelques  pages,  à  in- 
diquer la  marche  qu'il  a  suivie  et  les  résultats  principaux  qu'il  a  obtenus. 


i64  SECONDE  PAHTIE. 

ÀDalytiqucmenl  on  peut  représenter  fort  simplement  les  variétés  linéaires 
dont  nous  venons  de  parler.  Soient  a,,  p,^  y,-,  8^.  des  fonctions  linéaires  quel- 
conques des  coordonnées  ponctuelles  x,  y^  z  et  soient  A\,  X,  ji,  v  des  paramétres 
arbitraires.  Les  équations 

représentant,  pour  i  =  o,  i,  a,  ...,  n,  des  espaces  collinéaires,  on  donne  aux 
paramètres  X,  ji,  v  des  valeurs  déterminées;  elles  représentent  /i+i  plans 
homologues  de  ces  espaces  collinéaires.  L'équation 


1  =  0 

représente  la  variété  linéaire  |S^|  qui  est  déterminée  par  les  /t  + 1  espaces 
collinéaires;  lorsque  Ton  donne  des  valeurs  déterminées  aux  rapports  des 
/f  + 1  paramètres  A,,  /*,,  ...,  Xr^,  elle  représente  aussi  un  espace  quelconque 
de  |£,|.  Si  Ton  pose  (i  =  o,  cette  même  équation  représente  une  variété  linéaire 
à  n  dimensions  de  gerbes  collinéaires.  Si  Ton  pose  {i  =  v  =0,  cette  même 
équation  représente  roe  variété  linéaire  à  n  dimensions  de  faisceaux  de  plaos 
projectifs. 

M.  Heye  fait  usage  de  celte  représentation  analytique  pour  déterminer  cer- 
tains nombres  qui  jouent  un  rôle  important  dans  les  variétés  considérées  et  il 
parvient  ainsi  à  des  systèmes  d'équations  algébriques  remarquables  et  à  peine 
étudiés  jusqu'ici. 

Ses  recherches  générales  sont  notablement  simplifiées  par  la  façon  dualis- 
tique  dont  les  variétés  linéaires  se  présentent  en  général.  Exemple,  les  deux 
systèmes  de  faisceaux  de  plans  projectifs  qui  engendrent  tous  deux  un  même 
liypcrboloïdc. 

Une  variété  linéaire  |M„|  conlionl  cc"-'^'*'  variétés  linéaires  jMJ,  lorsque 
//>i>o.  Lorsque  |iM„|  esi  composée  (\c  formes  fondamentales  nous  complon? 
comme  faisant  partie  de  |M„|  toutes  les  formes  que  ces  formes  fondamentales 
engendrent  ainsi  que  toutes  les  formes  que  les  |M,I  cnpendrcnl.  El  comme 
toutes  ces  ft)rnies  engendrées  sont  de  natures  fort  diverses  (groupes  de  points, 
<le  droites,  de  plans;  courbes  gauches;  congruenccs;  complexes;  etc.)  et  qu  il 
y  a  nécessairement  entre  elles  certaines  dépendances,  on  peut  se  prop')ser  de 
trouver  ces  diverses  dépendances.  C'est  ce  qu'entreprend  M.  Heye.  Exemple  : 
l  ne  variété  linéaire  de  faisceaux  |w,|  et  la  variété  1 1,  [  qui  lui  est  liée, 
engendrent,  en  général,  un  complexe  lélraédral  quadratique  de  drt>iles.  le 
li'lracdre  principal  de  ce  complexe,  x*  cubiques  gauches  circonscrites  au 
tétraèdre  principal  et  n'ayant  comme  cordes  que  des  droites  de  ce  complexe, 
enlin  x*  surfaces  complexes  du  second  degré  dont  chacune  contient  x'  des 
courbes  gauches. 

L'n  des  résultats  les  plus  remarquables  obtenus  par  M.  Heye  est  celui-ci  : 
les  variétés  de  faisceaux  |m,J  et  \it^_„\  sont  dans  une  certaine  dépendance 
dualistiquc  cl  dépendent  du  même  nombre  de  paramètres.  Ainsi  le  complevc 
tétraédral  des  axes  d'une  variété  |mJ  est  son  propre  réciproque  et,  comme  i  a,; 
elle-mènie,  dépend  de  i3  paramètres.  De  même  que  la  variole  \u  \  est  dèler- 
minée  par  une  surface  réglée  du  second  ordre  et  |  m J  par  une  cubique 
gauche  c\  de  même  \u  \  dépend  d'une  surface  réglée  de  second  clHS-««e  et  jm. 


i 
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d'un  faisceau  de  plans  cubiques  y'.  Les  intersections  des  plans  de  y*  sont  les 
axes  de  oc*  faisceaux  des  variétés  |  i/J,  et  les  droites  communes  des  oc*  complexes 
tétraédraux  de  |{£j.  Les  oo*  tétraèdres  principaux  de  ces  complexes  sont  formés 
chacun  par  quatre  plans  des  y*.  Les  oc*  cubiques  gauches  de  \uj  sont  respec- 
tivement circonscrites  à  oc*  de  ces  tétraèdres  principaux  et  sont  donc  avec  le 
faisceau  de  plans  y'  dans  le  rapport  invariant  de  M.  Hurwitz.  Ce  dualisme  de 
ii/„|  et  de  !<<«_„  I  s'étend  à  tous  les  cas  particuliers  de  ces  variétés.  Il  y  a 
dualité  entre  les  oc''»-')(»+«)  variétés  linéaires  \u-\  contenues  dans  la  variété  \u^\ 
et  les  x('»-»K«+«)  variétés  linéaires  |m^J  qui  se  coupent  suivant  Im,.»!- 
La  même  dualité  a  lieu  pour  |S„|  et  |S,o_„|;  et  aussi  pour  |S^|  et  |2:,^_„|. 

Kronecker  (L,),  —  Sur  une  fonction  sommaloire.  (867-881). 

Envisageons  les  deux  équations 

(  l;/(ôo-s;/(o)  =  '/{o),    o<6<., 

où  J?  est  un  nombre  réel  quelconque,  et  où  les  nombres  entiers  m,  n  sunl 
défînis  par  les  inégalités 

x'è  mt  <x  -h  t,        X  <nti^x  -\- 1, 

t  étant  un  nombre  réel  fixé  arbitrairement,  et/(j7)  désignant  une  fonction 
réelle  de  x,  finie  ainsi  que  ses  dérivés/' (^)»/'(^)»  •  •  •>  f^"^{^)  dans  l'inter- 
valle (o  . . .  t). 

Ces  deux  équations  caractérisent  entièrement,  à  la  constante  £,/(o)  près, 
une  fonction 

(juc  M.  Kronecker  nomme  fonction  sommaloire.  Cette  fonction  sommatoire 
peut  être  représentée  par  l'expression 

[  +  (o)-+(0]s;/(:r) 
h-n 


(O 


h-l 


-^f   [/{x)^^'"'{-x)-/'^"  {x)g{-x)\dx, 

où  les  fonctions  ^(x),  ^'(j;),  . . .,  ^ '•^(  j;)  sont  formées  à  l'aide  de  la  fonction 
réelle  arbitraire  mais  finie  ainsi  que  sa  dérivée  dans  rinlcrvalle  (o  ...  ^), 

en  développant  d'abord  ^{x)^  pour  o  <  j:  <  /,  suivant  la  série  de  Fouricr 

A    -:  1  A   -  0 


cl  hors  de  cet  inlcrvalle  par 

On  pcui  modifier  la  forme  de  ce  résultat  et  le  généraliser  en  posant 

f    /{x)dx=  F(X+5), 
g{x)^[^{o)-^{l)]G{xh 

On  voit  alors  que  l'expression 
/i  =  /i  ^ 

représente  une  fonction  de  x  dont  la  valeur  reste  constante  tant  que 
ment  Xf  en  croissant,  reste  compris  entre  deux  termes  consécutifs  de 
l^ression  arithmétique 

nt  -h  z        «  =  (. . . ,  —  2,  —  I,  o,  I,  a,  .  •  •)» 

tandis  qu'elle  augmente  de 

iF'(/UH-5), 
2 

dèi  que  x  atteint  la  valeur  nt -{- z  de  Tun  des  termes  de  celte  prog 
arithmétique,  et  aussi  dés  que  x  dépasse  cette  valeur. 
Si  Ton  désigne  par  £fF'(c)  une  fonction  vérifiant  Téqualion  aux  diflV 

S.F'(s-hO-S.F'(^)=F'(5), 
la  fonction 

*(5)=^F'(5)-h£,F'(5) 
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M.  Kronecker  montre  qac  cette  môme  équation  (3)  est  également  vérifiée 
par  S,  F' (a: -h  5),  c'est-à-dire  par  l'expression 

h  =  n 

V  F^*)  {X  -h  2  )G(»-*'  {—a:) 
h  =  i 

-h  I     [F'(ar4-z)G»(— j:)— F("+')(j:-t-5)G(— j:)]rfj:, 

lorsqu'on  y  substitue  à  x  un  multiple  entier  de  t.  Mais  les  relations  caracté- 
ristiques (i)  montrent  en  outre  que,  lorsque  x  n'est  pas  un  multiple  entier  de  /, 
on  a,  si  nt  est  le  multiple  entier  de  t  situé  entre  x  cl  x  -h  i, 

(4)  I',F'{x-^Z'i-t)-¥,F'{X'hz)  =  F'iz-^nt), 

et,  de  plus,  si  6  est  une  fraction  positive  plus  petite  que  l'unité,  x 

(5)  s;F'(^  -f-  80  -¥,F'{z)=  i  F'(5). 

A  l'équation  aux  diiïérences  (3),  il  convient  donc  de  joindre  les  équations  aux 
différences  (4)   et  (5)  pour  fixer  complètement  les  conditions  auxquelles  la 
fonction  que  l'on  veut  étudier  doit  satisfaire. 
Nous  allons  effectuer  les  calculs  indiqués  en  choisissant 

f^{x)  =  -  —X, 

On  a  alors 

k  =  » 

k  =  l 

puis 

aj  =  — 2,        Vfc^o        (A- =  1,  a,  3,  ...), 
d'où 

^(-*)(- x)=-it'*j^  (jhrr^''''^ (^ "^  i)""     ( A  =  ',  2, . . ., /i), 

^('.)(_:r)  =  i,        +(o)-^/(0  =  ^ 
de  sorte  que  les  fonctions  G(*>(j:)  sont  déterminées  par  les  formules 

A  =  î 

(A  =  I,  3,  . . .,  n). 

C'est  donc  ici  l'expression 

/i  —  n  A  =  » 


(«) 


Il  V^      .  V^     t^*  fik(x  —  z)       h\ 


A  =  I 

dont  la  valeur  reste  constante  tant  que   l'argument  x  reste  à  l'intérieur  de 
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l'intervalle  formé  par  deux  termes  consécutifs  de  la  progression  arithmélique 

ni  -h  z         (/i  =. . . —  2,  —  I,  o.  I,  2.   . . .), 
tandis  qu'elle  augmente  brusquement  de 

lorsque  Targumcnt  x  atteint,  en  augmentant,  une  valeur  nt-hz,  et  aussi 
lorsque  x  dépasse  une  telle  valeur.  On  a  donc,  en  désignant  l'expression  (6) 
parV(ar), 

i  Vf' (m/ +2)4-  '^\F'{nt-^z)^\{x)  —  \{x,), 

i/ni  {H) 

(x^%  mt  -h  z  <,x;  x^<  ni  -h  s^  x). 

Dans  le  cas  très  particulier  où  x  —  x^,  x  —  z  ci  x^—  z  sont  des  multiples 
entiers  de  /,  on  a 

f.^^  /   o  pour  h  impair, 

*  =  i  •"  "■  [   (— 0* — jTj —  pour /i  pair, 

oii  les  B  sont  les  nombres  de  Bernoulli.  On  retombe  donc  sur  la  formule  que 
Poisson  a  donnée  dans  son  Mémoire  célèbre,  Sur  le  calcul  numérique  des 
intégrales  définies^ 


Km\  (n) 

in  B  /»*— ' 


(2V)! 

(V) 


X"-"''"i:r^-[=^^^^'*"d"" 


(■ 


<j  =  vS-;     n^— _,;     o!— i;     x^'^-mt  -\-  Z  -Cx-^     x^<^nt  -^  z'ix^. 

M.  Kronecker  fait  observer  que  la  source  de  cette  formule  de  Poisson  esl 

rex pression  plus  générale  (6),  qui,  à  cause  de  ses  propriétés  énoncées  plm 

haut,  est  aussi  caractérisée  comme  étant  une  fonction  sommatoire. 

Kn  prenant  pour  «{/(a;)  l'expression 

k  =  s—\ 

•}.  h  X  ir 


'^^{x)—  -  t  —  X  —  t      >       -; — sin 


k-\ 
on  obtient,  d'autre  pari,  la  forimije 

.     (25  —  \)t.x 

m  n  "^      *      •*'»  sin  ^- 

{x^^niKx,  x^<nl^x)y 

qui  est  identique  à  la  formule  de  sommation  de  Lejeune-Dirichlet  lorsque  j, 
et  X  sont  des  multiple^  entiers  do  /. 

J.  M. 
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NOUVELLES  ANNALES    dr   MATHéuATiQURS,  rédi<;ées  par  MM.  Ch.  Brissr 
et  E.  HoucHÉ  (*).  —  3*  série. 

Tome  X,  1891. 

Lecornu  (L.),  —  Sur  les  mouvements  plans.  (5-in). 

Application  des  imaginaires  à  l'étude  du  mouvement  d'une  figure  plane  in- 
variable qui  se  déplace  dans  son  plan.  Une  analyse  simple  permet  ainsi  d'éta- 
blir les  propriétés  connues  du  centre  instantané  ou  centre  de  vitesse,  du  centre 
d'accélération,  des  courbes  roulantes,  des  accélérations  d'ordres  quelconques, 
et  de  résoudre  plusieurs  problèmes  relatifs  à  ces  théories,  avec  une  grande 
facilité. 

Adam  {A).  —  Note  sur  les  surfaces  de  révolution  applicables 
sur  une  surface  de  révolution  donnée,  et  plus  généralement  sur 
les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  d'une  famille  sont  si- 
tuées dans  des  plans  parallèles  et  qui  sont  applicables  sur  une 
surface  de  môme  nature.  (i8-23). 

Cet  article  a  pour  base  la  remarque  suivante  :  Quand  on  déforme  une  sur- 
face de  révolution  en  lui  conservant  son  caractère,  la  forme  que  prend  le  mé- 
ridien est  indépendante  de  sa  distance  à  Taxe  de  révolution. 

Carvallo  {£,).  —  Formule  des  différences  et  formule  de  Tajlor. 

(24-29). 

La  formule  des  différences  que  l'auteur  établit  ici  donne  la  valeur  u„  d'une 
fonction,  au  moyen  de  u^  et  des  difTérences  successives  de  m„,  en  ^'arrêtant  à 
un  rang  fixé,  et  en  complétant  par  un  reste  dont  il  donne  également  l'expres- 
sion. Les  substitutions  de  la  variable  sont  faites  en  progression  arithmétique. 
On  comprend  comment  ceci  lui  sert  d'Introduction  pour  arriver  à  une  démon- 
stration, des  plus  simples  et  des  plus  élégantes,  de  la  formule  de  Taylor,  avec 
plusieurs  expressions  du  reste.  Il  insiste  avec  raison,  en  terminant,  sur  les 
avantages  qu'il  y  aurait  à  prendre  le  calcul  des  différences  pour  base  de  l'en- 
seignement du  Calcul  infinitésimal. 

Ravier  (S,).  —  Intersection  d'une  droite  avec  un  hyperboloïde 
de  révolution.  (29-83). 

Construction  très  simple,  dans  les  deux  cas  où  la  projection  de  la  droite  sur 
le  plan  du  cercle  de  gorge  rencontre,  ou  ne  rencontre  pas,  ce  cercle. 


(')  Voir  Bulletin^  XV,  p.  81. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  1'  série,  t.  XVI.  (Novembre  1891.)        R.ij 
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F,  J,  M,  —  Solution  de  l'épure  de  Géométrie  descriptive  donnée 
à  rÉcole  centrale  en  1890;  i*^*  session.  (33-36). 

Intersection  de  deux  cônes. 

Maleyx  {L,\  —  Étude  géométrique  des  propriétés  des  coniques 
d'après  leur  définition.  (37-69,  91-102,  i25-i33,  163-171). 

Fin  de  la  série  des  articles  dont  le  Bulletin  (t.  XV,  p.  86)  a  précédemment 
rendu  compte.  Nous  continuons  à  reproduire  Tindication  des  divisions  princi- 
pales, comme  nous  Pavons  déjà  fait  : 

Constructions  de  coniques  définies  par  cinq  données  (fin).  —  Théorème  de 
Newton  et  conséquences.  —  Propriétés  métriques  des  ordonnées  d'une  section 
conique;  équations  des  coniques  à  centre  rapportée  à  deux  diamètres  conju- 
gués; équation  de  la  parabole  rapportée  à  une  tangente  et  au  diamètre  con- 
jugué. —  Propriétés  des  coniques  dont  les  points  communs  appartiennent  à  un 
cercle.  —  Propriétés  de  l'hyperbole;  théorème  de  Frégier.  —Théorème  de  Joa- 
chimstahi.    —  Application  du  théorème  de  Pappus. 

Ecole  des  Powts  et  Chaissées  (Concolrs  de  1890);  Cours  prêpa- 
RAToiREs.  —  Concours  d'admcssion  a  l'École  navale  E3f  1889. 
—  Concours  d'admission  a  l'École  navale  en  1890.  —  Énoncés 
des  compositions.  (59-64)- 

Lévy  {L,).  —  Intersection  de  deux  quadriques.  (65-76). 

Application  d'une  méthode  de  M.  Darboux,  employée  déjà  par  M.  Carvall^ 
pour  rètuclc  (lu  contuct  de  deux  quadriques  (même  Recueil,  décembre  i8<)')). 
L'auteur  examine  suc<  cssivemcnl  les  cas  suivants  : 

A(X)  est  nul  sans  (juc  tous  ses  premiers  miueurs  le  soient;  A  (a)  est  nul 
ainsi  que  tous  ses  mineurs  du  premier  ordre,  mais  un  mineur  au  moins  du 
second  ordre  est  dilTérentde  zéro;  tous  les  mineurs  du  second  ordre  (leA(*A) 
sont  nuls,  mais  un  élément  au  moins  est  diflérent  de  zéro;  tous  les  cléments 
de  A(X)  sont  nuls  pour  la  valeur  de  X  considérée;  Téquation  en  X  est  une 
identité. 

Marie  {M.).  —  Observations  sur  un  Mémoire  de  M.  Henri  Poin- 
caré,  publié  en  1887,  dans  les  Acta  matliematica  de  Sloc- 
kholin,  et  relatif  aux  résidus  des  intégrales  doubles.  (77-8>.). 

L'auteur,  malheureusement  enlevé  depuis  à  la  Science,  discute  certains  point? 
du  Mémoire  en  question,  et  conteste  notamment  l'exactitude  de  quelques  ré- 
sultats concernant  les  périodes  des  intégrales  doubles. 

Ocagne  (J/.  (V), —  Sur  une  courbe  définie  par  la  loi  de  sa  recli- 
iicalion.  (82-90). 

Ktudc  d'un  mode  de  correspondance  entre  une  droite  et  une  courbe,  tel  (\^^ 


i 
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la  dislance  cnlre  deux  points  corrcspondanls  soit  constante,  et  que  l'arc  de 
courbe  soit  égal  au  segment  de  droite  correspondant.  La  question  peut  alors  se 
traiter  géométriquement;  la  courbe  est  de  celles  que  M.  Sylvester  appelle  syn- 
tracirices.  M.  d'Ocagne  en  donne  plusieurs  propriétés  intéressantes. 

Concours  général  de  1890.  —  Énoncés  des  compositions.  (io4- 
108). 

Carvallo  {E,),  —  Démonstration  du  théorème  fondamental  de  la 
théorie  des  équations.  (109-110). 

Nouvelle  démonstration  très  simple  et  rigoureuse;  c'est  un  argument  de 
plus  pour  la  réintégration^  dans  les  programmes,  d'une  proposition  aussi  fon- 
damentale, et  qu'on  ne  saurait  admettre  comme  postulatum,  ainsi  qu'on  le  fait, 
sans  laisser  dans  l'esprit  une  regrettable  lacune. 

Mayer  (  D,-E.),  —  Sur  les  équations  algébriques.  (1 1 1-124). 

L'article  comprend  :  1°  le  théorème  suivant  :  «  Si,  dans  une  équation  algé- 
brique de  degré  m,  il  existe  un  terme  d'exposant  A*,  dont  le  coefficient  ait  un 
module  plus  grand  que  la  somme  des  modules  des  autres  coefficients,  l'équa- 
tion a  m  —  A*  racines  de  modules  supérieurs  à  i,  et  A'  racines  de  modules  infé- 
rieurs à  I  »  ;  3<*  l'indication  d'une  méthode  pour  le  calcul  approché  des  racines 
d'une  équation. 

Nous  signalerons  l'originalité  du  mode  de  démonstration  du  théorème,  reposant 
sur  des  considérations  empruntées  au  Calcul  des  probabilités. 

Dolbnia  (/.).  —  Sur  le  développement  de  y/R  en  fraction  con- 
tinue. (i34-i4o)- 

Démonstration  très  simple  de  quelques  théorèmes  extraits  du  Mémoire  d'Abel 
Sur  Vintégration  de  la  formule  différentielle  J-—  {Œuvres,  2»  édition,  t.  I, 
p.  io4). 

Duporcq  (E-)-    —    Nouvelle  démonstration    géométrique   d'un 
théorème  de  M.  Faure.  (i4o-i4i)- 

Le  théorème  en  question  est  le  suivant  :  «  Les  cercles  circonscrits  aux  trian- 
gles conjugués  par  rapport  à  une  conique  fixe  coupent  orthogonalement  un 
cercle  fixe,  concentrique  à  la  conique.  » 

Adam  {P»)-  —  Sur  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe 
gauche  et  sur  les  courbes  gauches  à  courbure  constante.  (142- 

l52). 

Démonstration  de  cette  propriété,  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  est 
l'enveloppe  du  cercle  normal  à  la  courbe  considérée  et  ayant  pour  diamètre  le 
rayon  de  la  sphère  osculatrice  qui  aboutit  à  cette  courbe.  Le  procédé  géomé- 
trique employé  a  été  indique  à  l'auteur  par  M.  Darboux.  Diverses  conséquences. 
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Clugnet  (T,),  —  Note  de  Géométrie.  (i53-i58). 

Propriété  d'une  conique  et  d'une  circonférence  ayant  son  centre  sur  l'un  des 
axes.  L'auteur  en  déduit  plusieurs  corollaires  qui  le  conduisent,  en  particulier, 
à  des  constructions  simples  des  normales  de  la  développée. 

Worontzoff,   —  Sur  le  développement  des  intégrales  en  séries. 

Le  calcul  de  l'auteur  lui  permet  de  retrouver  plusieurs  formules  conoDes  et 
de  donner  diverses  formes  pour  le  reste. 

Marie  {MJ),  —  KéaUsallon  et  usage  des  formes  imaginaires  en 
Géométrie.  (172-179,  276-296,  329-340,  373-384,  4*7-428, 
459-472). 

Suite  et  fin  de  la  série  des  articles  précédemment  publiés  dans  le  même  Re- 
cueil et  analysés  dans  le  Bulletin  (t.  XV,  p.  81).  Los  sujets  principaux  traités 
ici  sont  : 

Quadratrices  des  courbes  algébriques  (  Hn  ).  —  Sur  la  rectification  des  coorb^ 
planes.  —  Géométrie  dans  l'espace  :  conjuguées  d'une  surface;  cubature  des 
surfaces;  périodes  des  intégrales  doubles;  classification  des  intégrales  doubles 
cubalrices;  applications  aux  surfaces  du  troisième  ordre.  —  Développement  en 
série  d'une  fonction  iniplicile. 

Quelle  que  soit  l'opinion  de  chacun  sur  les  théories  de  l'auteur  cooceroaDt 
les  imaginaires,  auxquelles  il  a  consacré  une  grande  partie  de  sa  vie,  on  ne 
peut  lui  contester  les  qualités  d'originalité  et  d'invention  qui  le  di>tinguéreoL 
Miiis  il  est  permis  de  se  denidnder  si  les  sujcls  traités  par  lui  dans  les  articles 
dont  nous  nous  occupons  étaient  bien  y  leur  place,  adressés  à  des  élèves  de 
Mathématiques  spéciales.  Sans  se  confiner  étroitement  dans  les  programmes, il 
est  bon,  à  notre  avis,  de  ne  pas  dépasser  certaines  borues,  et  surtout  de  n'en- 
seigner aux  élèves  que  des  doctrines  dégagées  de  toute  controverse. 

Robert  (le  V.  C/i.),  —  Généralisation  d'un  ihéorènie  sur  l'équi- 
libre des  surfaces  fermées.  (180-189). 

Après  avoir  rapidement  établi  les  théorèmes  de  MM.  Bertrand  et  Joobert, 
l'auteur   démontre   quune  surface  fermée  reste  en   équilibre  sous  l'action  de 

forces  normales  et  proportionnelles  à  jt^.t;'   N  étant  une  quantité  qu'il  exprime 

par  récurrence,  d-s  un  élément  de  la  surface,  et  R,  R'  les  rayons  de  courboK 
principaux. 

Issaly  (Tabbé).  —  Extension  aux  pseudo-surfaces  du  lhéorèm« 
de  Malus  relatif  à  la  marche  des  rayons  lumineux.  (ipo-igS). 

Voir  les  travaux  antérieurs  de  l'auteur  sur  le  même  sujtt,  et  qui  ont  été  pré- 
cédemment analysés  {Bulletin,  t.  \V,  p.  85). 
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Jamet  (F.)  —  Sur  les  périodes  des  intégrales  elliptiques.  (igS- 
196). 

M.  Jamet.  montre,  dans  cet  article,  comment  on  rencontre  une  relation 
connue  sur  les  périodes  quand  on  veut  évaluer  le  volume  de  l'ellipsoïde  au 
moyen  des  coordonnées  elliptiques. 

Picard  {EJ),  —  Sur  le  théorème  général  relatif  à  l'existence  des 
intégrales  des  équations  différentielles  ordinaires.  (197-201). 

Extrait  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France.  Cette  démon- 
stration est  aussi  remarquable  par  son  élégante  simplicité  que  par  sa  rigueur 
et  mérite  de  devenir  classique. 

Grosselête  {E.),  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques 
élémentaires  pour  l'agrégation  des  Sciences  mathématiques;  con- 
cours de  1889.  (2oi-2o3). 

Divers  problèmes  concernant  deux  droites  concourantes  et  un  point  du  plan. 

Genly.  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
pour  l'agrégation  des  Sciences  mathématiques;  concours  de 
1889.  (204-208). 

Questions  sur  un  cône  du  deuxième  degré  et  deux  quadriques  inscrites. 

Grossetêle{E,).  —  Solution  de  la  question  d'Analyse  pour  l'agré- 
gation des  Sciences  mathématiques;  Concours  de  1889.  (208- 
212). 

Sur  les  invariants  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

rf'5  dz       ,  dz 

a-j-  -h  o   , — \-  cz  =  o. 


dx  dy  dx  dy 

Barisien,  —  Solution  de  la  question  d'Algèbre  du  Concours  d'ad- 
mission à  l'École  Normale  supérieure  en  1889.  (2 12-21 5). 

Polynôme  entier /(a?)  du  septième  degré,  tel  que/(jr)  -+-i,/(:r)  —1  soient 
respectivement  divisibles  par  {x  —  i)*,  (x  -h  i)*. 

Jamet {V.),  —  Sur  le  nombre  e.  (21 5-2 18). 

Démonstration  simplifiée  de  la  proposition  de  M.  Hermite,  que  e  n'est  racine 
d'aucune  équation  algébrique  à  coefficients  entiers. 

Carvallo{E.),  —  Théorie  des  déterminants.  (219-224). 

L'exposition  simplifiée  de  M.  Carvallo  a  pour  but  essentiel  de  servir  de  pré- 
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paration  aux  méthodes  de  Cauchy,  de  Grassmann  et  d'Hamillon.  II  insiste  sur 
le  caractère  de  produit  symbolique  qui  appartient  à  un  déterminant,  et  qui 
est  de  nature  à  rendre  presque  intuitive  cette  théorie.  Nous  ne  croyons  pas 
qu'il  existe  un  travail  quelconque  dans  lequel  la  multiplication  extérieure  de 
Grassmann  soit  aussi  simplement  et  aussi  clairement  exposée. 

Acier  (//.)•  —  Démonstration  nouvelle  d'un  théorème  sur  les 
normalies.  (225-228). 

Ce  théorème  consiste  en  ce  que  si  la  directrice  d'une  oormalie  passe  par  un 
point  d'une  surface,  les  plans  principaux  relatifs  à  ce  point  sont  tangents  à  la 
normalie  aux  centres  de  courbure  principaux. 

/Parisien.  —  Solution  des  compositions  pour  le  Concours  d'ad- 
mission à  rÉcole  centrale  en  1889;  première  et  dcuiième 
session.  (228-235). 

i"  Sur  un  faisceau  de  paraboles;  divers  problèmes; 

2"  Lieux  géométriques  et  problèmes  relatifs  à  un  système  de  coniques. 

Mangeot  (5.).  —  Surfaces  de  symétrie  du  troisième  ordre  d'une 
quadrique.  (285-242). 

L'auteur  appelle  surfaces  de  symétrie  celles  dont  chaque  normale,  limitée  à 
ses  deux  points  de  rencontre  avec  la  quadrique,  a  son  milieu  au  point  d'io- 
cidence.  Cet  article  est  le  point  de  départ  d'une  méthode  générale  pour  la 
détermination  de  celles  de  ces  surfaces  qui  sgnt  algébriques. 

Ihirisien,  —  Solutions  des  compositions  pour  le  Concours  d'ad- 
mission à  l'Ecole  centrale  en  1890;  ])remière  et  deuxième 
sessions.  (2^3-25 1). 

1"  Lieux  de  sommets  cl  de  foyers  de  paraboles,  et  autres  problèmes  y  re- 
latifs; 

'i°  Diverses  propriétés  d'une  parabole. 

Ihirisicu.  —  Solution  de  la  composition  pour  le  Concours  d'ad- 
mission à  l'Ecole  Polytechnique  en  1890.  (9.51-256). 

Diverses  queslioiis  sur  une  hyperbole  équilalère. 

Grossetcte  {E.).  —  Solution  de  la  question  de  Mathénialiqiie> 
élénicnlaircs  pour  ra<;r('^ation  des  Sciences  malliématiques; 
Concours  de  iHyo.  (*>.5()-->.(')4). 

Sur  deux  droites  fixes  coupées  par  une  droite  mobile;  propriétés.  lien  el 
envcl()|)pc. 

Liroifjr  {]/.).    -   Solution  géométrique  de  liï  question  de  Malhé- 
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matiques  spéciales  pour  ragrégation   des  Sciences  mathéma- 
tiques; Concours  de  1890.  (264-267). 

Lemaire.  —  Note  sur  la  question  précédente.  (267-269). 

Marchand,  —  Remarques  sur  le  même  problème.  (269-276). 

Il  s'agit  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle  donné  et  vues  d'un  point 
donné  P  sous  un  angle  droit.  Lieu  des  centres;  existence  d'un  autre  point  P' 
ayant  la  même  propriété  que  P;  propriétés  diverses. 

Barisien,  —  Solution  de  la  composition  du  Concours  pour  les 
bourses  de  licence;  Paris,  1889.  (297-301). 

Diverses  questions  relatives  à  la  courbe  y  =  —  — '- . 

Collin  {J.S.).  —  Tangentes  communes  à  deux  coniques.  (3o2- 
3o5). 

M.  Collin  traite  la  question  en  évitant  l'emploi  des  coordonnées  tangen- 
tielles  et  en  faisant  seulement  intervenir  l'équation  aux  coefficients  angulaires 
des  tangentes. 

Concours  d^ admission  a  l'Ecole  Polytechnique;  a  l'École  spé- 
ciale militaire;  a  l'École  Normale  supérieure  en  1891.  — 
Énoncés  des  compositions.  (3o5-3i2). 

Correspondance.  —  M.  Gomes  Teixeira  (Extrait  d'une  lettre  à 
M.  Rouché)  :  Sur  la  formule  de  Stirling.  Note  de  M.  Rouché. 
(3i2-3i7). 

Genèse,  —  Sur  un  cercle  remarquable  qui  passe  par  deux  points 
d'une  conique.  (3i8-32o). 

Si  AB  est  une  corde  fixe  d'une  conique,  C  son  pôle,  P  un  point  de  la  courbe, 
QCQ'  une  antiparalléle  à  AB  coupant  PA,  PB  en  Q,  Q',  le  cercle  dont  il 
s'agit  passe  par  A,  B,  Q,  Q'. 

Marchand,  —  Remarques  sur  le  problème  de  Mécanique  proposé 
à  l'agrégation  en  1889.  (32  1-322). 

Emploi  des  équations  de  Lagrange  au  lieu  des  formules  du  mouvement 
relatif. 

Marchand,  —  Remarques  sur  le  problème  de  Mathématiques 
spéciales  de  l'agrégation  de  1889.  (3^2-325). 
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Transforma  lion  de  Ténoncé  par  le  principe  de  dualité;  généralisation. 

Worontzoff.  —  Sur  les  fonctions  symétriques.  (325-329). 

Généralisation  d'une  proposition  connue. 

Carvallo  {E,).  —  Multiplication  des  dëterrainants.  (34 1-345). 

Cet  article  fait  suite  à  celui  que  M.  Carvallo  a  déjà  publié  dans  le  même 
tome  (p.  219-324)  et  qui  a  été  analysé  plus  haut.  Il  donne  ici  le  produit  de 
deux  déterminants  d'ordres  m  et  n  en  un  déterminant  d*ordre  m  4-/1,  celui 
de  deux  déterminants  de  même  ordre  en  un  déterminant  de  même  ordre,  et 
plusieurs  propriétés  des  déterminants  réciproques. 

Carv^allo  (E,).  —  Sur  une  généralisation  du  théorème  des  pro- 
jections. (345-347). 

Produit  de  deux  segments  dont  chacun  est  la  somme  géométrique  de  plusieurs 
autres  par  le  cosinus  de  leur  angle.  Applications. 

Agrégation   des  Sciences  mathématiques   (Concours   de  1891). 

Concours  d'admission  a   l'Ecole  centrale   en   1891;   CoNcorns 
GÉNÉRAL  DE   1891.  —  Énoucés  dcs  compositions.  (34"-35"). 

Concours  pour  les  bourses  de  licence  en  1890.  —  Mathéma- 
tiques :  Enoncés  des  compositions.  (357-358). 

CONCOLRS     d'admission     \     l'EcOLK     DKS    1\Ii>KS    DE     SaINT-EtIE>.>E 

en  1890.  —  Enoncés  des  compositions.  (358-36o). 

Agûégatiom  des  Sciences  mathématiques  (Concours  de  1890).  — 
Enoncés  des  compositions.  (36i-36'i). 

Brill  (./.).  —  Note  sur  Tapplicalion  de  transformations  de  con- 
tact à  rinté<;ration  dos  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre.  (3f)2-3()5). 

Celte  courte  Note  est  inU'rcssanle  comme  application  de  la  Géométrie  à 
rVnalyse,  mais  ga^jncrait  à  cire  un  peu  développée.  L'extrt'^me  concision  qu'elif 
présente  en  rend  la  lecture  un  peu  pénible. 

l\oberjot,  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  ^wi?..  (3()5-37o). 

« 

Elude  de  la  force  vi>e,  des  moiiicnls,  équalions  générales,  indépendammcni 
de  tout  système  d'axes  particulier.   Interprétation  géométrique. 
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Ravier  {S,- L,),  —  Sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques et   sur  une  génération  mécanique  des  quadriques. 

(37.-373). 

Indication  d'une  transformation  birationnelle  du  seccrtid  ordre  plus  générale 
que  l'inversion.  Combinaison  de  deux  systèmes  arlicuIéSi  qui  permettrait  de 
faire  décrire  une  quadrique  par  un  point. 

Svechnicoff,  —  Le  centre  d'inertie  et  les  moments  d'inertie  du 
corps  épicjcloïdal.  (385-392). 

Calculs  d'intégration  conduisant  à  des  résultats  relativement  simples;  mais 
peut-être  ne  serait-il  pas  inutile  de  définir  exactement  tout  d'abord  le  corps 
épicycloïdal. 

Pucheivicz  {V.).  —  Note  sur  les  approximations  dans  le  calcul 
logarithmique.  (393-3()9). 

ê 

Etude  de  l'approximation  d'un  logarithme,  connaissant  le  nombre;  d'un 
nombre  dont  on  donne  le  logarithme,  connaissant  l'approximation  de  ce  loga- 
rithme. Application  à  un  exemple. 

Ilioux  {V*)'  —  Cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés.  (399-406). 

La  solution  donnée  comprend  comme  cas  particulier  celle  de  Gergonne. 
L'auteur  énonce  et  démontre,  pour  y  arriver,  plusieurs  propositions  dignes 
d'intérêt. 

Ilusquin  de  Rhéville,  —  Construction  géométrique  du  centre  de 
courbure  en  un  point  d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées 
polaires.  (4i  i-4i6). 

Interprétation   géométrique   de  -,—   et  de  — 7— •  Centre  de   courbure  d'une 

aw'  dp» 

conchoïde. 

Carvallo  (A'.),  —  Théorème  fondamental  pour  la  résolution  nu- 
mérique des  équations.  (429-433). 

La  question  dont  il  s'agit  a  déjà  été  examinée  par  l'auteur  dans  l'une  de  ses 
thèses  de  doctorat.  Il  y  revient  pour  la  préciser  et  en  signaler  l'importance 
théorique  et  pratique.  Sans  pouvoir  essayer  même  d'en  donner  ici  une  idée, 
nous  la  recommandons  d'une  façon  toute  spéciale  à  l'attention  du  lecteur. 

Molenbroch  (P.).  —  Sur  la  représentation  géométrique  des 
points  imaginaires  dans  l'espace.  (434-453). 

L'auteur,  qui  possède  bien  le  calcul  des  quaternions  et  s'en  est  évidemment 
inspiré,  part  de  la  notion  de  distance,  et  prend  pour  représenter  un  point  le 
lieu  des  points  réels  dont  la  dislance  au  point  imaginaire  considéré  est  nulle. 
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Il  trouve  ainsi  une  circonférence.  Les  considérations  qu'il  déduit  de  là  oflTrenl 
un  réel  intérêt,  et  coïncident  sur  plusieurs  points  avec  les  résultats  des  travaux 
de  Laguerre.  Il  est  regrettable  qu'en  terminant,  et  à  propos  des  publications 
de  ce  dernier  et  de  M.  Tarry,  il  ait  commis  certaines  erreurs  de  faits,  qni 
semblent  dénoter  une  connaissance  incomplète  des  tentatives  de  ses  prédé- 
cesseurs. 

Cahen   {E,).    —  Note  sur    la  convergence  de  quelques  séries. 

(453.459). 

Exposé  d'une  méthode  que  l'auteur  applique  aux  exemples  ^  — »   \,  "".* 

2^1  yi         I  yi  cos(a  log/i) 

d  /tlog/i'  ^  n  log<^/i*  ^  n 

s  t  1 

Si'echnicoff.  —  Les  centres  d'inertie  de  la  moitié  et  du  quart  du 
corps  épicj'cloïdal.  (473-^76). 

Même  sujet  que  dans  un  article  traité  plus  haut  (voir  p.  385-392). 

Cahen  {E,).  —  Note  sur  la  série  \  /l'w".  (476-477 )• 

1 

A 

La  somme  de  la  série  est ; — »  A  restant  fini  pour  m  =  i,  5  étant  qucl- 

(1—  m)'^'  ^ 

conque,  mais  positif. 

Dolbnia  (./.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  fonctions  abé- 
liennes.  (478-50?.). 

L'auteur  examine  les  intégrales  abéliennes  de  première  espèce,  finies  sur 
toute  la  surface  de  la  sphère,  en  employant  la  méthode  des  lacets  et  df?> 
feuilles,  analogues  à  celles  de  Itiemann.  Dans  une  première  Partie,  il  urrive 
ainsi  à  établir  deux  théorèmes.  Il  en  fait  ensuite  application  à  rèlude  des  \>i- 
riodcs,  et  au  calcul  des  intégrales  hyperclliptiques. 

Laurent  {II.).  —  Sur  les   formes  quadratiques  et   sur  réqualion 
dite  eu  S.  (r)<)^-.')07). 

.\  rencontre  de  la  plupart  des  méthodes  connues,  celle  qu'emploie  M.  Lau- 
rent n'a  pas  rinconvènicnt  d'être  trop  parliculière  ou  de  s'appuyer  sur  la  mul- 
tiplication des  déterminants.  Application  à  l'intersection  de  deux   quadrique^. 

Cahen  {E.),  —  Note  sur  uu  développeuient  des  quantit«*s  nunic- 
riques,   qui   présente  quelque  analogie   avec  celui  en  fraction^ 
continues.  (i^oS-;*)!/!). 
Deux  développements  des  formes 

III  III 

''„      '',      ".  ^^>      t.      t. 

quelques  consé([uences;  exemples   et  jjènèralisalion. 
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Concours  d'admission  a  l'Ecole  centrale  en  1891  :  seconde 
SESSION.  —  Enoncés  des  compositions.  (5i4-3i6). 

De  Saint'Germain,  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Roiiché  :  Note 
sur  le  problème  de  Mécanique  proposé  au  Concours  d'agréga- 
tion en  1891.  (5 16-526). 

MouYement  d'un  point  matériel,  soumis  à  certaines  forces,  sur  un  paraboloïde 
entraîné  dans  un  mouvement  uniforme  de  rotation. 

« 

Brisse  (C).  —  Réclamation  de  priorité  pour  une  faute.  (527). 
Correction  au  Recueil  de  problèmes  de  Géométrie  analytique^  de  l'auteur. 

Lechalas  (G.).  —  Quelques  théorèmes  de  Géométrie  élémen- 
taire. (527-545). 

Cet  article  a  surtout  un  intérêt  philosophique,  se  rattachant  à  la  question 
des  Géométries  non  euclidiennes.  L'auteur  entreprend  de  démontrer  que,  con- 
trairement à  une  assertion  de  M,  Renouvier,  on  peut  se  passer  d'autres  pos- 
tulats que  celui  d'Ëuclide,  et  qui  paraissent  admis  implicitement,  en  général. 
Nous  n'oserions  affirmer  qu'il  y  parvient,  étant  pour  cela  bien  trop  incompétent 
en  ces  matières. 


Exe 


RCICES. 


Sous  ce  titre,  la  Rédaction  des  Nouvelles  Annales  a  rétabli,  avec  une  pagina- 
tion spéciale  et  sous  forme  sommaire,  des  énoncés  de  questions  proposées  et  de 
solutions,  qu'elle  avait  eu  le  très  grand  tort,  à  notre  avis,  de  supprimer  presque 
totalement  depuis  plusieurs  années.  C'est  une  partie  indispensable  et  particu- 
lièrement intéressante  dans  un  recueil  de  cette  nature. 

Nous  rendons  compte  ci-dessous  de  cette  deuxième  Partie  du  recueil,  pour 
la  même  année  1891. 

Questions  proposées  :  1595  à  1600.  (  i*-2*). 

Lemoine  {et  divers),  —  Solution  de  la  question  159i.  (2*-3*). 

Propriété  d'un  triangle  et  de  circonférences. 

Lemaire,  —  Solution  de  la  question  1477.  (3*). 

Propriété  d'un  triangle  rectangle. 

Servais,  —  Solution  de  la  question  1575.  (4*)« 
Propriété  d'un  triangle  inscrit  à  une  parabole. 

Questions  proposées  :  1601,  1602.  (5*). 
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Brocard  {H,).  —  Solution  de  la  question  1398.  (6^-7*)« 

Roulement  d'an  cercle  sur  a  ne  ellipse;  dÎTCrs  problèmes. 

Brocard  {H.).  —  Solution  de  la  question  1452.  (7*). 

Sur  une  éqaation  indéterminée  du  troisième  degré. 

Brocard  {H,).  —  Solution  de  la  question  1558.  (7*'-8*). 

Lien  de  centres  de  coniques. 

Serçais.  —  Solution  de  la  question  15T7.  (S*-g*). 


Lim  1/  ^^     "*      -  sachant  que  lim  -^±1  =  h. 


Servais  et  Lemaire.  —  Solution  de  la  question  1578.  (9*). 

Lim  /t'\^a,a,...fl.  sachant  que  lim  /i*a„=  a,  pour  n  =  oc. 

QuESTioifs  PROPOSÉES  :  1603  à  1608.  (10*). 

De  Crès  (/?.)•  —  Solution  de  la  question  1595.  (i  i*-i2*). 

Propriétés  des  rayons  de  courbure  en  deux  points  d'une  conique. 

Brocard  (H.).  —  Solution  de  la  question  1550.  (i2*-i3*). 

Lieu  du  point  de  contact  d'un  cercle  et  d'une  droite. 
Lez,  —  Solution  de  la  queslion  1562.  (i3*-i8*). 

Propriétés  de  points  en  ligne  droite  ou  sur  une  conique,  et  de  droites  cun- 
courantes. 

Brocard  (II,).  —  Solution  de  la  question  loo3.  (18*). 

Divisibilité  par  loA  -h  B  de  looa  -f-ioô  -f-  c  et  de  rA'—  6AB-f-  ali'. 

Lemaire,  —  Solution  delà  question  1581.  (i8*-20*). 

Propriétés  de  coniques  passant  par  un  même  point,  et  de  droites  touchant 
une  même  conique. 

Darboux  (G.),  Barisien  et  Ij?moine  {E,),  —  Solutions  de  la 
question  1603.  (20*-24*)- 

Propriétés  du  triangle  de  surface  maximum  inscrit  dans  une  ellipse. 

Questions  proposées  :  1609  à  1615.  ('?..\*'1^^*), 
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Bosi  (L,).  —  Solution  de  la  question  1587.  (25*-27*). 

Propriété  des  quatre  normales  menées  d'un  point  à  Tellipse. 

Audibert.  —  Solution  de  la  question  1598.  (aj^-aS*). 

Lieu  des  centres  d'hyperboles  équilatéres  osculatrices  à  une  ellipse. 

Lemaire.  —  Solution  de  la  question  1605.  (a8*-29*). 
Propriété  des  deux  tangentes  à  une  parabole  menées  par  un  point. 

Bardelli  {L,).  —  Solution  de  la  question  1606.  (•29*-3o*). 
Sur  le  rayon  de  courbure  de  la  lemniscate  de  BernouUi. 

Lemoine  (E.)  et  Greenstreet  {TV.-J.),  —  Solutions  de  la  ques- 
tion 1602.  (3o*-3i*). 

Propriété  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique. 

Dertoux.  —  Solution  de  la  question  1607.  (3i*-32*). 

Trajectoires  orthogonales  d'une  sphère  dont  le  centre  parcourt  une  droite. 

Dertoux,  —  Solution  de  la  question  1608.  (32*-34*). 

Trajectoires  orthogonales  d'une  sphère  dont  le  centre  parcourt  une  circon- 
férence. 

Barisien,  —  Solution  de  la  question  1610.  (34*-35*). 

Lieu  des  pieds  des  normales  par  un  point  sur  les  coniques  d'un  faisceau. 

Brocard  {IL),  —  Solution  de  la  question  1612.  (35*-36*). 

Propriété  d'une  normale  en  un  point  d'une  conique. 

Brocard  {H,),  —  Solution  de  la  question  1613.  (36*-37*). 
Valeur  approchée  du  côté  de  l'heptagone  régulier. 

Sondât  {P-).  —  Solution  de  la  question  1562.  (37*-39*). 

Voir  ci-dessus  (p.  i3*). 

Barisien.  —  Solution  de  la  question  1560.  (39*-4o*). 

Rayon  d'une  circonférence  passant  par   trois  points  donnés   (coordonnées 
trilinéaires). 

Duporcq.  —  Solution  de  la  question  1612.  (4"*)' 
Fbir  ci-dessus  (p.  35*). 
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Duporcq.  —  Solution  de  la  question  161S.  {ii*-^^*). 
Propriété  de  trois  points  d'âne  conique* 

Questions  pboposébs  :  1616  à  1690.  (43*-43*)* 
Lemoine  {E.).  —  Solution  de  la  question  1S93.  (43*-47^)« 

Formalet  sur  les  éléments  d'un  trtangln. 

Barisien.  —  Solution  de  la  question  1611.  (49*'-49*). 
lien  reistil  à  deux  iàisoetos  de  coniques. 

Malo  (E.).  ^  Solution  de  la  question  1610.  (5o*-5i*). 

Voir  ci-dessas  (p.  34*). 

A.  L. 
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8008  LES  AUSPICES  DU  MINISTRE  DE  lInSTRUCTION  PUBUQUB,  PAR  UN  COHITB 
DE  RéDAGTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MaItRBS  DE  CONFERENCES  DE  l'ÉGOLE. 

3»  série,  t.  Vil,  1890  («). 

Darboux.  —  Sur  les  surfaces  dont  la  courbure  totale  est  con- 
stante. (9-18). 

La  théorie  des  surfaces  à  courbure  totale  constante  présente  les  rapports  les 
plus  étroits  avec  celle  des  surfaces  minima. 
Ainsi  la  détermination  des  surfaces  minima  dépend  de  Téquation 

s  =  cS 

et  celle  des  surfaces  à  courbure  constante,  d'après  M.  Weingarten,  se  ramène 
à  l'équation 

(0  s  =  ae*-\-  be-'. 

On  n'a  pu  jusqu'à  ce  jour  intégrer  celle  équation,  mais  on  connaît  divers 
procédés  qui  permettent  de  déduire  d'une  surface  à  courbure  constante  donoée 
une  infinité  d'autres  surfaces  à  courbure  totale  constante. 

Ainsi  M.  Lie  a  remarqué  que,  si  f{Xj  y)  est  une  solution  de  l'équation  (i), 

il  en  sera  de  même  de/(  —  »  ym\  où  m  est  une  constante  arbitraire. 


(«)  \o\r  Bulletin,  t.  XV,,  p.  i8. 
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M.  Blanchi  a  indiqué  en  1879  une  méthode  bien  plus  féconde  dont  voici  le 
principe. 

Soit  (£)  une  surface  à  courbure  négative  —  i  dont  on  connaît  les  géodésiques. 
On  pourra  d'une  infinité  de  manières  mettre  l'élément  linéaire  sous  la  forme 

Toutes  les  tangentes  aux  géodésiques  ^  =  const.  sont,  comme  on  sait,  nor- 
males à  une  surface  (S)  et  elles  touchent  une  seconde  surface  (£')  de  telle 
manière  que  (S)  et  (£')  constituent  les  deux  nappes  de  la  surface  des  centres 
de  courbure  de  (S).  M.  Bianchi  démontre  que  (£')  est,  comme  (£),  une  sur- 
face de  courbure  — i.  On  voit  donc  que  Ton  pourra  déduire  de  (S)  une  sur- 
face (£')  contenant  dans  son  équation  une  constante  arbitraire. 

L'application  répétée  du  même  procédé  conduira  à  des  surfaces  à  courbure 
totale  constante  dont  l'équation  renfermera  autant  de  constantes  que  l'on 
voudra.  M.  Lie  a  fait  la  remarque  capitale  que  ce  procédé  exige  seulement  une 
série  de  quadratures. 

M.  Darboux  donne  de  la  proposition  de  M.  Bianchi  une  démonstration 
géométrique  des  plus  élégantes.  Il  présente  une  démonstration  analytique  non 
moins  simple  d'un  théorème  presque  identique  de  M.  Kibaucour,  qui  peut 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

«  Si,  dans  chaque  plan  tangent  à  une  surface  de  courbure  —  i,  on  trace  un 
cercle  de  rayon  i  ayant  son  centre  au  point  de  contact  de  ce  plan  tangent,  les 
cercles  ainsi  obtenus  seront  orthogonaux  à  une  famille  de  surfaces  de  courbure 
—  i;  ces  surfaces  feront  partie  d'un  système  triple  orthogonal  dont  les  deux 
autres  familles  seront  évidemment  composées  de  surfaces  enveloppes  de 
sphères.  » 

Mais  l'objet  principal  de  M.  Darboux  est  de  simplifier  l'application  de  la 
méthode  de  M.  Bianchi.  La  détermination  de  chaque  surface  nouvelle  n'exige, 
il  est  vrai,  qu'une  quadrature.  Mais  ces  quadratures  portent  sur  des  expressions 
•  de  plus  en  plus  compliquées  contenant  les  constantes  arbitraires  mêlées  aux 
variables.  Or  M.  Darboux  parvient  à  ce  résultat  important  :  il  suffira  d'efl*ec- 
tuer  au  début  un  certain  nombre  de  quadratures  (inférieur  d'une  unité  au 
nombre  des  solutions  nouvelles  que  l'on  veut  obtenir)  portant  sur  des  fonc- 
tions parfaitement  déterminées  des  variables,  et,  ces  quadratures  une  fois 
effectuées,  l'application  de  la  méthode  n'exigera  que  les  calculs  algébriques  les 
plus  élémentaires. 

Guicliard.  —  Sur  une  classe  particulière  d'équations  aux  dérivées 
partielles  dont  les  invariants  sont  égaux.  (19-22). 

Les  équations  dont  il  s'agit  sont 
où  9  est  une  solution  quelconque  de  l'équation 

-T-    -h  COS^S  =  0. 


ôuôv 
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On  voit  immédiatement  que  —  et  -^^  sont  des  solutions  particulières  de 

^       du        dv 

réquation  (i). 
M.  Guichard  montre  que  d'une  solution  de  l'équation  (i)  on  peut,  en  a'efiec- 

« 

tuant  que  des  quadratures,  en  déduire  une  infînité  d'autres. 
Soit,  en  effet,  p  une  solution  de  (i).  Les  deux  équations  compatibles 


♦ 


dX  à?    ào 

Ou  Ou  Ou 

-—  =  p  cos  r 

Ov       '^ 

permettront  de  déterminer  X  par  une  quadrature,  et 
,    .  O'p       ^  do 


Ou'  Ou 


sera  une  solution  de  l'équation  (r). 
Il  en  sera  de  même  de  s  : 


à'  p       .  Oo 
Ov*  0\> 


où  6  se  tire  par  quadrature  du  système  compatible 


ou        ^ 


\   lût   " 

(3) 

i    0^  __0^  âp 

\    Ov    "       (>v  ôv 

L'application  répétée  des  transformations  (2)  ou  (3)  donnera,  en  général,  une 
infinité  de  solutions  nouvelles. 

Méray  et  Riquier,  —  Sur  la  convergence  des  développemenls 
des  intégrales  ordinaires  d'un  système  d'équations  difTérentielIes 
partielles.  (23-88). 

Saint-Loup,  —  Sur  la  représentation  graphique  des  diviseurs  des 
nombres.  (88-100). 

La  distribution  des  nombres  premiers  dans  la  suite  des  nombres  a  été  l'objet 
de  nombreuses  recherches  qui  n'ont  pas  abouti. 

M.  Saint-Loup  s'est  proposé  d'examiner  si  une  disposition  graphique  des 
nombres,  autre  que  suivant  une  droite  indéfinie,  pouvait  conduire  à  la  solution, 
et  il  a  été  conduit  à  conclure  que  la  recherche  de  la  loi  des  nombres  premiers 
semble  devoir  êlre  abandonnée. 

Toutefois  la  disposition  des  nombres  en  triangle  arithmétique  met  en  évi- 
dence des  propriétés  assez  curieuses  au  point  de  vue  graphique. 

Ainsi  tous  les  multiples  d'un  nombre  premier  quelconque  sont,  dans  celle 
disposition,  répartis   sur   une   parabole  constante,    indépendante  du   nonlMnK 
considéré  et  dont  le  sommet  serait  transporté  aux  divers  sommets  d'us 
quadrangulaire. 
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Cette  même  disposition  permet  d'établir  de  nombreuses  formules  de  nombres 
n'admettant  pas  certains  diviseurs. 

Au  lieu  d'une  distribution  parabolique,  on  peut  obtenir  une  disposition  rec- 
tiligne,  à  la  vérité  arbitraire  par  son  point  de  départ,  mais  qui  permet  de  re- 
connaître graphiquement  les  diviseurs  du  nombre  considéré. 

Elliot,  —  Sur  une  équation  du  premier  ordre  et  l'équation  de 
Jacobi.  (ioi-i34). 

L'auteur  se  propose  pour  objet  la  réduction  à  la  forme  canonique  et  l'inté- 
gration des  équations  du  premier  ordre  de  la  forme 

dy  ^  Pr'-f-Qy-f-R 
dx  S^  -i-  ï        ' 

où  P,  Q,  R,  S,  T  sont  des  fonctions  de  x. 
Si  l'on  fait  le  changement  de  fonction 

^  =  aY4-  6, 

oCi  a  et  6  désignent  des  fonctions  indéterminées  de  x,  l'équation  (i)  conserve 
la  même  forme;  et  si  l'on  profite  des  fonctions  a  et  6  pour  annuler  dans  la 
nouvelle  équation  le  coefficient  de  y*  au  numérateur  du  premier  membre  et  le 
terme  constant  au  dénominateur,  on  aura 

a'       P  ^  T 

â  =  s'      *=-s' 

et  l'équation  proposée  se  transformera  dans  l'équation  réduite 

rfY       _       H 

où  I  et  H  ont  les  valeurs  suivantes 

^  _  aPT  — QS-4-TS'— rS       /g''^^ 

_  P'T  — QST-4-S«R    -ifl^x 

Jtl  —  .  c  . 

Les  fonctions  I  et  H  sont  des  invariants  relativement  au  changement  de 
fonction;  elles  sont  aussi  des  invariants  relativement  à  un  changement  quel- 
conque de  la  variable  indépendante. 

On  pourra,  en  changeant  cette  variable,  faire  en  sorte  que  I  se  réduise  à 
l'unité.  Il  suffira  de  faire  la  substitution 

d\  _ 


on  ramènera  à  la  forme  canonique 

dY 


d\  Y 


On  voit  immédiatement  que  X  est  un  invariant  absolu. 
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H 

Le  rapport  j-  —  J  est  un  invariant  absolu. 

L'exponentielle  introduit  un  facteur  constant  h  dans  I  et  le  carré  A*  de  ce 
facteur  dans  H.  L'introduction  de  ce  facteur  donne  des  équations  canoniques 
qui  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  le  changement  de  Y  en  /lY. 

Le  cas  où  les  coefficients  de  Téquation  (i)  sont  tous  constants  est  un  cas 

d'intégrabilité  qui  se  traduit  par  la  propriété  qu'à -j-  ou  bien  J  de  se  réduire 
à  une  constante.  Ce  cas  se  reconnaît  sur  l'équation  proposée  par  le  caractère 


/H\'    , 

(  Y  j   :  J  =  const. 


ou  bien         y  =  const. 


Toutes  les  fois  qu'on  saura  intégrer  une  équation  (i)  dont  les  invariaDts 
sont  I  et  H,  on  saura  intégrer  une  infinité  d'autres  équations  dont  les  inva- 
riants sont 

en  utilisant  les  solutions  particulières  u  de  la  première. 
L'équation  réduite  de  la  nouvelle  équation 

^'  -M  =  ïi 

dx         '      y, 

se  déduira  de  l'équation  réduite  de  la  proposée  par  le  changement  de  foaclioo 


y  = 


w'v.  —  c    •^    « 


Si,  par  exemple,  on  cherche  quelles  sont  les  équations 

dr  J 

dx  y 

que  l'on  peut  intégrer  en  les  ramenant  par  la  remarque  précédente  à  d'auln» 
où  }\  soit  une  constante  A,  on  obtiendra  pour  l'invariant  absolu  J  Texpressio» 
suivante 

J  -  -  -  — t-  -f-  -[3(3A-r-i)-XJ, 

où  \  est  une  fonction  entière  et  linéaire  de  x.  Les  équations  caractérisées  par 
cette  valeur  de  J  sont  des  équations  de  Jacobi. 
L'équation  de  Jacobi  est,  comme  on  sait, 

{lx-\-V  y  -rr){x  dy  —  y  dx)  —  {m  x  -h  m' y  -^-  m')  dy  -r-  {nx  -h  n'y  ~  n)  dx  -^  o. 

Par  un  simple  changement  de  notation  et  par  la  substitution  de  x-t-m  à  x. 
elle  devient 

dy  _    r*  -h  (  /î, x  H-  /?  )y  -h  p,x  -^  p 
dx  ~~  xy  -h  n^x'  -i-  fj^  x  -\-  q         ' 

c'est-à-dire  qu'elle  prend  la  forme  (i). 
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-   Les  deux  inYariants  sont 

jj  _^j^,x'(/?,ar-h;?)-h(/i.jr'-4-y,j:-f-y)[(y,— /i)jr-4-y] 

or» 

Si  Ton  identifie  avec  les  expressions 

1  = >  M  = 9 

X*  X' 

on  aperçoit  immédiatement  les  deux  relations 

7-8.-    -3- -8" 

et  si  on  les  suppose  vérifiées,  on  pourra  faire  Tidentification  d'une  infinité  de 
manières;  /i,,  p,  q,  p^  seront  exprimés  en  fonction  des  A  et  des  B,  et  aussi  de 
A,  q^y  /i,  qui  restent  arbitraires. 
L'équation 

dY        A,jr-T-A,  _  B,x^-4-  B,j:'-»-  j  \,  A.j:  -h  ;  \l 
dX  07'  ~~  x^\ 

peut  donc  être  considérée  comme  provenant  d'une  infinité  d'équations  de  Ja- 
cobi.  On  peut,  comme  le  montre  M.  Elliot,  en  simplifier  l'intégration  en  pro- 
fitant de  l'indétermination  de  h,  7,,  /i,. 

L'étude  de  l'équation  de  Jacobi  amène  l'auteur  à  rechercher  les  équations  de 
la  forme  (i),  dont  l'intégrale  générale  s'obtient  en  élevant  à  des  puissances 
convenables  les  facteurs  qui  correspondent  à  trois  solutions  particulières  et 
en  égalant  le  produit  à  une  constante. 

L'intégrale  aura  la  forme 

{y  —  KY{y  —  B)?(^—  C)T=  D  x  const., 

at,  p,  Y  étant  trois  constantes  et  A,  B,  C,  D  quatre  fonctions  quelconques 
de  X. 

En  éliminant  la  consUnte  par  difl'érentiation,  on  obtient  de  deux  façons  une 
équation  on  dy  est  le  quotient  d'un  polynôme  du  second  degré  en  y  par  un 
polynôme  de  premier  degré^: 

I*  Soit  en  prenant 

D  =  const.,        a-f-p-4-Y  =  o; 
2*  Soit  en  prenant 

D  =  const.  A«BJ»CT,         *  4.  |  +  I  =  o. 

U  première  forme  ne  donne  que  les  équations  provenant  de  l'équation  de 
Jacobi  par  un  changement  de  la  variable  indépendante;  la  seconde  appartient 
à  une  classe  d'équations  diO'érentiellcs  plus  générales  que  l'équation  de  Jacobi. 

Si,  au  lieu  de  trois  fonctions  de  x,  on  introduit  qualre  fonctions  A,  B,  C,  D 
et  si  l'on  désigne  par  a,  p,  y,  5  quatre  constantes,  l'équation 

{y  —  A)«(^  _  ^)>{y  —  C)T(y  —  D)T=  const. 
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donne  naissance  à  une  équation  différentielle  où  y  est  le  quotient  d'on  polj- 
nôme  du  second  degré  en  y  par  un  polynôme  du  premier  degré  soas  les  con- 
ditions 

a-f-P-4-Y-f-5=o, 

aA-i-  PB -+-yC -h  8D  =  o. 

Si  l'on  fait  le  changement  de  fonction 

>'  =  (A-D)^,4-D, 

l'équation  ne  dépend  plus  que  des  deux  rapports  t jr»  -. =rt  liés  eux- 

mêmes  par  une  relation,  et  l'intégrale  de  l'équation  peut  se  mettre  soas  la 
forme 

(r  —  0  (r  —  ')'  (r  -^  ^  -^  A«)y-*-^«  =  const., 

où  A*  et  h  sont  des  constantes  et  t  une  fonction  quelconque  de  x. 
On  obtient  ainsi   une  classe  d'équations  différentielles  qui  se  déduisent  les 

unes  des  autres  par  un  changement  de  la  variable  indépendante. 
M.  Elliot  s'attache  à  former  celles  de  ces  équations  dont  quatre  solotioas 

particulières  sont  des  fonctions  linéaires,  ce  qui  donne  une  généralisation  de 

l'équation  de  Jacobi. 
II  termine  en  indiquant  quelques  autres  casd'intégrabilité  des  équations  do 

type  (I). 

Zaremba.  —  Note  concernant  rintégration  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles.  (i34-i42). 

Il  s'agit  de  l'équation 

où  9,  et  tp,  sont  doux  fonctions  quelconques  de  a: -^ y. 

Klle  peut,  Comme  le  fait  voir  M.  Zaremba,  être  ramenée  à  Tîntégration  d'une 
équation  diiïcrenticlle  ordinaire  linéaire,  du  second  ordre,  et  à  des  quadra- 
tures. 

Si,  en  effet,  l'on  regarde  x  et  y  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  dans  le  plan  et  (jue  l'on  se  donne  en  chaque  point  d'une  courbe  C  la 
valeur  de  z  et  de  lune  de  ses  dérivées  premières:  si  de  plus  on  désigne  par 
M(a-,  >',  x^,  y^)  une  fonction  convenablement  déterminée  de  x,  y,  j-,,  v  .  mais 
indépendante  de  la  fnrnie  de  la  courbe  C  et  des  valeurs  de  z  et  de  ses  dérivées 
preiiiicre-i  sur  ciMJc  murbe,  on  aura  pour  la  valeur  de  ;;  en  un  point  quel- 
conque .r  .  r    icNprf'Ssion  suivante  due  à  Uiemann  : 


(2) 


i  <uz\i\~(uzH\        r    S     [  »/     àz  au  \\  , 

\   Cl  X  ,  y  )  -:  — —   —  /  Iz^uz  ~  -{u—   —  z  —  )\dx 

/  r         ^  /  *^-     au  1 . 1 

—     9,MC M- -_)U/V. 

L  ^\dy  Or'l   •  ) 


où  l'intégration  doit  cire  effecluée  suivant  l'arc  BC  de  la  courbe  C  inlcrcepiée 
par  les  droites  x  —  j-,  et  >   —  ^   . 
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Pour  déterminer  la  valeur  de  m,  M.  Zaremba  fait  le  rhangemenl  de  variables 


il  rcduil  la  courbe  C  à  la  droite  z  —.  consl.;  il  prend  pour  z  une  intégrale  par- 
ticulière de  Tcquation  (i),  savoir 

cr.  rosix(Ti,- T.  )[C,';.(^;„)  +  C,  .;,($„)], 

jx,  T,,  C,,  C^  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  <)/,,  ^^,  un  système  de  solu- 
tions fondamentales  de  Tcquation  difTérentiellc 

'V"  +  a  ?.  (  ^ J  '^'  -»-  [  ?. (  îO  -H  !J^'  ]  +  -^  "• 

Substituant  cette  valeur  de  z  dans  la  formule  (2)  et  appliquant  le  théorème 
de  Fourier,  en  supposant  t,  compris  entre  t,b  etr.c,  on  obtient  pour  l'expression 

résultat  déjà  donné  par  Riemann,  mais  sans  démonstration  et  dans  le  cas  par- 
ticulier où  9,  =  o. 

M.  Zaremba  utilise  cette  dernière  formule  pour  résoudre  un  problème  posé 
par  M.  Darboux  : 

Mettre  l'élément  linéaire  d'une  surface  développable  sous  la  forme 

a 

a  étant  une  fonction  de  u  et  r. 

Les  fonctions  u  et  v  de  x  et  r,  si  x.  y  désignent  les  coordonnées  qui  figurent 

dans  la  formule 

ds^  —  K  dx^  H-  2  V  dx  dv  -\-  G  dy\ 

•  *  » 

doivent  satisfaire  à  l'équation 


1?  iï^^'-Z'^V!-;-/^    ^1   _^?_^'il?   iï^V_^^Vl_o 
x«  \},àx)       \ày)  \'^^^  dx  })y  ()x  dy  "^  <>)"  \\dy)        \âx]  \  ~    " 


â 
ffx 


Si  l'on  applique  à  cette  équation  la  transformation  de  Legendrc 

V  =  »(J7,  y)  —  xp  —  yq, 

p  tX.  q  désignant  les  dérivées  de  9  par  rapport  à  j^  et  à  y,  on  est  ramené  à 
réquation 

dont  l'intégration  revient,  par  le  changement  de  variables, 

s.—  -  log(/)»-f-  7')  -+-  arc  lang  —  » 
2  q 


à  celle  de  l'équation 


*,  =  -  Iog(/)»-4-  7»)  —  arc  tang  —  j 
'       2  '         '  // 
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Dans  (*c  eus.  tu  fonction  ti  <lont  il  a  été  question  ci-dessus  se  réduit  à 

I      l($«-ei    r~*(  ^U-^)\  [-[»■*         -i^^-l\\-[i'*)co^ii(r,,-r,), 

où  1  on  u  po'^i* 

et  pcnit  SI*  (lévclop[)or  on  uno  série  convergente  pour  des  valeurs  quelconques 
xW  SCS  ur"uni(Mits,  savoir 


«  n  —  • 


"^^  L  ï^iT? 

n_-0 

Le  prolilémc  posé  par  M.  Darboux  se  trouve  donc  résolu. 

ippclL  —  Sur  les  fonctions  de  deux  variables   quadruplement 
|)rriodi(|ues  de  troisième  espèce.  (i43-i54). 

l.'nc  fonction  quadruplement  périodique  de  troisième  espèce  est  une  fonclion 
uniforme  de  deux  variables  x  et  y  qui  se  reproduit,  multipliée  par  une  expo- 
ncnticlh;  linéaire  en  x  et  y  quand  on  augmente  les  variables  de  chacune  des 
quatre  paires  de  périodes. 

D'après  un  théorème  énoncé  par  Hiemann,  une  fonction  quadraplement  pé- 
riodique de  deux  variables  de  première  espèce  qui  n'a  pas  de  singularités  essei- 
tielles  à  distance  fmie  peut  toujours  être  ramenée  à  avoir  pour  paires  de  pé- 
riodes des  quantités 

{îr,i,  o),     (o,  -.iri),     (2,  p),     (a\  Ji') 

vèriliant  la  relation 

a  • 

Si  la  fonction  admet  «les  sinj;ularilés  Cisenliollc"^.  les  paire>  -Jt  prr. -i-r 
(a,  [i)  el  (a',  [i)  sont  entièrenient  arbitraires^.  M.  Picard  a  douiic  «!->  <\ti^'.\r^ 
de  fondions  de  ee  i:«'nre. 

A  «et  c;^.^!!.  il  y  a,  entre  l«'s  fonctions  ({uadrupienient  pt-ri^^ii-^ae^  'i-t  t'tzx 
variables  tic  prenilcre  rt  de  deuxième  espèce  d'une  part,  et  de  tr-'i-.-r.-f  r-Cc*:; 
(fautre  part,  celti'  dillVr-ciice  reniar(|uable  que,  même  si  une  iVc-î:  r  -z^.  tr  :- 
siènic  espèce  a<lmet  <les  sint;ularilés  essentielles,  on  peut  toujours  r-E-ts-rr  y> 
p«'rio(les  à  être 

av«'c  la  relation  [i       a'. 

Le  tra>ail  de  .M.  \ppell  e^t  principalement  consacré  à  \a  -i' n;  :--r^'..  :  --^ 
ce  t  licto  euie. 

l/auteur,  eu  leriuinanl,  montre  comment  on  peut  forrutr  .i-:>  :  :  ".  r*  -'■ 
deux  Nariables  (|ua<lruplemenl  périodiques  : 

Soient  a.  |i,  7  trois  quantités  telles  (juc  la  partie  rèclltr  d^  !«  :  r-  mirk- 
ti({ue 

>oit  iie^aliNc  pour  Inute»"  Ie>  valeurs  réelles  de  rn  et  n  aulrt^  ;;.   "    -    •  -  - 


i 
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so'il  p  un  eolier  positif,  et  ^{u,  v)  une  fonction  uniforme  des  deux  variables 

u  et  V. 

Si  la  série 

m./î  =  -»-• 

est  convergente,  elle  définit  une  fonction  uniforme  de  x,  y  vérifiant  les  quatre 
relations 

?(j^»r -^  2^0  -  ç(j7,  y), 

'f(J7-t-2Y,  ^4-2^)  =  e-p  j  ^  ?'  9  (  ^,  y  ). 
Cette  fonction  est  donc  quadruplemcnt  périodique  de  troisième  espèce. 
Lorsque  ?(w,  v)  est  un  polynôme  en  m,  i^,  ->  -»  la  fonction  9  est  composée 

linéairement  avec  les  fonctions  8  de  deux  variables. 

Lorsque  9(c/,  v)  est  une  fonction  rationnelle,  9  possède  des  singularités  ù 
distance  finie. 

Par  exemple,  on  pourra  prendre  pour  9  les  expressions 

1  I  I  w^v^' 

\-\-u       \-^v^     (i-f-wj(i-t-v')*     (  i-h  a  )•*' (  I -t- v  )''' ' 

cr,  6,  a',  b'  désignant  des  entiers  positifs.  En  supposant  a,  p,  y  réels,  les  fonc- 
tions 9  correspondantes  possèdent  des  surfaces  de  singularités 

x"  —{'ih-^\)T..       y"  —  i^ik  -\-\)T.y 

où  l'on  a  posé  x  —  x'-h  ix"^  y  =  y' -i-  iy"  et  où  h  et  k  désignent  des  entiers 
quelconques. 

Blutel-  —  Recherches  sur  les  surfaces  qui  sont  en  même  temps 
lieux  de  coniques  et  enveloppes  de  cônes  du  second  degré. 
(1 55-2 16). 

Si  l'on  considère  une  conique  variable  dans  l'espare  et  dépendant  d'un  seul 
paramètre,  cette  conique  engendrera  une  surface,  et  le  long  de  cette  conique 
les  plans  tangents  à  la  surface  envelopperont  une  développable  de  quatrième 
classe.  L'auteur  de  ce  travail  s'est  proposé  d'étudier  le  cas  où  la  développable 
en  question  se  réduit  à  un  cùne  du  second  degré. 

Il  était  aisé  de  prévoir  que  cette  condition  imposée  au  déplacement  de  la 
conique  devait  conduire  à  des  résultats  intéressants  concernant  les  surfaces 
engendrées  (  S  )  qui  se  rapprochent  alors  des  quadriques  en  ce  sens  qu'une  trans- 
formation par  polaires  réciproques  les  remplace  par  d'autres  surfaces  jouissant 
des  mêmes  modes  de  génération,  soit  ponctuel,  soit  tangentiel.  Ce  rapproche- 
ment est  indiqué  dès  le  début  par  l'énoncé  suivant  : 

Les  surfaces  (S)  peuvent  être  envisagées,  soit  comme  enveloppes  de  cônes 
roulant  sur  deux  développables,  soit  comme  lieux  de  coniques  roulant  sur 
deux  courbes. 

Le  choix  d'un  système  de  coordonnées  étroitement  lié  à  ces  deux  modes  de 
génération  s'imposait  évidemment.  L'auteur  s'est  servi  de  celui  qui  est  formé 
par  les  génératrices  coniciucs  et  par  leurs  conjuguées  et  commence  par  établir 


I  ()  >. 
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pour  CCS  dernières  une  propriété  importante  :  elles  partagent  Iiomograpliique-    . 
ment  les  coniques  génératrices. 
Ola  lui  permet  d'écrire  les  équations  générales  des  surfaces  sous  la  forme 

\,{\.a)  ,       ^(X,  pi) 


r 


N(X,  ji) 


N(X.  iJ.) 


Les   courbes    (X    -  const.)   sont   les   coniques,  et  les   courbes   (ji  — cunsl.) 
leurs  conjuguées.  On  a  de  plus,  identiquement  (quel  que  soit  p.). 


à\  ^  Oh  0\  Oh 


\,  V,  Z  désignent  les  coordtMinées  du  sommet  du  cône  circonscrit  le  long  de 
la  conique  (X).  On  voit,  d'après  cela,  que  les  fonctions  X,  Y,  Z  peuvent  être 
ihoisios  arliitrairenieiit,  ainsi  que  P,  Q,  H:  la  détermination  de  la  surface  s'eo 
déduit  par  des  quadratures. 

V  ces  équations  réduites  en  coordonnées  ponctuelles  en  correspondent  évi- 
demment de  semblables  en  coordonnées  tangent ielles:  ce  sont 


M.(X,  |JL) 
M(X,  jjL) 

ii\cc  les  relations  identiques 


i'  — 


.M,(X.  ji) 
M(X,  \x) 


iV  — 


'/M  .^.  .OM 


— -  -     —    W    (  A  )   -T- 
f^A  C>A 


l  ,  V,  W  do>ignenl  les  coordonnées  du  plan  île  la  conique  variable.  On  passe 
d'ailleurs  de  Tune  à  l'autre  de  ces  formes  par  de  simples  quadratures. 
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On  voil  qu'elle  se  simplifie  beaucoup  dans  trois  cas  cgalemcul  importants. 

1*  Les  deux   fonctions  ~>  ~t  considérées  comme   polynômes   en    |i,   ont 

mêmes  racines,  c'est-à-dire  que  la  déveioppable  enveloppe  des  cônes  est  cir- 
conscrite à  la  courbe  enveloppe  des  coniques. 

L'intégration  de  l'équation  (i)  se  ramène  alors  à  celle  de  deux  équations  de 
Riccati,  de  sorte  que  les  coniques  génératrices  sont  partagées  homograpliique- 
menl  par  les  deux  séries  de  lignes  asymptotiques.  Signalons  encore  quelques 
propriétés  caractéristiques  des  surfaces  de  ce  genre  : 

Les  tangentes  aux  deux  séries  de  lignes  asymptotiques  en  tous  les  points 
d'une  même  conique  sont  les  génératrices  de  deux  hyperboloïdes  circonscrits  à 
la  surface  le  long  de  celte  conique. 

Si  le  lieu  des  sommets  des  cônes  est  une  courbe  plane,  la  déveioppable  des 
plans  des  coniques  est  un  cône,  et  réciproquement,  etc. 

•i"  Les  deux  polynômes  ~  »  -^  sont  carrés  parfaits.  Alors  la  conique  géné- 
ratrice reste  osculalrice  à  une  courbe  gauche  dans  son  déplacement,  tandis  que 
le  cône  circonscrit  est  lui  même  osculateur  à  une  déveioppable.  La  propriété 
d'homographie  signalée  ci-dessus  persiste  dans  ce  cas. 

•>  Les  racines  de  deux  polynômes  -r^  »  — .-  sont  respectivement  constantes  : 

Oh     07s. 

les  coniques  passent  par  deux  points  fixes  et  les  cônes  roulent  sur  deux  plans 
fixes.  La  détermination  des  lignes  asymptotiques  s'effectue  alors  au  moyen  de 
simples  quadratures  puis(]ue  les  variables  se  trouvent  séparées  dans  l'équa- 
tion (i). 

La  fin  de  cette  seconde  Partie  est  occupée  par  la  détermination  des  surfaces 
enveloppes  de  cônes  de  révolution  appartenant  aux  deux  premières  catégories 
et  par  la  recherche  des  lignes  asymptotiques  de  quelques  surfaces  simples,  en 
particulier  de  la  surface  du  quatrième  degré  à  conique  double  et  quatre  points 
doubles. 

Dans  la  troisième  Partie  du  travail,  la  moins  importante,  l'auteur  étudie 
quelques  propriétés  métriques  relatives  aux  trajectoires  orthogonales  des  co- 
niques génératrices.  Mais  il  se  trouve  amené,  dès  le  début,  à  élargir  la  ques- 
tion et  à  chercher  les  trajectoires  orthogonales  d'une  conique  dépendant,  d'une 
façon  quelconque,  d'un  seul  paramètre.  On  peut  remplacer  ce  problème  par  un 
problème  correspondant  dans  le  plan:  en  particulier,  à  une  conique  qui  se  dé- 
place dans  l'espace  de  telle  sorte  que  son  plan  reste  constamment  normal  à  la 
trajectoire  de  l'un  de  ses  foyers,  on  peut  faire  correspondre  une  conique  ayant 
un  foyer  fixe  dans  un  plan  fixe.  L'équation  des  trajectoires  orthogonales  s'in- 
tègre alors  bien  facilement  dans  quelques  cas  simples.  Revenant  aux  surfaces 
(S),  on  démontre  que  les  coniques  sont  partagées  homographiquement  par 
leurs  trajectoires  orthogonales  lorsque  le  plan  de  la  conique  se  déplace  en  res- 
tant normal  aux  courbes  décrites  par  ses  deux  foyers,  lesquelles  sont  alors 
deux  courbes  planes  parallèles. 

Un  grand  nombre  des  propriétés  que  nous  venons  de  passer  en  revue  rapi- 
dement, et,  en  particulier,  celles  qui  sont  relatives  à  l'homographie  des  lignes 
asymptotiques,  sont  susceptibles  de  généralisation;  l'auteur  s'est  contenté  de 
traiter  le  cas  des  génératrices  coniques. 

Mcray.  —  Extension  de  la  niélliode  de  Jacohl  pour  intégrer  une 
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seule  <M|ijall()n  aux  (lériv(*cs  |)artiellcs  à  une  fonction  inconnue 
dont  les  dérivées  y  entrent  linéairement  au  cas  d'un  système 
passif  d'é(|uations  de  celte  sorte  en  nombre  quelconque.  (217- 

Guichard,  —  Keclierches  sur  les  surfaces  à  courbure  totale  con- 
stante et  sur  certaines  surfaces  (|uî  s'y  rattachent.  (233-264). 

Il  cxislc  (1rs  relations  tn-s  êlroilcs  entre  les  trois  groupes  suivants  de  sur- 
faces :  I"  les  surfaces  à  courbure  totale  constante;  2*  les  nappes  focales  S,.  S, 
d'une  congruencc  {\  telle  que  les  drveloppables  de  C  touchent  S,,  S,  suivant 
leurs  lignes  de  courbure;  3"  les  surfaces  S  qui  admettent  un  réseau  conjugaé 
formé  de  géodésiques. 

M.  (juirhard  établit  les  relations  qui  existent  soit  entre  les  surfaces  d'ao 
même  groupe,  soii  entre  les  surfaces  de  groupes  différents,  et  il  met  à  protit 
ces  relations  pour  déduire  de  surfaces  connues  des  surfaces  nouvelles. 

II  ramène  la  détermination  des  surfaces  à  courbure  constante  à  Tintcgratioa 
de  l'équation 


ô' 


i)u  Ok' 


sin 


et  à  la  résolution  trunc  é(|ualion  do  Riccati,  ce  qui,  au  fond,  no  diffère  pas  de 
lu  inètlHule  <le  M.  \\  eingarten. 

('onime  on  ne  sait  pas  intégrer  celle  é(}ualion,  on  a  cherché  des  méthodes 
qui  permellenl  de  déiluire  d'une  surface  à  courbure  constante  une  infinité  de 
surfaces  analogues. 

Telle  est  la  mëthode  de  M.  Itiiclvlund  qui  comprend  comme  cas  particulier 
celle  de  MM.  Hianrhi  el  Ribaucour.  M.  Itaclvlund  montre  que,  si  dans  une  cod- 
grueiicr  la  di>tan»*c  ror.ijc  est  <*«»ns(aii(o  cl  sj  lox  plan>  for^ux  f*»iil  un  inçle 
ronsl.nil.  I<>  Mirf.n"t'«i  1\h-.jIo<  >oiH  dos  ^urlar.'-i  a  ««nirbiire  crn>larile.  \I.  «lUi- 
cli.ird  domh*  iW  1,1  h  .ni-t"! mal  i«m  de  H.i«'l\lini<i  une  n<.»nrllo  e\pr«.-*iMn  *in<ily- 
li.jui-  qu  il  Millier  ii.in>  l.i   ro.  lier»  lu-  île  «jn«'l.jiio>- «iurfa^o^  >  p.irli'u!icio>. 

Il  <»',»t  ta»lie  •^luti.iieiiu'iit  a  l'rliulo  tU'^  <urla«  0"  >  «'l  — .  Il  iii'iilii?  quuii  «.••uplc 
S  .  S  [uMit  rtie  n|»leiiii  par  iie>  qn.«vh  ului  i'^'  iiiian-l  ««ii  l'.'noait  uiiO  "UrlaCi*  a 
«oinbun'  oi»n^tanle  raj>p««rhc  à  ^«'-^  li::iu'^  u->  iiipl<'liju'>  cl  une  ?-.«!uli  o  «k 
ri-qtMli>>i)  corre^p«'n,laiil«' 
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L'équation  (i)  admet  cnfîn  une  infinité  de  systèmes  distincts  de  trois  solu- 
tions ^,  T,,  ^  liées  par  la  relation 

/{ly  -r,,  ^)  =  const., 

où  /est  une  fonction  quadratique  homogène.  Les  surfaces  S  correspondantes  sont 
telles  que  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont  coupées  sous  un  angle  con- 
stant par  les  rayons  vecteurs  issus  d'un  point  fixe. 

La  détermination  analytique  des  surfaces  S  est  identique  avec  celle  des  sur- 
faces S,  car  le  plan  tangent  à  S  a  pour  coordonnées  a,  p,  y  et  p  [p  étant  une 
solution  quelconque  de  l'équation  (i)]. 

Il  y  a  une  relation  géométrique  simple  entre  les  surfaces  S  et  les  surfaces  £. 
L'une  des  nappes  de  la  surface  des  centres  des  courbures  de  S  est  une  surface  S. 
Inversement,  les  tangentes  aux  géodésiques  conjuguées  de  S  sont  normales  à 
des  surfaces  S. 

De  là  résulte  que  d'une  congruence  G  donnée  on  peut  en  déduire  une  infi- 
nité d'autres.  La  méthode  de  transformation  pourra  être  poursuivie  tant  que 
la  surface  21  que  l'on  obtient  existera  réellement,  c'est-à-dire  tant  qu'on  ne 
tombera  pas  sur  une  sphère. 

A  cette  transformation  géométrique  correspond,  au  point  de  vue  analytique, 
une  transformation  de  l'équation  (i)  :  les  solutions  ^,  tj,  Ç  sont  les  seules  qui, 
par  cette  transformation,  se  reproduisent  multipliées  par  un  facteur  constant. 

JRiquier,  —  Sur  les  fonctions  continues  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  et  sur  le  principe  fondamental  de  la  théorie  des 
équations  algébriques.  (260-288). 

L'auteur  s'est  proposé  d'établir  quelques  propriétés  générales  des  fonctions 
continues  de  plusieurs  variables  et,  en  particulier,  d'étendre  à  ces  dernières  le 
théorème  de  M.  Darboux  d'après  lejjuel,  si  une  fonction  continue  de  deux  va- 
riables réelles  prend,  pour  tous  les  points  situés  à  l'intérieur  d'un  contour 
fermé,  des  valeurs  comprises  entre  deux  nombres  H  et  K,  elle  prend  forcé- 
ment, pour  un  système  au  moins  de  valeurs  des  deux  variables  indépendantes, 
la  valeur  qui  marque  la  limite  maximum  ou  minimum  de  toutes  les  valeurs 
qu'elle  peut  prendre. 

On  sait  que  ce  théorème  était  impliqué  à  l'état  de  postulat  dans  la  démon- 
stration donnée  par  Cauchy  du  principe  fondamental  de  la  théorie  des  équa- 
tions algébriques. 

M.  Riquier  cherche  à  réduire  à  la  plus  grande  simplicité  possible  les  rai- 
sonnements qui  permettent  d'éviter  toute  considération  relative  à  l'Algèbre 
dans  la  démonstration  de  ce  principe  fondamental,  que  Cauchy  faisait  reposer 
sur  des  considérations  empruntées  à  la  théorie  des  fonctions  circulaires. 

Darboux,  —  Sur  le  déplacement  d*une  figure  invariable.  (323- 
326). 

Réimpression  d'une  Note  publiée  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  XCIl,  p.  118. 

Darboux.  —  Sur  une  classe  de  courbes  unicursales  et  sur  une 
propriété  du  cercle.  (3v»--334). 
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Réimpression  de  deux  Noies  publiées  dans  le  t.  XCIV  des  Comptes  rendus 
des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  p.  qSo  et  i  io8. 

Fouché,  —  Sur  les  courbes  algébriques  à  lorsion  constante.  (335- 

344). 

Il  existe  une  courbe  et  une  seule  dont  le  rayon  de  torsion  est  constamment 
égal  à  une  constante  donnée  et  telle  que  le  cône  formé  par  des  parallèles  aux 
binormales  soit  égal  à  un  cône  donné.  Quand  on  connaît  l'équation  de  ce  cône, 
la  détermination  de  la  courbe  à  torsion  constante  ne  dépend  que  de  qua- 
dratures. 

Pour  que  la  courbe  soit  algébrique,  il  faut  et  il  suffit:  i*>  que  le  cône  parallèle 
aux  binormales  soit  algébrique;  2°  que  l'intersection  de  ce  cône  avec  une 
sphère  ayant  son  centre  au  sommet  se  projette  sur  un  plan  quelconque  suivant 
une  courbe  algébriquement  carrabic,  de  sorte  que  la  question  se  trouve  ra- 
menée à  la  recherche  des  courbes  sphériques  dont  la  projection  sur  un  plan 
quelconque  est  algébriquement  carrabic. 

La  détermination  d'une  pareille  courbe  dépend  de  la  détermination  de  deux 
fonctions  algébriques  d'une  seule  variable  qui  doivent  vérifier  une  certaine 
équation  différentielle  qui  est  du  second  ordre  et  du  second  degré  par  rapport 
à  Tune  des  fonctions  et  qui  est  une  équation  de  Riccati  par  rapport  à  Tautre. 

Enfin  on  peut  trouver  une  infinité  de  courbes  algébriques  (imaginaires)  à 
torsion  constante;  en  particulier,  tout  polynôme  entier  en  fournira  une. 

DautheK'iHe,  —  Sur  la  transformation  du  mouvement.  (36i-3^4)- 

M.  Appell  a  montré  {American  Journal  0/  Mathematicsj  vol.  Xll,  p.  io3) 
l'utilité  des  transformations  homographiques  dans  diverses  questions  de  Mé- 
canique, et  il  a  proposé  la  généralisation  suivante  des  résultats  qu'il  a  obtenus  : 

Etant  données  les  équations  de  Lagrange 

d   /âT\       fTT  ,       dq'. 

où  T  est  une  forme  quadratique   des  q'.  avec  des  coefficients  fonctions  des  q 
et  où  les  Q,  dépendent  seulement  <les  q^,  trouver  les  transformations 

'."/.( 7. Hk)  {i  —  u  »,  ...,/.). 

qui  changent  ces  équations  en  d'autres  de  la  fornio 

où  S  est  une  forme  quadraticiuc  des  r.  avec  des  coefficients  fonctions  des  q-  c 
les  l\.  ne  dépendant  que  des  q-, 

M.  Dautheville  se  borne  au  cas  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface 
fait  voir   que    les   transformations   cherchées    sont   celles  qui    conservent   f 
lignes  géodésiques,  ainsi  que  Ta  prévu  M.  Appcll. 
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